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Geschichte. 


e Loria, G.: Storia delle matematiche dall’alba della eiviltä al secolo XIX. 
22 ed. Milano: Hoepli 1950. XXXV, 975 p. L. 3800. 

An der 1. Auflage dieser Mathematikgeschichte (in 3 Teilen: Turin 1929, 1931, 
1933) wurde mit Recht gerühmt, daß hier ein hinlänglich eingehender Gesamt- 
überblick über die Entwicklung vor allem der reinen Mathematik mit vielen 
kennzeichnenden sachlichen Einzelheiten, wertvollen biographischen Ergän- 
zungen und interessanten Seitenblicken auf die Kulturgeschichte der behandelten 
Epochen geboten wird. Schon damals wurde mit Bedauern festgestellt, daß Verf. 

- die neuesten Forschungen (Orient, Griechenland) nur verhältnismäßig streifend be- 
rücksichtigt hatte. Leider hat sich Verf. bei Redaktion der nur geringfügig ver- 
änderten 2. Auflage nicht dazu entschließen können, die neuesten Ergebnisse der 
letzten 20 Jahre (Orient, Barock) organisch in seinen Text hineinzuverarbeiten. Dies 
ist überraschend, weil wir aus der umfangreichen Rezensionstätigkeit des Verf. er- 
sehen, daß er die ganze moderne Literatur kennt und kritisch durchgearbeitet hat. 
‚Auch die den einzelnen Kapiteln beigegebenen Literaturübersichten sind unvoll- 
‚ständig: sie gehen nur in Ausnahmefällen über das Jahr 1935 hinaus. Sowohl im 
"Text wie in den Biographien und im Register sind zahlreiche sinnstörende Druck- 
fehler stehen geblieben. Trotz dieser Mängel in der Einzeldurchführung wird der 
kritisch geschulte Leser aus der interessanten Gesamtkonzeption des Werkes viele 
Anregungen entnehmen können. J. E. Hofmann (Tübingen). 


Bruins, E. M.: Quelques textes math@matiques de la mission de Suse. Proc. 
‚Akad. Wet., Amsterdam 53, 1025—1033; Indag. math., Amsterdam 12, 369—377 
(1950). 

Besprechung des Inhalts einer Reihe bedeutsamer mathematischer Texte aus 
den Grabungen (1936) R.de Meequenems in Susa (,Sukkal“-Epoche), die neben 
Bekanntem manches Neue (auch Methodisches und Terminologisches) bringen. In 
Tafel 4 wird der Umkreisradius eines gleichschenkligen Dreiecks (b = 60, s = 50) 


berechnet. Die Lösung ist 31; 15 (nicht 31; 45). — Aus der sehr unvollständigen 
Taf. 3 erschließt Verf. eine Methode zur Berechnung der Fläche regulärer Viel- 
‚ecke. Bemerkenswert ist der hier vorkommende Wert m = 34. — Taf. 1 enthält 


70 mathematische Konstante (bei Kreis, Segment usw.). — Problem A und B gibt 
einen Einblick in die Auflösungsmethode linearer Gleichungssysteme, z. B. 
I) y/A+x=35, II) x + y = 50. Zuerst werden die Lösungen erraten. Es sind — 
wie so oft — die Standardwerte x = 30, y = 20; dann aber wird die algebraische 
Berechnung richtig vorgeführt. — In Problem C sieht man bei einer Rechtecks- 
aufgabe die Verwendung des einfachen falschen Ansatzes. — In Problem D ist 
die Rechtecksfläche sowie das Produkt aus der 3. Potenz der Länge und der Diago- 
nale gegeben. Dies ergibt eine auf eine quadratische Gleichung reduzierbare Glei- 
chung 8. Grades. — In Taf. H gibt der Text Methoden an (‚wie es der Akkader 
macht“), mit denen man durch Einführung neuer Unbekannter die Gleichungen 
vereinfacht. So zeigt die 3. Aufgabe dieser Tafel das Gleichungssystem 
D)zy+tz+y=1; HD) y+,@8=2+4y)=0;30, 

was offenbar auch von den Lösungen x = 0; 30, y = 0; 20 her konstruiert wurde. 
Bei der richtigen Lösung erkennt man die bewußte Absicht, die Aufgabe auf die 
Normalform der quadratischen Gleichung D) X-+Y=a, IX. Y=b zu 
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bringen. — Taf. Q ist eine Zinseszinsaufgabe. — Aus den geringen Resten der TafelS 
gelingt es dem Verf., eine Dreiecksaufgabe zu rekonstruieren, bei der ein recht- 
winkliges Dreieck durch eine Parallele derart in zwei Teile zerlegt wird, daß deren 
Produkt gleich einer vorgegebenen Zahl wird. — Zum Schluß wird hervorgehoben, 
daß Aufgaben wie die in den Tafeln D und S keine Bedeutung mehr für die Praxis 
des täglichen Lebens haben, sondern wissenschaftlich höher eingeschätzt werden 
müssen. — Eine baldige Edition der Texte ist dringend zu wünschen. Unbedingt 
notwendig erscheint auch eine einheitliche Wiedergabe der sexagesimalen Zahlen- 
angaben. Für den Text ist z.B. 1,6, 40 gegenüber 1.6. 40 vorzuziehen („mal‘- 
Punkt!); in der Übersetzung heißt es dann 1° 6° 40 (Thureau-Dangin) oder 
besser 1; 6, 40 (Neugebauer) bzw. 1, 6; 40 usw. Ein 1 - 6’. 40” ist des Guten zuviel! 


Auf keinen Fall sollte man bei einem Bruch .für Zähler und Nenner verschiedene 
92072 207? 0; 202 
Schreibungen verwenden, wie 3.50 statt zoog; oder besser 200° K. Vogel. 
e Michel, Paul-Henri: De Pythagore ä Euclide. Contribution A P’histoire des 


mathömatiques pr6euclidiennes. Paris: Les Belles Lettres 1950. 699 p. 


Hjelmslev, Johannes: Antike und moderne Größenlehre. Mat. Tidsskr. A, | 
Kobenhavn 1950, 21—52 (1950) [Dänisch ]. 

Verf. betrachtet die verschiedenen Entwicklungsstufen der griechischen Größen- 
lehre von den Pythagoreern bis Archimedes nach ihrem mathematischen Ge- 
halt mit exakten Hinweisen auf die einschlägigen Stellen bei Euklid, Archimedes 
u.a., ohne aber zu der schwierigen zeitlichen Einordnung (für welche Zeit ist die 
geometrische Algebra, die dvyravaipeoıs usw. anzusetzen?) Stellung zu nehmen. 
$1 behandelt die Anfänge der exakten Größenlehre (Pythagoreischer Zahl- und 
Verhältnisbegriff, intuitiver Aufbau der ebenen Geometrie, Auftreten der inkommen- 
surablen Größen, die ‚‚mehr sind als rationale Zahlen‘, Geometrie als Grundlage der 

exakten Größenlehre). — $2 betrachtet die „geometrische Algebra“ aus dem 
2. Buch Euklids und ihre Anwendungen: Sie ist ein Mittel, durch das man die inden 
Sätzen 1—10 enthaltenen Rechenregeln [z.B. (3 (a +b)?=ab-+ (} (a — 5))2] 
auch auf die neuen Größen ausdehnen kann. — $ 3. Die von Aristoteles beschrie- 
bene avraraigeoıg gestattet die erste voreudoxische Definition der auch für inkommen- 
surable Größen gültigen Verhältnisgleichheit. — In $ 4 wird die Eudoxische Größen- 
und Proportionenlehre eingehend untersucht, in $5 deren Anwendungen bespro- 
chen (Ähnlichkeitslehre, allgemeine Flächenanlegung und Exhaustionsbeweise bei 
Euklid, Sechsseit und Doppelverhältnis bei Pappos). — Die in $ 6 niedergelegten 
Gedanken über die Größenlehre bei Archimedes, von der aus Wege za der mo-. 
dernen Größenlehre hinführen, hat Verf. bereits in einem deutsch geschriebenen 
Aufsatz zur Darstellung gebracht (s. dies. Zbl. 36, 2). Kurt Vogel (München). 


Waerden, B. L. van der: Der Tunnel auf Samos und die Dioptra von Heron. 
Nederland Akad. Wet., Verslag, Afdel. Natuurk. 59, 103—105 (1950) [Holländisch ]. 

Der Ingenieur Eupalinos von Megara hat um 530 v. Chr. im Auftrag von 
Polykrates eine Wasserleitung zur Versorgung der Stadt Samos gebaut, die 
in einem 1km langen, bei Ausgrabungen i. J. 1882 wieder aufgefundenen Tunnel 
durch den Berg Kastro geführt wurde. Verf. zeigt, wie Heron in seiner „Dioptra“ 
(ed. Schöne, 8. 238ff.) dieses Problem ‚einen Berg in gerader Linie zu durchstechen“ 
einwandfrei erledigt. Ein sehr ansprechender Änderungsvorschlag betrifft die von 
Schöne zur Erläuterung beigegebene Figur, die nicht in allen Punkten mit dem 
Text in Einklang steht. Ähnlich wie es Heron schildert, muß auch Eupalinos die 
Vermessung praktisch durchgeführt haben, so daß wir hier ein greifbares Beispiel 
ältester griechischer Angewandter Mathematik vor uns haben. K. Vogel. 


e Balss, Heinrich: Antike Astronomie. Aus griechischen und lateinisehen 
Quellen mit Text, Übersetzung und Erläuterungen geschichtlich dargestellt. Mün-- 
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chen: Ernst Heimeran 1949. Tusculum-Bücherei. Zweisprachige Antike Taschen- 
ausgabe. 312 p. 

Die vom Verf. gebotene treffliche Auswahl antiker Quellen zur Geschichte der Astronomie 
versetzt den Leser in die Lage, die Entwicklung des Weltbildes und die Fortschritte der astro- 
nomischen Erkenntnisse im Urtext, dem — wie bei allen Büchern der wertvollen Tuskulum- 
reihe — die Übersetzung gegenübergestellt ist, im einzelnen zu verfolgen. In chronologischer 
Ordnung (vorsokratische Anfänge, attische Periode, Hellenismus, Kaiserzeit) kommen die an- 
tiken Philosophen und Astronomen zu Wort (S. 5—193), für Mittelalter und Neuzeit werden 
abschließend noch Stellen aus Isidor von Sevilla, einigen Byzantinern (hervorzuheben ist 
besonders der nur handschriftlich zugängliche Theodoros Meliteniodes in der Übersetzung 
von V. Stegemann) sowie aus Kopernikus und Kepler angeführt (S. 194—227). Im Nach- 


. wort (8. 228—257) bringt der Verf. eine klare, zusammenfassende Darstellung der Hauptprobleme 


(Gestalt der Erde, Form des Himmelsgewölbes, Vorstellung vom Fixsternhimmel, Sonne und 
Mond, Planeten, Sternwarten und Geräte, Lehre von der Göttlichkeit der Gestirne und antike 
Astronomiegeschichte — dieser Abschnitt von Stegemann —). Im Anhang (S. 258—312) 
werden die Textstellen eingehend erläutert und nähere Angaben über die Lebensumstände und 
Leistungen der einzelnen Autoren gemacht. Eine Reihe von Verzeichnissen (Literaturangaben, 
Namens- und Sachregister usw.) erleichtern die Benützung des Buches. — Es ist klar, daß bei 
dem Umfang des Stoffes nicht jede Einzelheit Erwähnung finden, andererseits auch weniger 
Wichtiges (z.B. Cassiodorius) entbehrt werden kann. Auf einige Punkte, die bei einer Neu- 
auflage Berücksichtigung finden könnten, darf noch hingewiesen werden. Hierzu gehört ein 
näheres Eingehen auf die Beziehungen zur ägyptischen und babylonischen Astronomie, über 
die man jetzt allmählich klarer sieht, sowie auf die Bedeutung, die Syrern und Arabern für 
das Weiterleben des griechischen Gedankengutes zukommt. Bei Hipparch wäre die stereo- 
gfaphische Projektion zu erwähnen, die die Voraussetzung ist für die Konstruktion eines der 
beliebtesten astronomischen Geräte, des ebenen Astrolabs. Der Erwähnung wert wäre auch 
der uıxoög dotoovovusvos, der neben dem Almagest eine wichtige Rolle spielte, sowie der Ma-. 
thematiker und Astronom Menelaos, von dem freilich wenig erhalten ist, dessen Fixstern- 
katalog aber Ptolemaios verwendet hat. — Das schön ausgestattete Buch wird jeder Freund 
griechischer Wissenschaft und Geistesgeschichte dankbar in die Hand nehmen. 
Kurt Vogel (München). 

Neugebauer, O.: The early history of the astrolabe. Isis, Cambridge Mass. 40, 
240—256 (1949). \ 

Untersuchungen zur älteren Geschichte des ebenen Astrolabs, dessen Existenz 
Verf. bis auf Ptolemaios (150 n. Chr.) zurückverfolgen kann. Er kann auch nach- 
weisen, daß die von Severus Sebokht (vor 660) erhalten gebliebene Abhandlung 


über das Astrolab, die offenbar auf Theon von Alexandria (375) zurückgeht, 
identisch ist mit einem Werk, dessen Inhalt Ya‘qubi (875) — allerdings als Arbeit 
des Ptolemaios — genau beschreibt. Auch Philoponos (530) fußt auf Theon oder 
Ptolemaios. Die Kenntnis der stereographischen Projektion, auf der die Kon- 
struktion des Astrolabs beruht, geht auf Hipparch (150 v. Chr.) zurück. — Im 
Anhang werden zahlreiche zum Verständnis der edierten Astrolabtexte notwendige 
Ergänzungen gegeben (Ptolemaios, Severus Sebokht, Philoponos, Pseudo- 
Ammonios, dieser noch unediert) sowie insbesondere der Brief des Synesius, 
eines Schülers der Hypathia, an Paeonius diskutiert. Kurt Vogel. 


Gandz, Solomon: The astronomy of Maimonides and its sources. Arch. inter - 
nat. Hist. Sci., Paris 29, 835—855 (1950). 

Verf. untersucht einzelne Fragen zur Astronomie des großen Philosophen 
Maimonides (1126—1204) wie: Länge des synodischen Monats, Mondalter (molad) 
und Konjunktion, sowie die Quellen, aus denen er geschöpft hat. Der erste Teil der 
Abhandlung über den Neumond geht auf den Talmud zurück, der später geschriebene 
zweite Teil stammt aus der arabischen Übersetzung eines griechischen Werkes, das 
auch dem byzantinischen Humanisten Pletho vorgelegen hat, falls dieser nicht 
die Arbeit des Maimonides selbst gekannt hat. Verf. glaubt, daß hier keine Ab- 
hängigkeit von altbabylonischen Quellen vorliegt. Ebenso sei auch eine alte jüdische 
Einteilung der Stunde in 1080 Teile abzulehnen. Dieser Bruchteil tritt in der Formel 
des Patriarchen Gamaliel II (100 n. Chr.) für den synodischen Monat (= 29!/, Tage, 
2/3 -+ 73/1080 Std.) auf. Dies ist nur eine Umrechnung des sexagesimal geschrie- 
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benen Wertes bei Hipparch, also keine metrologische Einheit und hat mit dem 
altbabylonischen „Gerstenkorn“ (1% = 15° = 6 Ellen & 180 Gerstenkorn) nichts zu 
Kurt Vogel (München). 
Agostini, Amedeo: Leonardo Fibonacei. Archimede, Firenze 1, 114—121 (1949). 
Ausführliche und heute noch zu Übungsaufgaben anregende Darstellung der 
Schriften des auch unter dem Namen Leonardo Pisano bekannten italienischen 
Mathematikers des 13. Jahrhunderts: Liber Abaci, Practica Geometriae, Flos. 
Fibonacei gebraucht schon Buchstaben zum Beweis von Identitäten oder allgemei- 
nen Regeln zur Lösung von Problemen. Er war auch an dem mathematischen Wett- 
streit beteiligt, den der Hohenstaufenkaiser Friedrich II. an seinem Hof in Palermo 
veranstaltete. Wenn Verf. am Schluß sagt, die Historiker der Mathematik jenseits 
der Alpen hätten, im Nationalismus befangen, den Pisaner zu wenig gewürdigt, 
so ist das für die deutschen Historiker der Mathematik nicht richtig. Lorey. 

Agostini, Amedeo: L’opera matematica di Pietro Mengoli. Arch. internat. 
Hist. Sci., Paris 29, 816—834 (1950). 

Die, Bologneser Mathematikerschule des 16. und 17. Jahrhunderts hat Wesent- 
liches zur Entwicklung der Mathematik beigetragen. Verf. behandelt Leben und 
Werk eines Schülers von Cavalieri, des Pietro Mengoli, der 1626 in Bologna 
geboren wurde und ebendort 1686 gestorben ist. Im Gegensatz zu anderen Bolo- 
gneser Mathematikern seiner Zeit war Mengoli fast ganz in Vergessenheit geraten, 
obwohl er beiseinen Zeitgenossen nicht unbekannt war (vgl.z. B. Jos. E. Hofmann, 

- Die Entwicklungsgeschichte der Leibnizschen Mathematik während des Aufent- 
haltes in Paris, München 1949; dies. Zbl. 32, 193). Dieses Schicksal ist wohl dadurch 
verursacht, daß seine Schreibweise äußerst dunkel war. J. E. Montucla widmete 

‘ ihm in seiner Geschichte der Mathematik nur wenige Zeilen und bemerkte dazu, daß 

sein Name mit Recht vergessen sei. M. Cantor erwähnt ihn überhaupt nicht. Erst 

G. Eneström, G. Vacca und der Verf. haben sich genauer mit ihm beschäftigt 

und seine Bedeutung erkannt. Verf. gibt einen Überblick über seine Schriften und 
berichtet über seine wichtigsten Entdeckungen, die einen nicht unwesentlichen Ein- 
fluß auf die Entwicklung der Infinitesimalrechnung gehabt haben und ihn würdig 
an die Seite eines Cavalieri und Torricelli stellen. Er hat in die Analysis eine 
neue Berechnungsweise unendlicher Reihen eingeführt und daraus wichtige Sätze 
abgeleitet, hat als erster eine nahezu vollständige Theorie der Grenzwerte gegeben, 
ist Vorläufer von Euler in der arithmetischen Behandlung der Logarithmen und 
von Mercator bei der Entwicklung des Logarithmus in eine Reihe. Er hat schon 
um 1648 eine Definition des bestimmten Integrals als Grenze von Summen gefunden, 
die sich nicht wesentlich von derjenigen unterscheidet, die A. Cauchy mehr als 

150 Jahre später gab. Er hat schon 40 Jahre vor Jakob Bernoulli I die Divergenz 

der harmonischen Reihe entdeckt. Verf. schließt mit dem Satz, daß jedes einzelne 
dieser Verdienste den Namen eines Mannes unsterblich mache. E. Löffler. 
e Fleckenstein, J. 0.: Johann und Jakob Bernoulli. (Beiheft Nr. 6 zu ‚‚Ele- 

mente der Mathematik“.) Basel: Verlag Birkhäuser 1949. 24 8. Sfr. 3,50. 

Diese Übersicht über Leben und Wirken der beiden berühmten und streitbaren 

Brüder gibt interessante und wertvolle Einzelheiten. Bedauerlicherweise geht Verf. 

fast gar nicht auf die wichtige Vorgeschichte der behandelten Einzelprobleme ein, 
die allerdings auf so knappem Raum kaum darzulegen wäre. Die beigegebene Zeit- 
tafel ist kein ausreichender Ersatz für Literaturübersicht und Register, die in diesem 

Falle unentbehrlich gewesen wären. J. E. Hofmann (Tübingen). 

Plä, Cort6s: Das einflußreiche Wirken des Pater Mersenne. Actas Acad. nac. 

Ci. exact., fis. natur. Lima 12, 44—57 (1949) [Spanisch]. 

Swinden, B. A.: Geometry and Girard Desargues. Math. Gaz., London 34, 
253—260 (1950). 

Verf. schildert die wissenschaftliche Bedeutung von G. Desargues (1593—1661) 


tun. 
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im Rahmen der Entwicklung geometrischer Ideen seit den Zeiten des Apollonius 
und im Lichte der kulturpolitischen und geistesgeschichtlichen Lage des 17. Jahr- 
hunderts sowie der späteren Fortschritte der projektiven Geometrie bis auf die 
Gegenwart. Er zeichnet ein Bild seines Lebens, soweit dies nach den dürftigen 
Nachrichten, die wir darüber haben, möglich ist, schildert sein Verhältnis zu R. Des- 
 cartes und Bl. Pascal, gibt eine Vorstellung vom Inhalt seiner Schriften, be- 
sonders seines berühmten Werkes über die Kegelschnitte (Brouillon project, 1639), 
würdigt die Bedeutung der neuen Begriffsbildungen, die man Desargues verdankt, 
und verschweigt auch nicht die Angriffe, denen er von seinen Zeitgenossen aus- 
gesetzt war. Während Descartes und Pascal im Gedächtnis der wissenschaft- 
lichen Welt stets lebendig blieben, geriet das Werk von Desargues, zum Teil 
wegen der Eigenwilligkeit seiner Bezeichnungen, in Vergessenheit, bis M. Chasles 
im Jahre 1845 eine Abschrift des ‚‚Brouillon project“ in einer Pariser Bibliothek ent- 
deckte. Heute wird Desargues als Bahnbrecher auf dem Gebiet der projektiven 
Geometrie seiner Bedeutung entsprechend gewürdigt. Reichliche Literaturangaben 
erhöhen den Wert der Arbeit, obwohl sie nichts grundsätzlich Neues bringt. 
E. Löffler (Stuttgart). 

e Kollros, L.: Evariste Galois. (Beiheft Nr. 7 zu „Elemente der Mathematik‘“.) 
Basel: Verlag Birkhäuser 1949. 24 S. Sfr. 3,50. 
“= Verf. gibt zunächst eine sehr ansprechende biographische Skizze, dann eine 
schlichte Darstellung der wesentlichen Ergebnisse von Galois. Er schließt mit 
einer Übersicht über die Weiterbildung der gruppentheoretischen Vorstellungen von. 
Galois in der Algebra, in der Geometrie und auf funktionentheoretischem Gebiet. 

J. E. Hofmann (Tübingen). 

Dubnov, Ja. S. und P. K. Rasevskij: V.F. Kagan. Kurzer Abriß einer wissen- 
schaftlichen Biographie. (Zum 80. Geburtstag.) Trudy Sem. vector. tensor. Analisu, 
Moskva-Leningrad 7, 16—30 (1949) [Russisch ]. 

Labrador, Juan F.: Jose Neuberg. Gac. mat., Madrid, I. Ser. 2, 217—219 
(1950) [Spanisch]. 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


e Piaget, Jean: Introduetion & leepist&mologie genetique. Tome I: La pensede 
mathematique. Tome II: La pensee physique. Paris: Les Presses Universitaires 
1950. Fr. 700, 700. 

e Kasner, Edward and James Newman: Mathematies and the imagination. 
London: G. Bell and Sons, Ltd., 1949. XIV, 380 p. 15 s net. 

e Bolzano, Bernard: Paradoxes of the infinite. Translated from the German 
of the posthumous edition by Fr. Prihonsky and furnished with a historieal in- 
troduetion by Donald A. Steele. (Rare Masterpieces of Philosophy and Science, ed. 
by W. Stark.) London: Routledge and Kegan Paul, Ltd. 1950. IX, 189p. 21s. 


Die vorliegende englische Ausgabe des bekannten Bolzanoschen Werkes ist eine Über- 
setzung der ersten, 1851 bei Reclam erschienenen, von Prihonsky nach Bolzanos Tode be- 
sorgten Ausgabe. Da die Übersetzung des Bolzanoschen Textes nicht immer leicht war, sind 
in manchen Fällen der größeren Deutlichkeit halber die betreffenden Worte des deutschen 
Originals in Klammern hinzugefügt. Der Übersetzer hat ferner das Werk durch die folgenden 
Zusätze bereichert: 1. eine Bibliographie der Bolzanoschen Schriften, 2. eine Zusammenstellung 
von Schriften über Bolzano (letztere unvollständig). 3. Die von Prihonsky dem Werke voraus- 
geschickte kurze Inhaltsangabe der einzelnen Paragraphen wird mit übersetzt, zugleich aber eine 
vom Übersetzer verfaßte Inhaltsangabe daneben gestellt, die ausführlicher ist, den Bedürfnissen 
eines modernen Lesers, der Logik und Mengenlehre kennt, eher entspricht und zugleich Bolzano 
mehr gerecht wird. 4. Es wird ein genauer Stellennachweis bezüglich der von Bolzano meist 
ohne genauere Quellenangabe, nur mit dem Namen des Autors vorgenommenen Zitierungen 
gegeben. 5. Der Übersetzung geht eine historische Einleitung voraus. Diese enthält eine kurze 
Biographie von Bolzano, eine historische Einordnung der „‚Paradoxien“ und eine naturgemäß 
sehr konzentrierte Übersicht über das Gesamtwerk von Bolzano, insbesondere seine mathe- 
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matischen Leistungen insgesamt und seine logischen Leistungen (Wissenschaftslehre). Die Tat- 
sache, daß die „Paradoxien des Unendlichen“ trotz ihrer bekannten Vorzüge, durch die sie 
ihrer Zeit weit vorauseilten, den Kenner seiner früheren Werke, insbesondere seiner ‚Funk- 
tionenlehre“, in der er ja 30 Jahre vor Weierstraß das erste Beispiel einer überall stetigen, 
nirgends differenzierbaren Funktion gab, an einigen Stellen enttäuschen, will der Übersetzer 
nicht unbedingt darauf zurückgeführt wissen, daß es ein Werk der letzten Lebensjahre von 
Bolzano ist, sondern er bezweifelt die Kompetenz von Prihonsky, der es nach eigener Angabe 
in seiner hier mit übersetzten Vorrede mit einem teilweise unleserlichen Manuskript zu tun 
hatte, als Herausgeber eines mathematischen Werkes, das derartige grundlegende Neuerungen 
brachte. Wilh. Ackermann (Lüdenscheid). 

Rasiowa, H.: Axiomatisation d’un systeme partiel de la th&orie de la deduetion. 
C. r. Soc. Sei. Lett. Varsovie, Cl. III, 40, 22—36 und polnische Zusammenfassg. 37 
(1948). 

Für den zweiwertigen Aussagenkalkül (in der klammerfreien Schreibweise von 
'J.Lukasiewicz) mit den einzigen Funktoren E (Aquivalenz) und Z’ (Nicht- 
Äquivalenz) — der bekanntlich ausdruckstechnisch nicht vollständig ist — wird 
ein in bezug auf die Grundregeln der Einsetzung und Abtrennung (%, #&xß —Pß) 
vollständiges und unabhängiges Axiomensystem 

A.I. EEpgEErgEpr A.II. EEpgEE'rgE'pr 

angegeben. Vollständigkeitsbeweis durch äquivalente Überführung in Normal- 
formen. Unabhängigkeit von A.I. durch E/Implikation, Z’/Nicht-Konjunktion; 
von A.II. durch E/Aquivalenz, E’/Nicht-Implikation. @. Hasenjaeger. 


Rose, Alan: A lattice-theoretic charaeterisation of three-valued logie. J. Lon- 
don math. Soc. 25, 255—259 (1950). 

Für den klassischen Aussagenkalkül ist bekanntlich jeder Boolesche (d. h. 
distributive komplementäre) Verband mit Einselement eine adäquate Matrix. — 
Verf. zeigt, daß man für den dreiwertigen Aussagenkalkül mit einem ausgezeich- 
neten Wahrheitswert auf folgende Art adäquate Matrizen erhält: (1) Elemente 
seien alle geordnete Paare [a,b] mit aCb, wo a, b Elemente eines Booleschen | 
Verbandes ® sind, (2) ausgezeichnetes Element ist [/, 7] (/ = Einselement von 
®), (3) den Ausdrücken NW und RX (verschiedene Verallgemeinerungen der 
Negation) entspricht [p', p’] bzw. [p’ N g,q], wenn X [p,g] entspricht, (4) den 
Ausdrücken AAB AVB, U>®B entsprechen die Paare panr,gas], 
[pur,gqus] bzw. [p Ur,p Us], wenn X [?,q] und ®B [r, s] entspricht. (Im 
Text ist die Vorschrift für UA DB und UV ® anscheinend verstümmelt.) 
%=({W,F}Y liefert „die“ dreiwertige Matrix. @. Hasenjaeger (Zürich). 


Kalieki, Jan: Note on truth-tables. J. symbolic Logie 15, 174-181 (1950). 
Zur Untersuchung der Mengen von Identitäten, die durch Werte-Tafeln (Ma- 
trizen im Sinne von Tarski) gegeben sind, entwickelt Verf. eine Algebra der Werte- 
Tafeln; dabei Beschränkung auf Tafeln mit einer einzigen zweistelligen Verknüpfung; 
Verallgemeinerungen sind angedeutet. — Neben dem Produkt MR (nach Tarski) 
wird die Summe M —+N (geordnete Paare [m,n]; [m, n] ist ausgezeichnet, wenn 
m in M oder n in X ausgezeichnet; Operationen komponentenweise) eingeführt 
Ist S(M) die Menge der Identitäten in bezugauf M, soist $(M + N) — SM) v SR). 
— Einfache Sätze über M- N, MN. — Erweiterungen einer Tafel M X 
Diskussion von Beispielen. @. Hasenjaeger (Zürich) 
Kalicki, Jan: A test for the existence of tautologies i - 
truth-tables. J. symbolic Logic 15, 182—184 (1950). a 
Zu einer n-wertigen Tafel gibt es höchstens n* definierbare einstellige ‚Wahr- 
heits‘“-funktionen. Liefert, ausgehend von der Funktion ®(x2)=x, die Anwenden 
der in der Tafel beschriebenen Funktionen auf alle schon definierten RE ET: 
Funktionen einmal nichts Neues, so ist man fertig. Unter den korrespondierenden 
Ausdrücken ist eine Identität, wenn es überhaupt eine gibt. 


@G. Hasenjaeger. 
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Kalieki, Jan: On Tarski’s matrix method. €. r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, 


4 Cl. III, 130—142 und polnische Zusammenfassg. 142 (1950). 


Die Ausdrücke eines Aussagenkalküls seien in üblicher Weise aufgebaut aus 
Aussagevariablen und Funktoren 4,,,5j=1,2,...). ? gibt die Stellenzahl von 
A,,, j ist ein Unterscheidungsindex. Normalerweise betrachtet man „beschränkte 
‚Sprachen‘, zu deren Aufbau nur endlich viele Funktoren verwendet werden. Eine. 
(logische) Matrix m = (8, ®, f,,) ist gegeben durch fremde Mengen £, ® und end- 
lich viele Abbildungen f,,. Die f,, sind Abbildungen der i-tupel von Elementen von 
 £+oin&+o. Eine Bewertungsfunktion A («) ist eine Abbildung der Menge 
der Ausdrücke der Sprache, die durch die den f,,; indexmäßig entsprechenden A,, 

bestimmt ist, in &+o derart, daß stets h(A,,a,...%,) = F,(h(aı); . - - h(&,)). 
«& erfüllt m, wenn h(a)Ew für jedes A. Die Menge der m erfüllenden x heißt das 
durch m definierte System Z (m). Matrizen heißen gleich, wenn sie dasselbe 
System liefern. (£', ©’, f,,) heißt eine Teilmatrix von (&”, ®”, f,,), wenn 
E+ocE'+o" und @"'co. (&,@,f,) und (E”,w”,fi5) heißen iso- 
morph, wenn sich & + »’ umkehrbar eindeutig und bezgl. der f;, und fi; opera- 
tionstreu abbilden läßt auf &’’ + ©’. Isomorphe Matrizen sind gleich. Das Produkt 
m’ m” zweier Matrizen m’ = (€, o', fr;) und m’ = (€, &"', fi”) ist definiert 
. algdie Matrix (£, o, f,,), für die gilt: & bzw. & + ist die Menge der Paare (a, b) 
mit aew, bEw’ bzw. age! -+w,bEeE’ +. f,, ist erklärt für die Fälle, 
für die (t, j) unter den Indizes aus m’ und m’’ vorkommen, und dann ist: 


f:; (au Br), - - (a, 8)) = (kislay - - 0), Bis (du - - 83). 

Die Summe m’ -+ m’ zweier Matrizen m’ = (E', o',fi,) und m’ = (E', o', fi;) 
ist die Matrix (£&, ®, f,;), die wie oben erklärt ist, mit der einzigen Abweichung, daß 
(a,b)Ew genau dann, wenn acew oder bEw. E(m’ m’) = E(m’) E (m’'), 
E(m’ + m”) = E(m’) + E(m’). Enthalten m’ und m’’ dieselben Funktionsindizes, 
so gt m’ +m"=(o,y+ö,f,) und mm’=(P+6,y,f,,) mit paarweise 
fremden Mengen @,%y,ö6. m’ = m’ genau dann, wenn für jeden Ausdruck «& gilt: 
Wenn es ein h gibt, so daß h (x)E Ö, so gibt eseinh,sodaß h(x)€E@. Hermes. 


Pil’&ak, B. Ju.: Über das Entscheidungsproblem für den Aufgabenkalkül. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 75, 773—776 (1950) [Russisch ]. 

Ein Entscheidungsverfahren für den intuitionistischen Aussagenkalkül in der 
Form von Glivenko Acad. Belgique, Bull. Cl. Sei, V. S. 14, 295-228 (1928) und 
15, 183—188 (1929)]: (a) Algorithmus zur deduktionsgleichen Überführung eines 
Ausdrucks in eine „reguläre Form“ 


m 


k I n 
My BIBI x I,;AN(MDD)Ds (k+l+m+n=H+0), 
Be nl = 


wobei die B, von der Form "1x, oder 2,2 y, die D, von der Form x, 1x, 

x,V y, oder x, y, und die. p,, q, 7, 8 1, %, Y; Aussagevariablen sind. (b) Al- 

gorithmus zur äquivalenten Umformung von (1) in eine Konjunktion /\ A, von 
h 


„normalen regulären Formen“ A, [d.h.: A, ei der Form (1), wobei kein t, 
ih einem Glied B, pP; oder r,D D, Vor (ec) Rekursion über die Anzahl 
k,der Glieder B, Sp, ia; Für Be & —DitA, beweisbar genau dann, wenn durch 
Absehwächink aus N 2 2,8 Oder Re s beweisbar. Für %,>0 ist 


kn ; 
4A,=/\ (Bu: > mi) AF,Ds beweisbar genau dann, wenn für wenigstens ein 


;6g=1,...,%,) die Ausdrücke 


173 kn 
EURE DL ID, und PN IN Bu m) AO 5 
i=1 are) 


) 


beweisbar sind. Diese Frage führt auf reguläre Formen mit %& = k, zurück: | 
(B,,; ist 1&,, oder %,2 %). — Gegenüber der ähnlichen Lösung in M. Waj S-- 
bergs Untersuchungen über den Aussagenkalkül von Ar Heyting, $9 [Wiadom.. 
mat. 46, 45—101 (1938); dies. Zbl. 19, 385] die dem Verf. anscheinend unbekannt. 
geblieben ist, ist die Endlichkeit dieses Verfahrens evident. @G. Hasenjaeger. 


Henkin, Leon: Completeness in the theory of types. J. symbolic Logic 15,. 
81—91 (1950). 

Bei der Definition der Allgemeingültigkeit für einen Prädikatenkalkül höherer 
Stufe wird gewöhnlich vorausgesetzt, daß schon durch die Angabe eines Indi- 
viduenbereiches auch das System der Variabilitätsbereiche für die höheren Varia-- 
blengattungen (nämlich als Bereiche aller Mengen oder Funktionen des betreffen-. 
den Typs) und damit ein Modell festgelegt sei. — Verf. stellt solchen „Standard“. 
Modellen — ausgeführt für die Typentheorie von Alonzo Church (D,, D.: Bereiche: 
der Wahrheitswerte bzw. Individuen; sind D,, D; die Bereiche der Objekte vom. 
Typ & bzw. ß, so ist D(«g) die Menge aller Abbildungen von D; in D,) — einen allge-- 
meineren Modellbegriff gegenüber: Die D% seien die Konstituenten eines Standard- 
Modells. Ein System von Bereichen D, mit D,=Dg D.=D), und D,CD% 
für «= 0,ı, für welches der semantische Begriff der Gültigkeit genau wie für 
Standard-Modelle definiert wird, heißt „general model‘, wenn die D, abgeschlossen 
sind in bezug auf die Operationen, die dem Bilden von funktionalen Abstraktionen 
entsprechen. Dann ist der Stufenkalkül vollständig in folgendem Sinne: Jede 
widerspruchsfreie Menge von Ausdrücken besitzt ein „general model‘“ 
(„widerspruchsfrei‘“ meint natürlich: ‚in bezug auf die allgemeinen Axiome und. 
Regeln“). Das im Beweise konstruierte Modell ist abzählbar, da die Elemente des 
Typs D, ähnlich wie im Falle des Kalküls der ersten Stufe mit Identität eineindeutig- 
Äquivalenzklassen von (term- bzw. satz-artigen) Ausdrücken vom T'yp & entsprechen.. 
Auf Nicht-Standard-Modelle von widerspruchsfreien, aber w-widerspruchsvollen. 
Systemen der Zahlentheorie wird hingewiesen. @. Hasenjaeger (Zürich). 


Mostowski, Andrzej: An undecidable arithmetieal statement. Fundam. Math., 
Warszawa 36, 143—164 (1949). 

Für die axiomatische Mengenlehre in der Form von Bernays-Gödel (mit 
einem endlichen Axiomensystem S) wird ein neuer Beweis für die Existenz un- 
entscheidbarer arithmetischer Aussagen gegeben. [,,‚Arithmetische Aussage‘‘ meint, 
daß, nachdem die Menge N der natürlichen Zahlen mengentheoretisch definiert. 
ist, nur beschränkte Quantifikatoren Fxr(xeN>---), Hx(zeNN...), 
VA(ACN>:-.)) und FA(ACNN...) zugelassen sind.] Die Idee des Be- 
weises ist folgende: Unter den Modellen von 8 sind solche, in denen es eine Menge 
(Klasse von Elementcharakter) x gibt, so daß €, = pi (€, beschränkt auf x) wieder 
ein Modell von $ liefert (dazu gehört, daß jedes Element des Feldes von €, auch 
Teilmenge davon ist), und solche, in denen das nicht der Fallist. Diese Bedingung 
für x ist darstellbar durch einen Kalkülausdruck A(x), da S endlich ist; S ist also 
gabelbar an 7xA(x). Im Anschluß an das Theorem von Löwenheim-Skolem 
wird eine arithmetische Aussage % konstruiert, so daß 7x A(x) <> % aus S ab- 
leitbar ist. % ist also eine unentscheidbare Aussage, die nur scheinbar nichts mit 
der Gabelbarkeit von S zu tun hat. — Beider Durchführung werden die anschaulich 
klaren, aber etwas schwerfälligen semantischen Begriffe dadurch vermieden, daß: 
die Sätze über (eigentlich: die Modelle von) S in einem erweiterten System S, be-- 
wiesen werden. $, geht aus 8 durch Hinzunahme eines Axioms hervor, das die 
Existenz hinreichend großer Ordinalzahlen fordert. In S, sind die oben genannten 
Modelle von $ durch Mengen darstellbar, und ihre Existenz ist beweisbar. Das 
schließt ein, daß 7xA(x), also auch $, in S; beweisbar, und damit entscheidbar ist. 

@. Hasenjaeger (Zürich). 


» 


Wang, Hao: The non-finitizability of impredieative prineiples. Proc. nat. 
Acad. Sci. USA. 36, 479—484 (1950). 

In P. Bernays’ System of axiomatie set theory I, p. 72 [J. symbolie Logie. 
2, 65—77 (1937); dies. Zbl. 19, 294] wird gezeigt, daß aus einer endlichen Anzahl 
von Klassenexistenzaxiomen die Existenz aller „prädikativen‘“ Klassen (solche, die- 
sich ohne Bezugnahme auf die Gesamtheit aller Klassen definieren lassen) beweis-- 
bar ist; d.h. alle Ausdrücke (KR): 7BPx(xeBo>WU(x,X,...,X,)), wo B nicht 
in X, und keine gebundenen Klassenvariablen in W, sind ableitbar. — Verf. zeigt 
dagegen, daß es zu jeder endlichen Menge M von (prädikativen oder nicht-prädika- 
tiven) Axiomen (K) einen nicht-prädikativen Ausdruck (K) (also mit gebundenen 
Klassenvariablen in X) gibt, der aus M nicht ableitbar ist; mit der Verschärfung: 
zu M gibt es eine monoton wachsende Folge F von Klassen, so daß die Existenz 
eines jeden Gliedes von F, aber nicht die Existenz der Vereinigung von F aus M ab- 
leitbar ist. Beweis durch Diagonalverfahren, unter Voraussetzung der Widerspruchs- 
freiheit des Kalküls mit allen Axiomen (RK). — Übertragung auf andere Kalküle, 
insbesondere den Stufenkalkül und Zermelos Mengenlehre. @. Hasenjaeger. 


z Algebra und Zahlentheorie, 
Allgemeines: 

e Waerden, B.L. van der: Modern algebra. Vol. I, translated from the 2"4 
revised German edition by Fred Blum, with revisions and additions by the author. 
New York: Frederick Ungar Publishing Co., 1949. $ 5,50. 

ePeck, L. C.: Elements of algebra. New York: McGraw-Hill 1950. IX, 
230 p. $ 2,75. 

Rosser, J. B.: Generalized ternary eontinued fraetions. Amer. math. Monthly 
57, 528—535 (1950). 

Trouver 3 entiers, A, B, ©, approximativement proportionnels & 3 nombres 
donn&s, a, b, c, non rationnels. La methode est fondee sur un precedent travail de 
l’A. [Amer. math. Monthly 48, 662—666 (1941)] et generalise celle de Viggo Brun 
(ce Zbl. 38, 658). Tables de valeurs auxiliaires et des A,, B,, C,, pour? = 1, 2,..., 28. 
Sade. 


Lineare Algebra. Polynome. Formen: 


Varoli, Giuseppe: Caleolo di aleuni determinanti. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 
5, 293—297 (1950). 

In den beiden Systemen 1,cos?x,cos?z,... und 1,cos2x,cos4z,... 
läßt sich bekanntlich jedes Element des einen als ganze lineare Funktion einer 
endlichen Anzahl von Elementen des anderen ausdrücken, und dasselbe gilt für 


die Systeme cos z,cos®x,.. und cos x,cos3#,.... Mit Hilfe dieser Relationen 
findet Verf. 
m /m—n—]1 , ‘ ri / 
det (c,,.) -( Me, ) SER TANE RZ ABET ylmla)),; 
wobei 


m—2k-+2 a Pa le) Uefa 
CR Si | ) für >k—1, sonst = ist, 
sowie die Werte zweier Klassen weiterer Determinanten, deren Elemente, soweit, 
sie nicht verschwinden, Entwicklungskoeffizienten von cos 2hx bzw. cos (2h-+1)x 


sind. Etwas umgeformt lassen sich die letzteren Ergebnisse folgendermaßen zu- 
et a REISTE DEN 
sammenfassen: Ist a,, = (— De 01 ): b, = (-1)' il | ) fürı >k 


und sonst a,,=b,,—=0 (i, k=1,2,...,n), sohaben die algebraischen Komplemente 
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der Elemente der letzten Spalte in den n-reihigen Determinanten |a,,| und |d;,| 


die Werte 5 KAT h 
Ü n SE N— 
ae bzw. N: 
— Verf. gewinnt auf diesem Wege auch zwei Summenformeln für gewisse Produkte 
von je zwei Binomialzahlen, die jedoch bekannt sind. Schönhardt (Stuttgart). 


Silov, 6. E.: Versuch einer Darstellung der Determinantentheorie ohne die 
Theorie der Permutationen. Uspechi mat. Nauk, Moskva 5, Nr. 5 (39), 177—179 
1950) [Russisch ]. 

The author uses the following substitution for the determination of the signs of 
the terms in the theory of determinants. A term in a determinant takes the positive 
sign if the number of segments of positive slope connecting two elements of the 
given term in the matrix of the determinant is even, otherwise odd. Hua (Peking). 

Lidskij, V. B.: Über die Eigenwerte der Summe und des Produktes symmetri- 
scher Matrizen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 75, 769—772 (1950) [Russisch ]. 

Let Aand M be two real symmetrie matrices with eigenvalues 4, >, 2." >), 
and 1 >, >: Zu, respectively. Let K, be the closed convex closure spanned 
by n!points (A, + u1,.. A, + a) where u, . . ., 4, are permutations of 11, .. . ., Un- 
Similarly we define K; to be that of (A) +41. ., An + 4,). Let L be the intersec- 
tions of K,and K;. Let M be the domain of eigenvalues (o,,...,0,)01 2''' 20, 
‚of the matrices A, + M, where A, and M, run over all the matrices orthogonally 
equivalentto A and M respectively. The author provesthat M CL. Further if one 
of the conditions is satisfied (i) |, — | < A; A|, #5; ü) I, —4| < lu. — u, 
k=T, then M=L. Hua (Peking). 

Laureana, Giuseppe: Eliminante nodale. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 133— 
139 (1950). 

Siano date m + 1 forme in piü sistemi di variabili omogenee e in r sistemi di 
parametri omogenei. Sotto opportune ipotesi, si ottiene l’eliminante nodale 
‚considerato dal Giambelli, e se ne ricava una proprietä interessante. Giuliano. 

Scherk, Peter: On the decomposition of orthogonalities into symmetries. 
Proc. Amer. math. Soc. 1, 481—491 (1950). 

E. Cartan a demontr& que dans l’espace de dimension n sur le corps des nombres 
r&els ou des nombres complexes, toute transformation orthogonale (relative & une 
forme quadratigue non d&g6ner&ee) peut se mettre sous la forme d’un produit de n 
‚symetries au plus (une symötrie etant une transformation orthogonale laissant 
invariants tous les points d’un hyperplan non isotrope). Le Ref. a &tendu ce theor&me 
aux formes quadratiques sur un corps quelconque de caracteristigue #2 (Actual. 
‚sci. industr. Nr. 1040, Paris 1948, p. 20—22; ce Zbl. 37, 13). L’A. precise ce resultat 
en determinant exactement le plus petit nombre de symötries dont le produit soit 
egal a une transformation orthogonale donnee 7. Il montre que si m est le rang de 
I — T (I transformation identique), ce nombre est en general 6gal A m, sauf lorsque 
G(I1— T) est symötrique gauche (@ matrice de la forme quadratique) auquel cas le 
nombre cherch& est m Aral: J. Dieudonne (Nancy). 

Hahn, Wolfgang: Über die Zerlegung einer Klasse von Polynomen in irredu- 
zible Faktoren. Math. Nachr., Berlin 3, 327—329 (1950). 

W. Jenne (dies. Zbl. 34, 376) hat gezeigt, daß das Poylnom 


n—1 


° TVT . IT 

9n,r(%) =: (z sin — sin = 

‚sich im Körper der rationalen Zahlen als Produkt von zwei Polynomen darstellen 
läßt, die sich im Grade um 1 oder 0 unterscheiden, und hat die Vermutung ausge- 
sprochen, daß diese beiden Faktoren, falls n eine Primzahl ist, irreduzibel sind. 
Verf. stellt hier im Anschluß an W. Schulz [Deutsche Math. 2, 110—117 (1937) 


? 
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dies. Zbl. 16, 147], der den Fall r = 2 erledigt hat, sämtliche irreduziblen Faktoren 
von ®n,r(%) auf, wodurch nebenbei die genannte Vermutung eine Bestätigung er- 
fährt. Er verwendet dabei dievon N. E. Nördl und [Acta math., Uppsala 72, 283 
(1940); dies. Zbl. 23, 345] in einer Arbeit über Ausgleichungsrechnung bemerkte 
‚ Tatsache, daß 9,,(x) als Resultante von © —g,,(2) und 9@,,.(2) dargestellt 
werden kann, und erwähnt zum Schluß, daß 9,,(2)|P,,,(2), wenn mn. 
Schönhardt (Stuttgart). 

Wilson, R. L.: A method for the determination of the Galois group. Duke 
math. J. 17, 403—408 (1950). 

Es wird eine Methode ausgearbeitet, wie man von einer vorgelegten irreduziblen 
Gleichung p(x) = x" -+ a, @"=1-+ ++: +, ineinem vollkommenen kommutativen 
Körper F entscheiden kann, ob ihre Galoissche Gruppe @ in einer beliebigen Unter- 
gruppe /' der symmetrischen Permutationsgruppe von n Symbolen enthalten ist. 
Die Methode ist dazu geeignet, Schritt für Schritt @ zu bestimmen. Bezeichne 


fı(&1 - - -, x,) ein Polynom in F, dem J'als Invarianzgruppe entspricht. Man kann 
h 

z.B. von dem Monom g;(x,, .. ., 2,) = et 7la2=2...2, 1 ausgehen und fi = I g, 
i=1 


setzen, wobei h die Ordnung von /'und 9, =1,...,h) die h Werte von g, be- 
zeiehnet, die aus g, bei Anwendung der Elemente von /’entstehen. Durch Anwendung 
sämtlicher Permutationen entstehen aus f, insgesamt k = n!/h verschiedene Poly- 
nome fj,...,f;. Man bilde die Gleichung k-ten Grades 


k 
D(y) na [y 32 (rt Be r„)] = 0, 


wobei r,,...,r, die Wurzeln von p(x) = 0 in einem passenden Oberkörper von 
F bezeichnen, und nenne ® eine (durch /') induzierte Gleichung. Leicht entsteht 
Theorem 1: Sind nicht alle in F liegenden Wurzeln der induzierten Gleichung mehr- 
fach, so gilt @T I’ dann und nur dann, wenn mindestens eine in F liegende Wurzel in 
der Tat mehrfach ist. Es wird noch gezeigt, wie man in endlich vielen Schritten 
stets eine induzierte Gleichung finden kann, die in F nicht lauter mehrfache Wurzeln 
hat, mit der dann Theorem 1 sich anwenden läßt. (Das Verfahren ist für unendliche 
Körper ausgearbeitet, was natürlich vollkommen ausreicht. Ref.) Als Beispiel wird 
der Fall n= 4 betrachtet. (Die Ausdrücke ‚separabler Körper‘ und ‚Zahl im 
Körper‘ werden im Sinne „vollkommener Körper‘ bzw. „Elemente im Körper“ 
gebraucht. Ref.) Redei (Szeged). 

Perron, Oskar: Ein Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra im Reellen. 
Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. S. 28, 183—187 (1949). 

Für die Zerlegbarkeit eines reellen Polynoms einer Veränderlichen in reelle 
lineare und quadratische Faktoren hat Ref. früher [Jber. Deutsche Math. Verein. 
46, Abt. 2, 64-67 (1936); dies. Zbl. 19, 101; vgl. auch die hier genannte spätere 
Note von Wigert] einen rein reellen Beweis angegeben; es wird dabei die Be- 
nützung komplexer Zahlen durch Rechnen mit Kongruenzen mod #? + 1 vermie- 
den, und ferner an die Stelle des bei einem bekannten Cauchyschen Beweis mehr 
oder weniger explizit benützten Minimumprinzips der Funktionentheorie ein un- 
mittelbar auf Grund der Taylorschen Formel für zwei unabhängige Veränderliche 
bewiesener Sonderfall des Minimumprinzips der Potentialtheorie gesetzt. Dem 
Verf. gelingt es, unter Beibehaltung des Grundgedankens dieses Beweises, mit 
‚dem Taylorschen Satze für Polynome einer Veränderlichen auszukommen, ferner 
die Minimumsbetrachtung an einem (nichtharmonischen) Polynom (zweier Ver- 
änderlicher) durchzuführen und auch noch einige weitere vom Ref. benützte For- 
meln der reellen Analysis entbehrlich zu machen. Herm. Schmidt. 

Corput, J. G. van der: Le th&or&me fondamental de l’algebre. Actual. Math. 
Centrum, Amsterdam, Scriptum 2, 1. Teil, 47 S. (1950). 
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Pour repondre apparemment aux exigences des mathematiciens intuitionnistes, 
’’A. donne un procede „constructif‘“ pour demontrer (sans usage de l’axiome de 
choix) l’existence d’un corps ordonne maximal contenant un corps ordonne ®. 
L’idee consiste A construire, pour chaque polynome F de B[X], une extension al- 
gebrique ordonnee ®(F) de ©, telle qu’on puisse diviser ®(F) en un nombre fini 
d’intervalles dans chacun desquels F et toutes ses derivees gardent un signe con- 
stant; cela se fait par r&currence sur le degr& de F; il faut d’abord prouver un certain 
nombre de propositions auxiliaires qu’on etablit d’ordinaire en se basant sur l’exi- 


stence d’un corps ordonne maximal, par exemple le fait que si F’ garde un signe | 


constant dans un intervalle de ®, F est monotone dans cet intervalle: I’A. demontre: 
cette proposition en prouvant que F(b) — F(a) peut s’6crire sous la forme af (Ei 


oü les £, sont dans l’intervalle (a, b) et oü les c, sont positifs dans ®. La construction 
de l’extension ordonnde maximale se fait alors aisement, comme r&union des ex- 
tensions D(F,,.. .,F,„), oü les F, parcourent l’ensemble des polynomes sur ®. 
J. Dieudonn€e (Nancy). 

Richard, Ubaldo: Algebra e analisi nel teorema fondamentale dell’algebra. 
Univ: Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 11—20 (1950). 

Le ‚„th&eoreme fondamental de l’Algebre‘ est-il ou non un theoreme d’Algebre ? 
Tel est le ‚probleme‘ que se pose l’A.; apres avoir resume les principes de quelques 
demonstrations de ce theoreme, il conclut que tout depend de savoir si la theorie 
des nombres reels doit ou non ötre consideree comme faisant partie de l’Algebre: 
conclusion pleine d’originalite, comme on le voit! J. Dieudonne (Nancy). 

Ostrowski, A. M.: Note on Vincent’s theorem. Ann. Math., Princeton, II. S. 
52, 702—707 (1950). 

Verschärfung einer Methode zum Separieren von reellen Wurzeln algebraischer 
Gleichungen mit reellen Koeffizienten. Nyström (Helsinki). 

Sz.-Nagy, Gy.: Kurzer Beweis eines Satzes über die obere Schranke der abso- 
luten Beträge von mehreren Nullstellen eines Polynoms. Publ. math., Debrecen 1, 
251—253 (1950). 


L’A. donne une demonstration simplifi6e de theoremes de VanVleck [Bull. _ 


Soc. math. France 53, 105—125 (1925)] et Montel [Comment. math. Helvetici 7, 
178—200 (1934/35); ce Zbl. 11, 50] qui fournissent, pour un polynome f(z) = 
Ay 3 42+...+4,2P +...+4,2*, lerayon d’un cercle de centre O contenant p 
racines (au moins) de f(z), en fonction de ay...,4,.1,4, ou de Ay... 4: 
J. Dieudonne (Nancy). 

Sz.-Nagy, Gyula: Verallgemeinerung der Derivierten in der Geometrie der 
Polynome. Acta Sci. math., Szeged 13, 169—178 (1950). 

Soit f(z) un polynöme de degre n,z, (1 <k <m) ses racines distincetes. L’A. 
appelle derivee generalisee f*(z) de f le polynöme defini par 


ER, L DR 
1() een 


ou les 9, (1 Sk <m) sont des nombres reels > 0 tels que 55 P,=n. I etend 
k=1 


sans ‚peine a ce polynöme tous les r6sultats connus sur la derivee ordinaire f’(z) qui 

se demontrent precisement par des considerations el&mentaires sur la position du 

vecteur f'(z)/f(z) dans le plan complexe (theor&mes de Laguerre, Jensen, 
Wal rn etc.). J. Dieudonne (Nancy). 
ongalves, J. Vicente: L’inegalit6 de W. Specht. Univ. Lisboa, Rev. F 

Ci, IT: 8. A 1, 167-171 (1960), : Se 

Verf. gibt für eine vom Ref. angegebene Ungleichung (dies. Zbl. 33, 145) einen 

wesentlich vereinfachten Beweis und zeigt darüber hinausgehend die Gültigkeit des 


| 
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PD N 7 
5 folgenden Satzes: Ist f(a)=x" ta a1 +... ta, 2 beliebiges komplexes 
I" Polynom mit den Nullstellen &,&,..,&, it A=(1+Jla|?-+:-- + a, 2} 
seine Norm, so gilt bei beliebiger Einteilung der a Zul 


Ad. + lan. SA 
‚oder 
3A-YR 0) <|... 52 <3(4 + VA®-4la,]); 
die Randfälle mit Gleichheitszeichen lassen sich dabei genau kennzeichnen. (Für 
weitergehende Resultate vgl. auch W. Specht, dies. Zbl. 38, 154). Specht. 
Gonealves, J. Vieente: Caleul abrege d’un resultant. Univ. Lisboa, Rev. Fac. 
Ci., II. S. A 1, 201—204 (1950). 
A method is given which shortens the computation of the resultant of two 
polynomials. E. Frank (Chicago, Ill.). 
Gongalves, J. Vicente: Caleul abrege d’une suite de Sturm. Univ. Lisboa, 
Bev. Fac. Ci., II. S. A 1, 189-200 (1950). 
The author givesa method for the formation of a Sturm (or other similar) sequence 
‘of polynomials. He then deduces theorems of Colucei, Frank, Wall, and Hur- 
witz on the distribution of the zeros of a polynomial. E.Frank (Chicago, 11l.). 
Anghelutza, Th.: Sur le nombre des raeines d’une &quation algebrique, dont 
lesparties imaginaires sont positives. Bull. Sci. math., II. S. 745, 130—138 (1950). 
Die Arbeit gibt ein Verfahren für die Bestimmung der Anzahl solcher Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung, die positive Realteile besitzen. Aus diesem Ver- 
fahren lassen sich notwendige und hinreichende Bedingungen dafür ableiten, daß 
(die Wurzeln der algebraischen Gleichung lauter negative Realteile besitzen. Sind 
die Koeffizienten reell, so ergibt sich das klassische Theorem von Hurwitz aufs 
neue. Gy. Sz.-Nagy (Szeged). 
Parodi, Maurice: Sur quelques proprietes d’une &quation algebrique. Bull. 
Sci. math., II..S. 747, 121—130 (1950). 
Es handelt sich um Eigenschaften der algebraischen Gleichungen von der Form 
ar ar 2" + ar "+ +0, 
wo die Determinante n-ter Ordnung ist und ihre Elemente Polynome m-ten Grades 


‚sind. — Auf Grund eines klassischen Determinantensatzes von Hadamard ist 
(die Ungleichung 


ar >, & lt Zar + Ela = 12... m 


eine ee Bas dafür, daß die Wurzeln der Gleichung (1) im Innern 
des Einheitskreises liegen. Es gibt eine ähnliche hinreichende Bedingung dafür, 
‚daß die Wurzeln der Gleichung (1) außerhalb des Einheitkreises liegen. Die Arbeit 
enthält auch Anwendungen ihrer Sätze. Gy. Sz.-Nagy (Szeged). 
Verblunsky, $.: A theorem on quartie polynomials. Duke math. J. 17, 507— 
510 (1950). 
In this paper it is shown that the real quartie polynomial 
Ie)=t+a®+bRr+cerxr-+]1 
satisfies the condition f(x) >0, for 2 >0, in one of the following mutually ex- 
 .elusive cases, and only in such cases: (i) «a >0,c>0,b+2-2(ac)l2 >0; 
G)a>0,e>0,5 42 +2la ci? <S0, L=(n —-4)(b+2n — 212 - (a +0)<0, 
where 3n=6-btdi2 .d= 12 +5 -3ac, (ü).a<0, c<0, L<U, 
Mb)=5 2006-238 —-(b—-6) b-6| >8ac,b +2 >0; (ivyacsıI, L<O. 
E. Frank (Chicago, Ill.). 
Bückner, Hans: A variational problem for the roots of a cubie equation. 
Quart. appl. Math. 8, 293—296 (1950). 
Sind %,, %, %; die Wurzeln der Gleichung x? +a, er +a,=(, 80 
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nimmt die in der Theorie der Servomechanismen als Stabilitätsmaß auftretende 
Größe €= Min (-Rx,— Rx, — Rx) beifestgehaltenema, > 0,a,>0 und variiertem. 
reellem a,ihr Maximum Max=Rla,—Y-4p}, p=@%,-4aj an der Stelle 
ER, —-Zai +2(-4p)} an. Weissinger (Hamburg). 

Bulgakov, B. V.: Die Diskriminantenkurve und das Gebiet aperiodischer Sta- | 
bilität. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 73, 1143—1144 (1950) [Russisch]. 

Für Stabilitätsfragen ist folgende Aufgabe wichtig: Diejenigen Gebiete der 
(u, v)-Ebene anzugeben, für die eine von den beiden Parametern u und v linear ab- | 
hängige Schar reeller Polynome nur reelle Wurzeln besitzt. Dazu ist es nach Angabe 
des Verf. in dieser Note nötig, die Diskriminantenkurve der Polynomschar in der | 
(u, v)-Ebene zu zeichnen, die durch sie bewirkte Gebietseinteilung der Ebene zu 
untersuchen und festzustellen, wo beim Übergang von einem zum anderen Gebiet 
Paare komplexer Wurzeln reell werden, bis man schließlich bei den Gebieten nur 
reeller Wurzeln angelangt ist. (Vgl. auch dies. Zbl. 37, 147.) Burau (Hamburg). 

Viola, Tullio: $Sui determinanti di Hurwitz d’un’equazione algebriea, i eui 
coeffiecienti sono polinomi dipendenti da quanti si vogliono parametri reali. Boll. 
Un. mat. Ital., III. S. 4, 40—45 (1949). 

An eine frühere Arbeit (dies. Zbl. 24, 199) anschließend, betrachtet Verf. eine 
reelle algebraische Gleichung, deren Koeffizienten Polynome in p reellen Variablen 
sind. Durch die Hurwitzschen Determinantenbedingungen werden Teilgebiete ausdem 
Variablenraum ausgesondert, und es werden diejenigen Gebiete ermittelt, für welche 
die Ausgangsgleichung eine Hurwitzsche Gleichung ist oder nur einfache, rein ima- 
ginäre Wurzelpaare besitzt. (Vom Ref. ist der Fall für eine Hurwitzsche Gleichung 
im Jbuch Deutsch. Luftfahrtforschung 1940, Teil 1, S. 1565—1574 unter- 
sucht worden.) H. Bilharz (Freiburg.i. Br.). 

Demontvignier, Marcel et Paul Lefövre: G£n6ralisation du eritsrium de sta- 
bilit6 de Nyquist. C. r. Acad. Sci., Paris 228, 360—362 (1949). 

Demontvignier, Marcel et Paul Lefövre: Etude de la stabilit6 d’un systeme 
lineaire & partir du diagramme de phase gen6ralise. C. r. Acad. Sci., Paris 228, 
463—465 (1949). 

1. Wird die charakteristische Gleichung in der Gestalt (1) Rip) -—A=0 an- 
geschrieben, worin A eine reelle Konstante und die rationale Funktion R(p) von 
der Form F,(p)/F,(p) ist, r bzw. s die Grade der teilerfremden Polynome F, bzw. 
F, bezeichnen und die Koeffizienten von p’ und p® gleiches Vorzeichen haben sollen, 
dann wird in der ersten Note gezeigt: (1) ist dann und nur dann eine Hurwitzsche 
Gleichung, wenn die Bildkurve von R(iw) für 0 <w <oo den Punkt (A, 0) in 
endlichem Abstand v-mal umschlingt. Die genaue Anzahl » ist gegeben durch: - 
Yv»=—u—-28-(r—s)—2o fürr>s unddurch 4»=—-u-2&-—2o für 
r Ss; hierbei ist og die Anzahl der Pole von R(p) in der Halbebene Np >0, u die 
Vielfachheit eines evtl. Poles im Ursprung und & die Summe der Vielfachheiten aller 
sonstigen Pole auf der Halbgeraden iw, 0 <w <coo. — 2. In der zweiten Note 
wird das Argument von R(p) betrachtet, wenn p eine Viertelkreiskontur (positive - 
reelle Achse, positive imaginäre Achse und Kreisbogen um Ursprung mit hinreichend 
großem Radius) durchläuft. Arc R(p) ist unstetig in den auf der imaginären Achse 
gelegenen Polen von R(p). Aus diesem Argumentdiagramm und einigen Punkten 
des Amplitudendiagramms [|R%(p)| als Funktion von p] zwischen aufeinander- 
folgenden Unstetigkeiten läßt sich die Differenz N —o berechnen, wobei N die 
Anzahl der Nullstellen von R(p) in der Halbebene Rp > 0 ist. H. Bilharz. 


Gruppentheorie: 


Schwarz, Stefan: On various generalizations of the notion of a group. Casopis 


a Praha 74, Nr. 2, 95—113 und engl. Zusammenfassg. 113 (1950) [Slowa- 
isch ]. 
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Verf. gibt eine Übersicht über die Verallgemeinerungen des Gruppenbegriffs, 


‚sofern sie an der unbegrenzten Verknüpfbarkeit zweier beliebiger Elemente des 
- Systems festhalten, und dazu eine Literaturzusammenstellung, welche 134 Num- 


mern umfaßt. Bedauerlich ist nur, daß er sich dem auf Hausmann und Ore (dies. 
Zbl. 17, 391) zurückgehenden terminologischen Mißbrauch anschließt, derartige Sy- 
steme als Gruppoide zu bezeichnen, obschon doch darunter seit 25 Jahren Systeme 
mit gänzlich anderen, geradezu konträren Eigenschaften verstanden werden, so. 
daß beide Begriffe überhaupt nichts anderes gemeinsam haben als wirkliche Gruppen, . 
womit dann jede Verallgemeinerung entfällt. Brandt (Halle). 


Evans, T.: A note on the assoeiative law. J. London math. Soc. 25, 196—201. 
(1950). 

Verf. nennt eine Menge M ein Gruppoid, wenn in M für je zwei Elemente: 
a, b ein eindeutiges Produkt a - 5 definiert ist. Ein Gruppoid, in dem die Gleichun- 
gen a-z<=b, y'a=b bei beliebiger Vorgabe von a und d eindeutig lösbar sind, . 
wird als Quasigruppe bezeichnet. Zwei aus der gleichen Elementemenge M be- 
stehende Gruppoide mit den Verknüpfungsoperationen - und X heißen isotop, 
wenn drei Permutationen von M (d.h. eindeutig umkehrbare Abbildungen von M 
auf sich selbst) existieren, derart, daß 2x y=(zU:yV)W für alle x, y aus M. 
EjA Gruppoid bzw. eine Quasigruppe, für das bzw. für die das assoziative Gesetz 
der Multiplikation gilt, ist eine Halbgruppe bzw. eine Gruppe im gewöhnlichen 
Sinne des Wortes. Verf. führt nun an Stelle des assoziativen Gesetzes eine schwächere 
Forderung ein, nämlich: 
(1) (# Pı(y PP,‘ 2 P;) P) P, = ((«Qı 99) 9:20) %; 
wobei die P,, Q, feste Abbildungen von M in sich selbst bedeuten. Er gewinnt dann 
die folgenden Hauptsätze: I. a) Gilt für ein endliches Gruppoid M mit einer 
(gleichzeitigen Rechts- und Links-) Einheit das Gesetz (1) und sind dabei die P, 
Permutationen, so ist M eine Gruppe. b) Ist indem Gruppoid M mit Einheit rechts- 
seitige Division möglich und genügt M dem Gesetz (1), wobei sowohl die P, als 
auch die Q, Permutationen bedeuten, so ist M eine Gruppe. II. Eine Quasigruppe 
ist dann und nur dann zu einer Gruppe isotop, wenn für sie das Gesetz (1) gilt, 
wobei sowohl die P, als auch die Q, Permutationen sind. Krull (Bonn). 


Trevisan, Giorgio: A proposito delle relazioni di eongruenza sui quasi-gruppi. 
Rend. Sem. mat. Univ. Padova 19, 367—370 (1950). 
L’A. obtient le r&sultat suivant, qui repond & une question posee par G. Birk-- 


_ hoff (Lattice theory, 1948, Probleme 31, p. 86; ce Zbl. 33, 101): Toutes les congru- 


ences d’un quasi-groupe fini sont associables (theoreme VI). — Il appelle algebre 
@ un systeme muni d’une operation binaire univoque telle que les relations a x = b 
etz-a = b determinent univoquement ou non les el&ments x et z. Si la determina- 
tion de x et z est univoque, @ est un quasi-groupe @. Une congruence dans 
@ est une relation d’&quivalence röguliere par rapport & la multiplication; une con- 
gruence $ dans @ definit une algebre @/9. On dit que 6 est normale dans G, si la 
multiplication est simplifiable dans G/9. L’A. demontre que deux congruences 
normales dans @ sont associables (1) (th&oreme III). D’autre part une algebre 
finie est un quasigroupe (theoreme II), et toutes ses congruences sont normales 
(theoreme IV). Le theoreme VI en resulte. — [(1) — deux 6quivalences 9 et 6° 
sont associables si les classes A, et A, modulo 9, et B,, By modulo 6", sont telles 
que: AAnB=#0, An B=#+0, B,NnA,+0 implique A,n B,+0; pour 
que ® et 6’ soient associables il faut et il suffit qu’elles soient permutables, c’est & 
dire a=x(0) et x=b(6'), entraine l’existence de y tel que: a«=y(#) et. 
= b.(0)]. L. Lesieur (Poitiers). 
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Alimov, N. G.: Über geordnete Halbgruppen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, 
‘Ser. mat, 14, 569-576 (1950) [Russisch]. . 

An ordered semi-group is a set with an order relation and a binary operation 
(written as addition, but not necessarily commutative) which is unique, associative 
‚and monotonic on both sides. An element & is positive, f & +x2>x, negative, 
Fa tx<x and nmull,if x +x=x% forallx. A null, if it exists, is unique, 
and if it does not exist, can always be adjoined to the semi-group which will be 
‚assumed in the following. Two positive elements &, ß of an ordered semi-group are 
‚said to form an „‚anomalous pair‘, if for all positive integersn na < nß <(n + 1)0. 
[A similar condition for negative &, ß.] The author proves that each non-archimedean 
ordered semi-group possesses anomalous pairs and that an ordered semi-group 
without anomalous pairs is commutative (and, of course, archimedean). Anomalous 
pairs may exist, as is shown by examples, in archimedean or non-archimedean, 
commutative, or non-commutative groups. It is further proved that an ordered 
group is archimedean, if and only if it has no anomalous pairs. From this theorem 
follows yet another new proof of the well known fact that an archimedean ordered 
group is commutative. The absence of anomalous pairs is necessary and sufficient 
for an ordered semi-group to be embeddable in an archimedean ordered group. 

K. A. Hirsch (Newcastle-upon-Tyne, England). 

Lorenzen, Paul: Über halbgeordnete Gruppen. Arch. Math., Karlsruhe 2%, 66— 70 


(1949/50). 
Extrait d’un travail fort interessant de l’A., ayant le möme titre, et dont l’expose 
.detaille a paru dans la Math. Z. (ce Zbl. 35, 293). L. Lesieur (Poitiers). 


Jaffard, Paul: Groupes archimediens et para-archimediens. C. r. Acad. Sci., 
Paris 231, 1278—1280 (1950),. 

L’A. appelle archimedien tout groupe ordonne @ tel que, pour tout couple 
d’el&ments x, y, de G, avec © >0, il existe un entier n verifiant n= >y. @ est 
para-archimedien si la relation x << 0 entraine l’existence d’un entier n tel que 
n x</ y. Ces deux notions sont independantes. Tout groupe reticul& archimedien 
‚est isomorphe & un sous-groupe du groupe additif R des nombres reels. Tout groupe 
ordonn& realisable comme groupe de fonctions & valeurs dans R est archimedien 
et semi-clos (n entier >0, z€eG,et nx >20, entrainent x >0). L’A. &tablit 
la r&ciproque dans les deux cas particuliers suivants: 1° @ est archimedien, 2° @ 
admet une realisation irr&ductible (suivant la definition de l’A., voir ce Zbl. 37, 11). 
[Note: La conjecture suivant laquelle un groupe reticule sans filet minimal et different 
de {0} n’est jamais para-archimedien, est inexacte, d’apres l’exemple du groupe des 
foncetions continues habituelles.] L. Lesieur (Poitiers). 

Gol’fand, Ju. A.: Über die Automorphismengruppe des Holomorphs einer 
Gruppe. Mat. Sbornik, n. 8. 27 (69), 333—350 (1950) [Russisch]. 

If a group @ possesses a normal subgroup N and a subgroup F (not normal) 
such that N-F=@ and NaF=], then @ is called a semi-direct extension 
of N by means of F. Let G be a group, A its group of automorphisms, T' the holo- 
morph of @. I’is a semi-direct extension of @ by means of A. The elerene of I'can 
be uniquely expressed in the form xa with x€ A,a€@; for the product we have 
aa:ßb=aßarb where aP denotes the image of a under P. A one-valued function 
u(a)e@G, «€ A is called a crossed character, if it satisfies the functional equation 
u(&ß) = ur(a)u(ß). Forevery veG@ the function u(x) = v»—a+1 — (v*) 1 vis a crossed 
character; crossed characters of this type are called prineipal. If &(x&) denotes the 
inner automorphism associated with the element x, then a crossed character u (x) 
iS called regular, if the mapping a —>aL(u(c)) is an automorphism of A. This 
mapping is always an endomorphism, and the condition of regularity is therefore 
that the equation a&(u(a))=1 has as its only solution the uniteleseent of A. 
Let U be the set of all regular and V that of all prineipal crossed characters en 
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 VCU. The main tool of the author’s investigations is the Theorem 1: If a multi- 
' plication is introduced in U by the rule u(a)o v(#) =u(a)v (a) u(E (v (%))) 
then U forms a group and V a normal subgroup of U. FH this is applied to 2, the 
group of automorphisms of I, A the group of those automorphisms of IT’ which 
leave G invariant, and &the group of inner automorphisms of I’ (naturally we have 
2CACL) it yields the Theorem 2: A is a semi-direet extension of U by means 
of A, and & is a semi-direet extension of V by A. These theorems are now applied 
to elementary groups, i. e. groups without proper characteristic subgroups. In the 
case of a non-commutative group with minimal condition for normal subgroups 
it leads to Theorem 3: (i) A is a normal subgroup of 2 of index 2, (ii) V is isomorphic 
to the group B of inner automorphisms of @G, (ii) U is isomorphie to Z, where 
Z/B is the centre of A/B, and (iv) U/V is Abelian. In the case of a commutative 
elementary group the theory leads to results some of which have been known pre- 
viously (cf. Burnside, Theory of groups, nd ed. Cambridge 1912, 96 and 115f.): 
Theorem 4: The holomorph of a finite elementary Abelian group of odd order is 
perfect, i.e. possesses no centre and no outer automorphism. Theorem 5: The 
holomorph of any finite cyclic group of odd order is perfect. The restriction on the 
order is essential. — Reviewers remark: The last ten pages of the paper are quite 
superfluous. Once it has been established a finite elementary Abelian p-group of 
odd order @ is a characteristic subgroup of its holomorph /' (bottom of p. 340) 
it follows at once from Burnside’s theorem (loc. eit.) that /’ is perfect. Moreover, 
in order to prove that @ is characteristic in /' one does not require the author’s 
heavy apparatus: it is sufficient to show that the intersection of all p-Sylow sub- 
groups of I’ is @. K. A. Hirsch (Newcastle-upon-Tyne, England). 

Redei, L.: Zur Theorie der faktorisierbaren Gruppen. I. Acta math. Acad. 
Sci. Hung. 1, 74—97 und russische Zusammenfassg. 97—98 (1950). 

IF @= AB where A, B are proper subgroups of the group @, then @ is „‚de- 
composable“ [cf. W.Magnus, Allgemeine Gruppentheorie p. 10 [Enzykl. math. 
Wiss. I, 1 H. 4, TI. 1, 2. Aufl. (1939); this Zbl. 22, 117). I£ moreover An B= {fl}, 
then @ is the „general product“ of A and B [ef.e.g. B.H. Neumann, J. London 
math. Soc. 10, 3—6 (1935); this Zbl. 10, 393; G. Zappa, Atti 2. Congr. Un. Mat. 
Ital. 119—125 (1942) ; this Zbl. 26, 291; J. Szep, this Zbl. 36, 153]. The present highly 
interesting paper deals with the general product of two cyclical groups, one (or both) 
of infinite order; a subsequent paper is to deal with the case of two finite cycles. 
The general products of an infinite cycle and a finite cycle are completely determined. 
They are of two types: A finite cycle extended by an infinite cycle; and an abelian 
group generated by the squares of the generators of the two eycles, extended by 
a four-group; in this latter case the’ order of the finite cycle must be even. The 
general products of two infinite cycles are determined under the additional assump- 
tion that one of the eycles contains a non-trivial subgroup normal in the product: 
there are just four non-isomorphie groups of this kind. It is conjectured that these 
four already exhaust the general products of two infinite cycles. [Among the mis- 
prints the following are noted: p. 83, line 2, for T read 7"; .p. 89, formula (47,), 
delete the last exponent 2; p.95, line 17, for „endlicher‘ read ‚unendlicher““. 
The statement on p. 94, line 7 from bottom („ihre Elemente... sind von unend- 
licher Ordnung“) is not in general correct. — None of these minor slips affeet any 
results of importance]. B. H. Neumann (Manchester). 

Qunichin, S. A.: Über I/-Eigenschaften endlicher Gruppen. Mat. Sbornik, 
n. 8. 25 (67), 321—346 (1949) [Russisch]. 

Einige Eigenschaften von Gruppen (wie etwa Vertauschbarkeit, Auflösbarkeit, 
Nilpotenz) nehmen keinerlei Bezug auf Primzahlen. Andere dagegen sind an eine 
bestimmte Menge II von Primzahlen gebunden und gelten für andere nicht. Solche 
Eigenschaften nennt Verf. IT-Eigenschaften. Das klassische Beispiel sind die Sylow- 
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schen Sätze (bei denen // aus einer einzigen Primzahl p besteht) und deren Verallge-- 
meinerung auf eine beliebige Menge IT im Falle auflösbarer Gruppen, die von. 
Ph. Hall stammt. [J. London math. Soc. 3, 98—105 (1928)]. Vorliegende Arbeit 
führt die früheren Untersuchungen des Verf. fort [Doklady Akad. Nauk SSSR 39, 
43—45 (1943); Mat. Sbornik, n. S. 4 (46), 521—530 (1938), 15 (57), 325—338 (1944); 
dies. Zbl. 21, 12] und bringt die Beweise der Resultate, die an anderer Stelle an- 
gekündigt waren (dies. Zbl. 29, 4; 36, 154; 37, 303). Die folgenden verallgemeinerten 
Begriffe werden eingeführt: p-Abelsche Gruppe: Jedes Element der Ordnung p* 
ist vertauschbar mit jedem Element, dessen Ordnung zu p teilerfremd ist; p-zer- 
legbare Gruppe: die 2-Sylow-Gruppe ist direkter Faktor (diese beiden Begriffe 
stimmen also überein); p-Kommutatorgruppe: sie wird erzeugt von den Kommu-. 
tatoren aller Paare von Elementen, deren eines eine Ordnung p* hat, während die 
des anderen zu p teilerfremd ist; p-auflösbare (überauflösbare) Gruppe: Die Ord- 
nungen aller Faktoren in jeder Kompositionsreihe (Hauptreihe) sind entweder p» 
oder zu 2 teilerfremd ; p-nilpotente Gruppe: die p-Sylow-Gruppe ist Normalteiler 
in &. Typische Sätze sind etwa die folgenden: Ein Normalteiler 9 von © enthält. 
die p-Kommutatorgruppe dann und nur dann, wenn die Faktor-Gruppe 6/9 »- 
Abelsch ist. Eine Gruppe & ist p-zerlegbar, dann und nur dann, wenn sie eine end-- 
liche Reihe von Normaltellern G=- WIND: DIN, = € besitzt, in der die: 
Faktorgruppen N, ,/R; die folgenden beiden Bedingungen erfüllen: jedes Element 
von N, ,/R, einer Ordnung 9* ist vertauschbar mit jeder Sylow-Gruppe von G/R,.. 
deren Ordnung nicht durch 9 teilbar ist; jedes Element von N,_,/R,, dessen Ordnung 
nicht durch p teilbar ist, ist mit jeder p-Sylow-Gruppe von ®/R, vertauschbar. 
(Dies ist ersichtlich eine Verallgemeinerung der aufsteigenden Zentral-Reihe im Falle 
nilpotenter Gruppen.) Die Charakterisierung der nilpotenten Gruppen durch den 
Satz von Wielandt (Math. Z., Berlin 41, 281—282 (1936); dies. Zbl. 14, 53) läßt 
sich ebenfalls übertragen: Wenn & einen Normalteiler 9 mit p-nilpotenter Faktor-. 
Gruppe &/S besitzt, so daß die Elemente von 9 aus jedem Erzeugenden-System 
von © gestrichen werden können, dann ist & selbst nilpotent. Dagegen gilt die 
Verallgemeinerung des Burnsideschen Basis-Satzes nicht, wie triviale Beispiele: 
(die symmetrische Gruppe $,) zeigen. Schließlich gilt die Verallgemeinerung des 
Satzes von Wendt (Math. Ann. 55, 479—492 (1902)]: Die Ordnung der Kommutator-- 
Gruppe einer p-überauflösbaren Gruppe sei pn (p,n) = 1. Dann hat sie eine. 
charakteristische Untergruppe der Ordnung n. Die meisten Beweise arbeiten mit 
vollständiger Induktion über die Länge der Kompositions-Reihen oder Haupt- 
Reihen der betrachteten Gruppen und sind nicht etwa unabhängig von den be- 
kannten Sätzen, die verallgemeinert werden. (Bemerkung des Ref.: Mehrere Be-. 
weise lassen sich vereinfachen, wenn man bedenkt, daß ein Normalteiler NR einer- 
Gruppe &, dessen Ordnung zu seinem Index teilerfremd ist, auch Normalteiler ist. 
in jeder Gruppe, in die © als Normalteiler eingeht.) K. A. Hirsch. 

nichin, 8. A.: Über Bedingungen für Sätze vom Sylowschen Typus. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 69, 735—737 (1949) [Russisch ]. 

Verf. setzt seine Bemühungen fort, die Sylowschen Sätze und ihre Verall- 
gemeinerung durch Ph. Hall in auflösbaren Gruppen noch weiter zu verallgemeinern 
(Vgl. vorsteh. Referat.) In dieser Note handelt es sich darum, die Normalteiler- 
nei, die an vielen Stellen seiner früheren Untersuchungen verwendet worden 
an an Se zu ersetzen. Die Bedingungen, die der Verf. 
de ngemeicheit nn Sr & Bu Resultate, die er erhält, nicht von ge- 

D er in Einzelheiten wiedergegeben zu werden. 

Amato, Vincenzo: Curve ae a Se = 
tania 5, 91—-97 (1950). ee 

Verf. betrachtet den Normalisator Ns der aus o Zyklen vom Grade r bestehenden. 
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. Permutation 
S—= (2°) (41° 8) (Demiyr ki’. Kor) 

innerhalb der symmetrischen &,: (m = or; vgl. die früheren Arbeiten desselben 
 Verf.: dies. Zbl. 9, 49; 10, 393; 18, 145; 22, 118). Rs hat die Ordnung o! r® und ist 
im allgemeinen nicht abelsch, besitzt aber einen abelschen Normalteiler der Ordnung 
re, welcher von den einzelnen Zyklen der Permutation 8 erzeugt wird und die sym- 
metrische ©,; als Faktorgruppe besitzt. In naheliegender Weise ergibt sich daraus 
eine Kompositionsreihe für Ng. — Verf. beschreibt ferner die Auflösung einer Normal- 
gleichung f(x) = 0 (dies. Zbl. 11, 196; 13, 387; 20, 100; 20, 199), beziehungsweise 
f(z,2) = 0 (dies. Zbl. 32, 5; 33, 345; 34, 12) des Grades m, deren Galoisgruppe, 
beziehungsweise Monodromiegruppe von der bezeichneten Art ist. Gröbner. 

Hajös, G.: Sur la faetorisation des groupes ab6liens. Casopis Mat. Fys., Praha 
74, Nr. 3, 157—162 und tscheschische Zusammenfassg. 162 (1950). 

Verf. betrachtet Untermengen A und B einer abelschen Gruppe @ und bildet 
alle Produkte je eines Elementes von A und eines von B. Sind diese Produkte alle 
verschieden, so bezeichnet er ihre Menge mit A - B. Er stellt die Frage nach der 
Aufspaltung einer Gruppe in zwei Faktoren in diesem Sinn. Der Anlaß war der 
bekannte Satz von Minkowski-Hajös, bei dem eine solche Ausfpaltung in % 
Käktoren bestimmter Struktur vorausgesetzt und bewiesen wird, daß dann min- 
destens ein Faktor eine zyklische Gruppe sei. Verf. stellt dementsprechend die Frage, 
ob bei jeder Aufspaltung einer beliebigen Gruppe ein Faktor periodisch sei, in dem 
Sinne, daß er durch Multiplikation mit einem bestimmten Element in sich übergehe. 
Er beweist es für zyklische Gruppen von Primzahlpotenzordnung und von un- 
endlicher Ordnung. Er gibt ein Verfahren, aus einer Zerlegung in direkte Faktoren 
Aufspaltungen zu gewinnen. In gruppenalgebraischer Sprache läuft die Frage dar- 
auf hinaus, die Nullteiler der Gruppenalgebra zu bestimmen. 

Ott-Heinrich Keller (Dresden). 

Sapiro-Pjateekij, I. I.: Über eine asymptotische Formel für die Anzahl der 
Abelschen Gruppen, deren Ordnung n nicht übersteigt. Mat. Sbornik, n. S. 26 (68), 
479—486 (1950) [Russisch ]. 

Let A (n) be the number of Abelian groups of order n = pfı pg» - - - pf* (p, prime), 
i.e. A(n)=r(a,)r (a,)...” (a,), where z(a) denotes the number of partitions of 


oo 
the positive integer a. It is well known that = Aln)n”?®=L(s) C(2s) & (38). 
Let S(z) = N A(n). As early as 1934 Erdös and Szekeres proved [Acta Litt. 
n<s% 
Sci., Szeged 7, 95—102 (1934); this Zbl. 10, 294] that S(x)=ax+0(x}) 
where & = £(2) £(3) £(4)--- = 2,28... The present author is unaware of this 


previous work, and only obtains $(2) = xx + O(a3*°). However, D. G. Ken- 
dall and R.A.Rankin have proved (this Zbl. 31, 153) the much stronger result: 


S(a)=&x—-ßBat+0O(xlogr), where = S(HLR)EELEE):-- ar The 

author also studies the distribution of A(n) into residue classes. Putting 

S(2’k, = 5 A(n) he derives the asymptotie distribution formulae: 
rasar) 


S(a;k,l) = ar“ 9 I o,+0O(kxt+®, when 1 SiS k—1 dba); 
p\kid 


/ o 7 er 
S(&;k,0)= | * ) I%+0@ 3%), Here = [| U-en?). 
A! p|k n=2 


K. A. Hirsch (Newcastle-upon-Tyne, England). 
Murnaghan, F. D.: On the multiplication of S-funetions. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 36, 476—479 (1950). 
Es wird eine besonders einfache Methode angegeben, um das Produkt zweier 
9% 
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S-Funktionen (Charaktere von irreduziblen ganzrationalen Darstellungen der vollen 
linearen Gruppe) als Summe von S-Funktionen darzustellen = oder was dasselbe 
ist, das Kronecker-Produkt zweier solcher Darstellungen in seine irreduziblen Be- 
standteile zu zerlegen. Boerner (Gießen). 
Todd, J. A.: Note on a paper by Robinson. Canadian J. Math. 2, 331—333 
1950). 
e und [o,] seien Zerlegungen der natürlichen Zahl m in m nichtnegative Sum- 
‚manden, [ß] und [v] entsprechend für n, schließlich [A] und [», 0] Zerlegungen von 
mn, letztere in die Summanden »,0,,, wo », die Summanden von [v], 0,; die von 
[o,] sind. Weiter seiz. B. h,die Ordnung der zu [v] gehörenden Klasse in der symmetri- 
schen Gruppe ©,, y ) der zugehörige Charakter der zu [ß] gehörenden irreduziblen 
Darstellung dieser Gruppe; endlich z. B. {a} eine zu [&] gehörige „Schur-Funktion‘“ 
(Charakter der zu [x] gehörigen irreduziblen Darstellung einer vollen linearen Gruppe, 
ganz rational vom Grad m). & bedeutet die ‚neue Multiplikation‘ Littlewoods 
[Phil. Trans. R. Soc., London A 239, 305 (1944)]. Dann ist 


N & ji 
min oil =, ur" (A ho; ars {A}, 


‚wo die Summationsindizes unabhängig voneinander je alle Zerlegungen der be- 
treffenden Art durchlaufen. Diese Formel ist äquivalent zum Ergebnis der Arbeit 
G.deB.Robinsons (dies. Zbl. 36, 155). Boerner (Gießen). 

Robinson, 6. de B.: Induced representations and invariants. Canadian J. 
Math. 2, 334—343 (1950). 

Zur Analyse der Produkte [x] © [ß] von irreduziblen Darstellungen symmetri- 
scher Permutationsgruppen (s. Verf., dies. Zbl. 36, 155), die den „neuen Produkten“ 
Littlewoods {a} & {ß} der korrespondierenden irreduziblen Darstellungen einer 
vollen linearen Gruppe entsprechen, wird Littlewoods schrittweiser Prozeß heran- 
gezogen. Dabei spielen die ‚Haken‘ und die ‚Sterndiagramme“ (s. Verf., dies. Zbl. 
36, 155; R. A, Staal, dies. Zbl. 36, 155) wieder eine entscheidende Rolle. 

Boerner (Gießen), 

Birkhoff, Garrett: Extensions of Lie groups. Math. Z., Berlin 53, 226-235 
(1950). 

Es wird ein neuer Beweis gegeben für das Riemann-Helmholtzsche Problem 
im Großen: Die topologische Gruppe der isometrischen Abbildungen eines zusammen- 
hängenden n-dimensionalen Riemannschen Raumes hat als Hauptkomponente eine 
Liesche Gruppe von höchstens $n (n + 1) Parametern. Diese Anzahl wird nur er- 
reicht in den klassischen Fällen der euklidischen, sphärischen, elliptischen und hyper- 
bolischen n-dimensionalen Geometrie. — Der Beweis beruht außer auf topologi- 
schen Schlüssen auf der ‚neuen‘ [vgl. Ref., Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 14, 
289—322 (1941), S. 321; dies, Zbl. 25, 302] Technik der darstellungstheoretischen 
Bestimmung von m-gliedrigen Lieschen Ringen, die einen vorgegebenen halbein- 
fachen Lieschen Ring enthalten. Ernst Witt (Hamburg). 

Harish-Chandra: On faithful representations of Lie groups. Proc. Amer. 
math. Soc. 1, 205—210 (1950). 

Soient G et H deux groupes de Lie connexes et H une extension de @ par H 
definie par une repr6sentation continue de H dans Aut (@) fi. e. correspondant & 
une representation de H dans Aut(G)/Int(G) et avant un sous-groupe section]. 
L’A. montre que si G est simplement connexe et r&soluble et siH a une 
representation fidele, KEaunerepr6sentation fid&le. On montre d’abord 
que @ a une representation fidele, ce qui permet de construire [en appliquant & 
Aut(@) une methode descrite par I’A. (ce Zbl. 32, 252)] une representation udeE 
induisant sur @ une reprösentation fidele; le produit kroneckerien de u et de la 
representation de E deduite par passage aux quotients de la reprösentation fid&le 
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de H est une representation fidele de #. On en deduit que, pour qu’un groupe de 
Lie connexe et r&soluble # ait une representation fidele, il faut et il suffit qu’il 
soit de la forme E=@H avec @NH = {e}, @ sous-groupe distingue ferm6 
connexe et simplement connexe de E, H sous-groupe, abelien connexe et compact 
de #E. J. Braconnier (Lyon). 

Yamabe, Hidehiko: On an arewise connected subgroup of a Lie group. Osaka 
math. J. 2, 13—14 (1950). 

L’A. montre le r6sultat suivant: un sous-groupe connexe par arcs d’un groupe 
de Lie est de Lie (la d&monstration consiste & montrer qu’un sous-groupe connexe 
par arcs d’un groupe de Lie @ est le sous-groupe correspondant & une sous-algebre 
de l’algebre de Lie de @). J. Braconnier (Lyon). 


Nagao, Hirosi: The extension of topological groups. Osaka math. J. 1, 36—42 
(1949). 

Soient F et B deux groupes topologiques mötrisables; 1’A. montre qu’une 
extension (topologique) de F par B definit une application o de B dans Aut(F) 
et une application u de Bx B dans F (satisfaisant aux relations classiques de la 
theorie des extensions) verifiant certaines proprietes de continuite et qu’inversement, 
de telles applications o et u definissent un groupe topologique extension de F par B, 
dent l’espace est F x B; l’A. examine des conditions que doivent satisfaire des 
applications o, w et o’, w' pour determiner des extensions isomorphes. Si de plus 
F et B sont ab&liens localement compacts et s&eparables, ’A. montre que le groupe 
des extensions abeliennes de F par B est isomorphe au groupe des extensions abe- 
liennes du dualde B par le dual de # (r&sultat qui n’est pas particulierement original). 

J. Braconnier (Lyon). 


Segal, I. E.: The two-sided regular representation of a unimodular locally 
compact group. Ann. Math., Princeton, II. S. 51, 293—298 (1950). 
L’A. etudie la representation bilatere reguliere d’un groupe localement compact 

unimodulaire (cf. R. Godement, ce Zbl. 34, 370, I.p.): si L?(G) est l’espace de 

Hilbert forme par les fonctions de carre sommable sur un groupe localement 
compact unimodulaire @, les translations & gauche (resp. & droite) de G engendrent 
un sous-anneau (faiblement ferme) R9 (resp. R@) d’operateurs de L? (G); alors le 
commutant de R? [resp. de R@) est R@ (resp. Rr). La demonstration indiquee 
est analogue & celle de R. Godement, op. cit. L’A. en deduit que deux sous- 
espaces fermes de L?(G) dont l’intersection est 0 sont orthogonaux et que, 
si@est separable, L? (G) est engendr& par les translat&es a gauche et & droite d’un 
de ses el&ments. J. Braconnier (Lyon). 

Riss, J.: Applications derivables d’un groupe dans un autre. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 230, 2069—2071 (1950). 


Soient @ et @’ deux groupes abeliens localement compacts et 9 une application de 
@Gdans@’. L’A. dit que 9 est derivable si, pour tout caractere & de @’, % » 0 est continüment 
derivable sur @ [i. e. si pour tout r € Hom (R,G), t— &’(9(x + r(t))) est derivable en t = 0 
pour tout x €@ et si cette derivee D,(&’ -6(2)) est fonction continue de &]. Il existe alors une 
application lineaire 60, de Hom(R,@) dans Hom(R, @’) (dite derivee de 6 en x; le mot diffe- 
rentielle semblerait mieux convenir) telle que Dso,(r) F((x2)) = D,(f:0(x)) pour toute fonc- 
tion complexe fcontinüment derivable sur @’ (en particulier pour tout caractere %). On en 
deduit des criteres de derivabilite pour 9. Toute representation continue e de @ dans @’ est 
derivable et on a 68,(r)=e:r. SI@=R, toute application derivable 8 de R dans @’ est 
continue et si on pose r(t)=rt et 60,=66,(l, on a d(x) —d(x,) = 9,(l) avec 


€ 
9,= f 66,.dt. La composee de deux fonctions derivables est derivable et sa derivee s’ob- 


% 
tient par la regle classique de differentjation des fonctions composees. Si @ est un groupe con- 
nexe, toute application derivable de G dans @’ est determinee (& une translation pres) par sa 
derivee 69,; en particulier, pour que 6 soit constante (resp. une representation, & une trans- 
lation pres) il faut et il suffit que sa derivee soit nulle (resp. independante de x). On designe 
par 9(G) la base de filtre sur @ (convergente vers 0) formee des sous-groupes compacts H de G 


DE | | 


tels que Hom(R,@/H) soit de dimension finie. Soit alors 8 une application derivable d’un 
groupe compact G@ dans un groupe @’;il existe une famille (9,),. 4 d’appliecations de quotients 


1 
G/H, dans des quotients @’/H; telle que, pour tout x € G, les ensembles 9% (0, (9,(%))) 
[9, (resp. 9,) designant l’application canonique de @ dans G/H, (resp. de G’ dans @°/H})] for- 
ment dans @’ une base de filtre convergent uniformement vers #(x) lorsque les H, etles H, 
convergert vers 0 dans H(@) et H(@). J. Braconnier (Lyon). 

Mautner, F. I.: Unitary representations of locally compaet groups. I. Ann. 
Math., Princeton, II. S. 52, 528—556 (1950). 

Es wird die Terminologie der vorangehenden Arbeiten des Verf. benutzt (dies. 
Zb1. 29, 305; 35, 298). 9 und 9, seien im folgenden separable komplexe Hilberträume. 
Es sei eine lokalkompakte Gruppe @ gegeben, die die Vereinigung abzählbar vieler 
Teilmengen endlichen rechtsinvarianten Haarschen Maßes ist. U(g) sei eine stark 


stetige unitäre Darstellung von @ in 9. Es sei 9 = fi 9, eine direkte Integral- 


zerlegung, bezüglich deren jedes U(g), g€E@, in U(g, t) zerfällt. Dann kann U (g, t) 


durch Abänderung auf einer Menge vom Maß Null durch eine Zerfällung Ü (9, i) 
von U(g) ersetzt werden, zu der für fast jedes i eine stark stetige unitäre Darstellung 
V,(g) in 9, und eine Teilmenge N, von@ vom Haarschen Maß 0 existiert, so daß aus 


gaN, folgt Ulg,t) = V,(g). Ist fast jedes 9, irreduzibel unter U (g,t), so auch 
unter den V,(g). Aus diesem Satz ergibt sich, daß auf jedem G, das außerdem das 


2. Abzählbarkeitsaxiom erfüllt oder zusammenhängend ist, jede positiv definite 
+00 


Funktion f(g) auf G die Darstellung f(g) = ik f,(g) ds(t) besitzt, s (t) eine geeignete 
——00: 
reelle nicht abnehmende Funktion, f,(g) eine für fast alle # mit einer elementaren 
stetigen positiv definiten Funktion außer auf einer Menge @, vom Haarschen Maß 0 
übereinstimmende Funktion. Es wird ferner eine hinreichende Bedingung dafür 
angegeben, daß eine Menge beschränkter Operatoren auf 9 minimale invariante 
lineare abgeschlossene Teilräume in 9 besitzt. Ein weiterer Hilfssatz besagt, daß 
für einen selbstadjungierten hypermaximalen Operator H auf 9, dessen Cayley- 


transformierte V bezüglich 9 = ef 9, zerfällt in V(t), auch eine Zerlegung von 


= (8,6) 


H in H(t) existiert mit (Hz, y) = f (A (t) x(t), y(t)) ds(t) bzw. y(t) =H (ft) «(t) 


— 00 

für fast alle {, wenn y= Hx ist. Für die stark stetige unitäre Darstellung einer 
zusammenhängenden Lieschen Gruppe @ wird gezeigt, daß hierzu eine Darstellung 
der Lieschen Algebra durch hypermaximale Operatoren gehört, die sämtlich in einem 
in S dichten Teilraum Berklärt sind und ihn in sich abbilden. Alle diese Resultateund 
die Ergebnisse von Bargmann [Ann. Math., Princeton, II. S. 48, 548—640 (1947)] 
werden benutzt beim Beweis des Satzes: @ sei die dreidimensionale Lorentzgruppe 
oder die Gruppe aller zweireihigen reellen Matrizen der Determinante 1, U(g) sei 
eine stark stetige unitäre Darstellung in 9. W sei die von den U (g) erzeugte kleinste 
schwach abgeschlossene selbstadjungierte Algebra. Es gibt ein direktes Integral 


SI 2: 9; so daß W zerlegt wird in W(t), die für fast alle {ein Faktor im Sinn 


von Murrayund von Neumann sind und zwar für fast alle t Faktoren vom Typus I. 
Es wird vermutet, daß dieses Resultat für alle halbeinfachen komplexen Lieschen 
Gruppen richtig ist. Aus den Ergebnissen von von Neumann wird ferner ge- 
folgert:: Ist U die reguläre Darstellung durch Translationen in L,(@) einer separablen 
lokalkompakten Gruppe @ mit zweiseitig invariantem Haarschen Maß, so kommen 
in der zentralen Zerlegung von W Faktoren vom Typus III fast nirgends vor. Dar- 
aus ergibt sich eine Verallgemeinerung der Peter-Weyl-Fourierschen Umkehr- 
formel für alle separablen unimodularen lokalkompakten Gruppen. @. Köthe. 
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Hewitt, Edwin and H. $. Zuckerman: A group-theoretic method in approxi- 


_mation theory. Ann. Math., Princeton, II. S. 52, 557—567 (1950). 


Mit Hilfe eines im wesentlichen auf Dannıka zurückgehenden Satzes über 
‚die Stetigkeit gewisser algebraischer Homomorphismen auf den Körper der 
komplexen Zahlen der linearen Hülle der in den endlich dimensionalen irreduziblen 
unitären Darstellungen (m,, (x)) vorkommenden komplexwertigen Funktionen auf 
‚einer topologischen Gruppe @ wird bewiesen: Ist 8 irgendeine Gruppe und & 
irgendeine Gruppe von Charakteren von S, so gibt es zu jedem Charakter x 
auf der Gruppe 2, je endlich vielen o,...,0„, aus 2 und vorgeschrie- 
benem e>0 ein seS mit |x(o,)—o,()| <e Ü=1,...,m). Speziell gilt für 
lokalkompakte abelsche Gruppen, daß jeder Charakter in dieser Weise durch stetige 
‚Charaktere approximiert werden kann. Durch Anwendung auf Spezialfälle werden 
aus diesem Satz eine Reihe von Approximationstheoremen abgeleitet. Eines davon 
ist der Approximationssatz von Kronecker. Eine weitere Reihe von Spezial- 
fällen ergibt sich für lineare reelle topologische Räume X mit Hilfe des Satzes: Ist 
-p ein stetiger Charakter auf dem als abelsche Gruppe betrachteten X, so wird durch 
p(x) = e2"iS(®) eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Charakteren & und 
‚den stetigen Linearfunktionen f auf X hergestellt. Es gilt damit: Sind %,.. ., Y 
rational unabhängige Elemente des konjugierten Raumes X, &,,...,&,„ beliebige 
reelle Zahlen, ist e >0 vorgegeben, so gibt esein vEeX, sodaß |a,— y,(x)| <e 
“(mod 1) ist. Dies wird speziell für die Räume der auf einem kompakten Hausdorff- 
schen Raum stetigen Funktionen, der auf einem lokalkompakten Hausdorffschen 
Raum stetigen, in oo verschwindenden bzw. nur auf einer kompakten Teilmenge von 
Null verschiedenen Funktionen näher untersucht mit Hilfe der Kakutanischen Dar- 
stellung der linearen Funktionale dieser Räume. Von den weiteren Beispielen sei 


Pr [e 0} 

noch erwähnt: Sind «= 5 ap, j=1, m, rational unabhängige p- 
k=mj 

adische Zahlen, &,,:..,&%„ beliebig reell, e>0, so gibt es ganze Zahlen h und n 


ZEImogL) at (9 Tann); @G. Köthe. 


Lyndon, Bogen. €: Cohomology theory of groups with a single defining relation. 
Ann. Math., Princeton, II. S. 52, 650—665 (1950). 

Es wird gezeigt, daß die Identitäten zwischen den Transformierten einer ein- 
zigen Relation R Folgen der Peifferschen Identitäten sind, falls das Element R 
in der freien Gruppe der Erzeugenden nicht die echte Potenz eines anderen Elementes 
@Q ist, und daß, falls R = 94 ist, alle Identitäten Folgen der Peifferschen Identitäten 
und der Identitäten Q% RQ*-1 R-1 sind. Der Beweis beruht wesentlich auf dem 
Freiheitssatz. Er wird durch Induktion nach der Länge von R und mittels einer 
Verallgemeinerung des Satzes für freie Produkte von Gruppen mit je einer Relation 
und freier vereinigter Untergruppen erbracht. Der Zusammenhang der Identitäten 
mit den Homotopieketten des Dehnschen Gruppenbildes erlaubt nun die Bestimmung 
‚der Homologie- und Cohomologiegruppen von Gruppen @ mit nur einer Relation. 
Die Cohomologiegruppen der Dimension n >53 lassen sich mit Hilfe der durch 
Q-—1 und 14+@-+----+0Q71 im Gruppenring von @ bestimmten Ideale direkt 
angeben. Die Beziehung der verschiedenen Definitionen der Homologie- und Co- 
homologiegruppen einer Gruppe erfährt in der Arbeit eine Klärung. 

K. Reidemeister (Marburg): 
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so daß Gar —h > a)» 


Verbände. Ringe. Körper: 


Pickert, Günter: Bemerkungen zum Homomorphiebegriff. Math. Z., Berlin 
53, 375—386. (1950). 

Unter der Struktur über einer nichtleeren Menge X versteht Verf. ein Mengenpaar 
‘, ©), wo SCW® und A% die Menge der Abbildungen von $%20 in X ist (0: die 
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leere Menge). 3 heißt die Indexmenge der Struktur. [Ist z. B. 3 = {l, Da, n}, N 
AWCAGWES), so ist WYX x U, die Menge der geN® mit pieY,] Für 
diesen Strukturbegriff führt Verf. einen verallgemeinerten Homomorphiebegriff 
ein: o ist ein Homomorphismus von (X, ©) auf (W, ©) mit der gleichen Index- 
menge $, wenn 0 6C©& ist. Im Falle o © = © heißt o regulär. Eine Reihe von 
Sätzen über diesen neuen Begriff wird bewiesen; z. B.: ein umkehrbarer Homomor- 
phismus ist dann und nur dann ein Isomorphismus, wenn er regulär ist. Weiter 
werden die bekannten Sätze von G. Birkhoff über subdirekte Vereinigung auf die: 
betrachteten Fälle ausgedehnt. Zum Schluß werden Anwendungen auf Multigruppen 
gegeben. L. Fuchs (Budapest). 

Shoda, Kenjiro: Allgemeine Algebra. Osaka math. J. 1, 182—225 (1949). 

Verf. betrachtet „algebraische Systeme“, d. h. Mengen A, in denen binäre. 
Operationen & definiert sind, die jedem Elementepaar a, b aus A eine Untermenge: 
a&b von A zuordnen. Den Ausgangspunkt der Arbeit bilden verschiedene De-. 
finitionen der Homorphismen und ihrer zugehörigen Restklassensysteme, die im. 
Falle eindeutiger Operationen auf die üblichen Begriffe führen. Benutzt man. 
die im gewissen Sinne stärksten Definitionen, so lassen sich die üblichen Isomorphie- 
sätze der Gruppentheorie beweisen unter der Voraussetzung, das das gegebene 
System ein Nullelement besitzt. — Setzt man in einem gegebenen System Ein-. 
deutigkeit und unbeschränkte Ausführbarkeit der Verknüpfungen voraus und for- 
dert man die Gültigkeit irgendwelcher Gleichungen für alle Elemente des Systems. 
(z.B. das Assoziativgesetz), so erhält man primitive Systeme, zu denen z.B. 
Gruppen, Ringe, Verbände gehören. Nach dem Vorbild der Theorie der freien 
Gruppen kann der Begriff des primitiven freien Systems mit Elementen a,b,... 
aus einer vorgegebenen Menge und vorgegebenen Verknüpfungen &, ß,.... eingeführt, 
werden, und unter naheliegenden Voraussetzungen gilt der Satz, daß jedes primi- 
tive System als homomorphes Bild eines freien Systems dargestellt werden kann. 
Darüber hinaus läßt sich auch der Tietzesche Satz von der Konstruktion iso- 
morpher Gruppen mit Hilfe gewisser Elementaroperationen übertragen. — Weiter 
werden die Begriffe der algebraischen und der linearen Unabhängigkeit für Systeme 
definiert, und es werden die verbandstheoretisch faßbaren Teile der Galoisschen. 
Theorie kurz entwickelt. Im letzten Teil der Arbeit überträgt Verf. zunächst den 
Begriff der Normalreihe auf allgemeine Systeme und beweist im Zusammenhang 
damit u. a. den Schreierschen Verfeinerungssatz. Anschließend entwickelt er dann: 
mit Hilfe der Menge der Endomorphismen eines festen Ausgangssystems eine Dar- 
stellungstheorie für allgemeine Systeme. — Im ganzen gesehen handelt es sich bei 
der vorliegenden Arbeit um eine möglichst weitgehende Verallgemeinerung be- 
kannter Begriffe und Tatsachen, die eine einheitliche Behandlung bisher meist 
getrennter Teile der Algebra ermöglicht. Eine entsprechende, auf topologische 
Gruppen bezügliche Untersuchung ist in Aussicht gestellt. Krull (Bonn). 

Lombardo-Radice, Lucio: Su aleune eatene massime della struttura distri- 
butiva libera eon n generatori. Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. naz. alta. 
Mat., V. S. 8, 126—133 (1949). 

Wenn Addition und Multiplikation als idempotente Operationen verwendet, 
werden und man z<y--2z=2= (x -+y)x setzt, so bilden die Polynome in n. 
Unbestimmten mit Koeffizienten 0 und 1 einen modularen Verband. Verf. bestimmt 
dessen Dimension als 2” durch explizite Verfeinerung aufsteigender Ketten. Mankann 
aber sein Resultat auch ohne Rechnung erhalten. Aus der Modularität des Verbandes 
folgt nämlich unschwer, daß die Dimension durch Hinzufügung einer neuen Unbe- 
stimmten verdoppelt wird. F. W. Levi (Bombay). 

Frucht, Robert: Lattiees with a given abstraet group of automorphisms. Ca- 
nadian J. Math. 2, 417—419 (1950). 


Das Hauptresultat ist. der Satz, daß für jede Gruppe ©, die eine endliche Ordnung 
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9 besitzt und durch n Elemente erzeugt werden kann, ein Verband existiert, dessen. 
' Elementezahl <5(n + 2)g + 2 ist und dessen Automorphismengruppe zu & iso- 
morph ist. Der Beweis stützt sich auf den auch an sich interessanten Satz, daß es 
zu jedem Graph mit p Punkten und qg Kanten (zwei Punkte sind höchstens durch 
_ eine Kante verbunden!) einen Verband mit p +g-+2 Elementen gibt, so daß 
die Automorphismengruppen isomorph sind. L. Fuchs (Budapest). 
‚Harary, Frank: Atomie boolean-like rings with finite radieal. Duke math. J. 
17, 273—276 (1950). 
Ein BLR (Boolean-like ring) ist ein kommutativer Ring von der Charakteristik 2 
und mit Einselement derart, daß jedes Element als die Summe von einem idempo-- 
tenten und einem nilpotenten Element geschrieben werden kann und das Produkt 
von je zwei nilpotenten Elementen verschwindet. Jeder BLR R ist die Summe. 
seines Booleschen Unterrings J und seines Radikals N (letzteres ist ein Zeroring).. 
Ein Atomelement «a hat die Eigenschaft: a> 0, und es existiert kein b mit a>b>0; 
ein Boolescher Ring (BR) heißt atomisch, wenn jedes Element +0 ein Atom- 
element enthält. Auf diese bekannten Begriffe und Tatsachen gestützt, be- 
weist Verf., daß für jeden, einen atomischen BR besitzenden BLR mit endlichem 
Radikal N, das Radikal eine (unabhängige) Basis hat, deren Elemente z2+( von 
zwei Typen sind : entweder ist für ein Atomelement a a2 = z, oder für jedes Atom a. 
az=0. Bei endlichem BLR ist nur der erste Fall möglich. Zum Schluß zeigt Verf. 
ein Verfahren, wie ein BR J und ein Zeroring N zu einem BLR zusammengesetzt. 
werden können. L. Fuchs (Budapest). 


Dubreil-Jaeotin, M. L. et P. Dubreil: Divers types d’anneaux intervenant en 
geometrie algebrique. Centre Belge Rech. math., Colloque Geom. algebrique, Liege 
19, 20 et 21 dec. 1949, 57—78 (1950). 

Nach einer sehr klaren und übersichtlichen Zusammenstellung der idealtheo- 
retischen Grundbegriffe, die bei der arithmetischen Definition algebraischer Mannig- 
faltigkeiten Verwendung finden, in Teil I entwickeln die Verff. in Teil II und III 
eine arithmetische Idealtheorie nullteilerbehafteter Ringe, die dann in Teil IV 
eine geometrische Anwendung findet. Ist A der gegebene Ring, 8* das System 
aller Nichtnullteiler aus W, so werden mit Hilfe geeigneter multiplikativ abge- 
schlossener Untersysteme S von S* in üblicher Weise Quotientenringe As von A 
gebildet und anschließend in den A ganze und nichtganze, reguläre X-Ideale betrach- 
tet. Beschränken wir uns im Referat der Einfachheit halber auf den wichtigsten 
Fall S = S*, so sind die regulären Ideale einfach dadurch charakterisiert, daß sie 
nieht ausschließlich aus Nullteilern bestehen. Der Ring X heißt arithmetisier- 
bar, wenn im multiplikativen Verband seiner regulären Ideale nach Artinschem 
Vorbild eine Äquivalenzrelation = so eingeführt werden kann, daß zu jedem a 
mindestens ein der Bedingung a-a* = genügendes a* existiert. Von starker 
Arithmetisierbarkeit wird gesprochen, wenn die arithmetisierende Aquivalenz- 
relation der Zusatzbedingung genügt, daß ein Hauptideal stets das mengentheo- 
retisch größte Ideal seiner Äquivalenzklasse ist. Ist A stark arithmetisierbar, so. 
wird W auch vollständig ganz abgeschlossen genannt. Es ergibt sich: W ist 
dann und nur dann vollständig ganz abgeschlossen, wenn ein reguläres Ideal a 
stets ganz ist, falls ein reguläres n existiert, derart, daB 1-9? CA für ke Ti2 IR 
Eine zweite notwendige und hinreichende Bedingung für vollständige ganze Ab- 


geschlossenheit ist » — A für alle regulären a“. Nur notwendig ist die Bedingung, 


daß ein reguläres Element a zu X gehören muß, falls es ein reguläres c gibt, derart, 
daß c-a€U(k=1,2,3,...). Mit ihrer Hilfe kann aber, wie durch ein Beispiel 
illustriert wird, häufig gezeigt werden, daß ein vorgelegter Ring nicht vollständig 
ganz abgeschlossen ist. — Auf Grund der skizzierten Theorie kann der auf Z ariski 
zurückgehende Begriff der arithmetisch normalen Mannigfaltigkeit von irreduzi- 
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beln auf beliebige algebraische Mannigfaltigkeiten ausgedehnt werden, und man f' 


erhält den Satz: Jede arithmetisch normale Mannigfaltigkeit, die keine Kompo- 
nente von einer Dimension < 1 besitzt, ist von erster Art (in dem von P. Dubreil, 
Actual. sci. industr. Nr. 210, Paris 1935; dies. Zbl. 11, 268, eingeführten Sinne). 
Krull (Bonn). 
Noether, Emmy: Idealdifferentiation und Differente. J. reine angew. Math. 
188, 1—21 (1950). DES 
Es seien DO und o Oberringe des gleichen kommutativen Ringes h mit Einheits- 
element e, und zwar sei DO bzw. o isomorph zu ®,/a, bzw. allen wobei ®, = 
h(...%...) bzw. BP,=H (...%...) der Polynomring in (i. a. unendlich vielen) 
Unbestimmten x, bzw. yr, a, bzw. c, ein passendes Ideal aus ®, bzw. ®,. (Un- 
genau, aber kurz: O = ®,/a,,o — ®,/t,.) Ist dann ®, - ®, = Q der Vereinigungs- 
ring von ®, und ®,, so läßt sich O/fa, + c,) -Q = 9 als Vereinigungsring von 
O und o auffassen, und es wird ONoDh ind. Hat man genau ONno=Hh, so 
heißt 9 das direkte Produkt von O und o über h, und man schreibt D x 0(b) 
‚oder auch D,(h) bzw. oo(h) für 9. Wo kein Mißverständnis zu befürchten, wird 
(h) weggelassen. — Es gelten die folgenden Existenzkriterien: Hat einer der beiden 
Ringe DO, o über h eine Modulbasis von (nicht notwendig endlich vielen) über 1) 
linear unabhängigen Elementen, so ist DO x o(h) stets bildbar. — Gibt es einen 
Oberring f von , derart, daß die Produkte DO x fh), o x f(d) sowie 
ID x E(h)] X [o x Eih)]] (BD existieren, so existiert auch DO x o(h). — Es sei 
nun DO = ®,/a, ein gegebener Oberring von h, o sei ein dazukonstruierter zweiter 
Oberring, der durch die Zuordnung %, <> Yy, isomorph über h auf DO abgebildet 
wird, darüber hinaus aber nicht weiter mit O verknüpft ist. Istdann 9 = O9 x 0o(h) 
bildbar, so versteht Verf. unter dem Differenzenideal ® aus 9 das kleinste 
9-Ideal, das für jedes &€ DO die Differenz & — n von & und dem zugeordneten Ele- 
ment n aus vo enthält. Der Differenzenquotient X wird definiert als der Ideal- 
quotient (0): in 9. Die Differente ® von D (hinsichtlich h) schließlich ist das 
O-Ideal, das entsteht, wenn man ‚in A den Grenzübergang 7 —& macht“, d.h. 
wenn man jedes ae X in der Form a=&, nm +: +8&,m (KED,n;Eo) dar- 
stellt und dann anschließend a durh = && ++ £,&, ersetzt (& Bild von 
7, in ©). — Für die so durch einen kunstvollen, der analytischen Differentiation 
nachgebildeten idealtheoretischen Prozeß definierte Differente gilt der wichtige 
und plausible, aber keineswegs triviale und nur durch eine sorgfältige, in zahl- 
reiche Einzelabschnitte gegliederte Diskussion beweisbare Zerlegungssatz: Es 


si 0=-D,+:::+09, direkte Summe der Unterringe D,, und es besitze jeweils 

OD, über der entsprechenden Komponente h, von h eine Modulbasis von linear un- 

abhängigen Elementen, in der das Einheitselement e, von h, auftritt; schließlich 

bestehe Hn(U 9,) für jedes ö nur aus dem Nullelement. Dann wird die Diffe- 
ki 


rente ® von DO hinsichtlich h gleich der direkten Summen der Differenten D, von 
O, hinsichtlich h,. — Es sei jetzt h ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich mit 
dem Quotientenkörper $,, D sei ein ganz abhängiger Oberring von h, dessen Quo- 
tientenkörper Steine separable Erweiterung von $}, vom endlichen Grade n dar- 
stellt; N sei der durch ft über ft, bestimmte Normalkörper, schließlich bedeute N 
einen weiteren Oberkörper von $,, der zu N über ft, isomorph, im übrigen aber 
weiter nicht näher mit fl verknüpft ist. Dann läßt sich zunächst auf Grund der 
oben angegebenen Kriterien die Diskriminante D von DO über h, sowie das direkte 
Produkt 9 = tx N (ft) bilden. Weiter zeigt es sich, daß 9 die direkte Summe 
von n zu N isomorphen Körpern N, wird, so daß insbesondere das Einheitselement 
e in 9 eine direkte Zerlegung e= el +... + em) besitzt, und daß jeder Kom- 
ponente e) von e in 9 ein direktes Produkt O x o@(h) mit einem zu DO über 1) 
isomorphen Ring 9“) entspricht. Schließlich erhält man den Fundamentalsatz: 
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Die Differente D von DO über h besteht aus allen und nur den ae, für die 
are dEDXO®. Auf Grund dieses Haupttheorems kann nun die Theorie des 
Komplementärmoduls entwickelt und so in den klassischen Fällen der algebraischen 
‚Zahlkörper und Funktionenkörper einer Variablen der Anschluß an die Dedekind- 
sche Theorie der Differente gewonnen werden. — Im letzten Abschnitt wird die 
praktische Anwendbarkeit der neuen Begriffsbildungen gezeigt. Ist etwa St, der 
. Körper der rationalen, h der Ring der ganzen rationalen Zahlen, © der Ring aller 
ganzen algebraischen Zahlen aus $, und bedeutet p eine rationale Primzahl, so 
kann für jedes n die Differente von D/p” DO über h/p" bh aus der Differente 
von DO über h durch Restklassenbildung gewonnen werden, und man erhält, ausgehend 
von dieser Bemerkung, die feineren Sätze über die mögliche Verzweigung von p in 
D, die auf anderem Wege von Ö. Ore gewonnen worden waren. Schließlich ergibt 
die Strukturuntersuchung den bekannten Satz, daß die Differente eines Oberkörpers 
von ft gleich dem Produkt der Relativdifferente mit der Differente von f wird, 
und zwar als Folge der Tatsache, daß dieselbe Multiplikationseigenschaft für die 
Einheiten der direkten Summenzerlegung und damit für die Komplementärmoduln 
‚erfüllt ist. — Zu den Einzelheiten der Darstellung sei noch bemerkt: Die Theorie 
‚der direkten Produktzerlegung wird etwas allgemeiner entwickelt als im Referat 
‚an&edeutet; es wird nämlich gleich die Möglichkeit zugelassen, daß D und 9 nicht- 
kommutative Ringe sind, wobei aber jedes Element von O mit jedem Element von 0 
vertauschbar sein muß. Die Theorie des Komplementärmoduls ist teilweise nur 
skizziert. Krull (Bonn). 

Szele, T.: Die Ringe ohne Linksideale. Acad. Republ. popul. Romäne, Bul. 
Sti. A. 1, 783—785 [Rumänisch ], 786—787 [Russisch ], 788—789 [Deutsch] (1949). 

Verf. zeigt, daß ein Ring ohne (eigentliche) Linksideale entweder ein Schief- 
körper ist oder ein Ring mit p Elementen, in dem jedes Produkt gleich dem Null- 
‚element ist. Reichel (Tübingen). 

Raffin, R.: Algebres non associatives. Algebres du quatrieme degre. Acad. 
Belgique, Bull. Cl. Sci., V. S. 36, 574—578 (1950). 

Verf. definiert eine gewisse symmetrische Funktion von n Elementen in einer 
nichtassoziativen Algebra und wendet sie auf die Untersuchung von Algebren vierten 
Ranges über einem assoziativen Ring mit Einselement an. L.Fwuchs (Budapest). 

Schafer, R. D.: The exceptional simple Jordan algebras. Amer. J. Math. 70, 
82—94 (1948). 

Let X be a Jordan algebra, i.e., a commutative, non-associative algebra of 
finite order over a field % such that a?(ab) =a(a?b) for all a,bEW. Let M, 
denote the algebra of all linear transformations on a vector space of dimension n over 
%; a linear subset AU of M,, if it is closed under the operation (*)ab = (ab +b:a) 
where a:b is the (associative) multiplication of the transformations in M,, is a 
‚Jordan algebra, called a Jordan algebra of linear transformations. The structure 
theorem on simple Jordan algebras over non-modular fields states that they are 
‚Jordan algebras of linear transformations, except a class of algebras, called the 
exceptional simple Jordan algebras, which are of degree 3 and order 27 over their 
centers. The simple Jordan algebras are also central simple over their centers 
in the sense that they remain simple under scalar extensions. The author proves that 
the exceptional simple algebras A are so-called reduced algebras, that is, their 
primitive idempotents are primitive for all scalar extensions; furthermore, that 
these X coincide with the set of all J-symmetric elements (a J =a) of M, x & 
with € a Cayley-Dickson algebra over % and J an involution a>aJ=pap 
of M; x € where p denotes a non-singular diagonal matrix in W,. Multiplication 
in X is defined by (*) where the dot denotes the multiplication in WM; x €. Finally, 
it is shown that two exceptional central simple Jordan algebras formed by the 
Hermitian matrices of order 3 with elements in two inequivalent Cayley-Dickson 
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« 1° . % 
algebras over a field of characteristic + 2, are inequivalent, the multiplication 


being defined by (*). . L. Fuchs (Budapest). 
Jacobson, N.: Isomorphisms of Jordan rings. Amer. J. Math. 70, 317—326 | 
(1948). 


Let A be an associative ring with the property that the mapping a — 2a is 
one-to-one. If instead of the ordinary multiplication ab in A we introduce the. 
Jordan multiplication @-b defined by a:b= (ab + ba), then we obtain a 
Jordan ring W, determined by X. The ordinary isomorphisms between two (non- 
associative) Jordan rings W,and ®, are nothing else than semi-isomorphisms between _ 
Wand Bin Ancochea’s sense (this Zbl. 29, 107). Starting with this observation,, 
the author develops a theory for the isomorphisms of Jordan rings. Four types 
are enumerated. If X is a simple associative ring of finite dimensionality over its 
center ®, then the Jordan ring W, derived from X is said to be of type Ar, and if 
in addition W has an involution J (an anti-automorphism of period 2) of second kind 
(i. e., J induces a non-trivial automorphism in the center), then the subring H(W,J) 
of W, consisting of all J-symmetric elements (a.J — a) is called of type Ar. Let A 
again be simple and finite over its center such that it has an involution J of first 
kind (i.e., J induces the identity automorphism in the center), and consider the 
subring H(W, J) defined as above. The involution J is known to be extendable 
to an involution J in Yo = 2, where 2 denotes the algebraie closure of the field ©. 
J is the mapping a —«’ (transpose) or the mapping a—ga’q where q is a 
quadratic matrix of order n= 2» with the submatrices a, = 0, 4 = 1. 
A = — 1, Ay =. In the first case 9 is called of type B, while in the second 
of type ©. It is shown that in all cases the enveloping ring of the Jordan ring W; 
or H(W, J) is the ring VY. A theorem of Albert on the non-isomorphisms of the 
extended rings is proved. Concerning the isomorphisms of Jordan rings the follow-- 
ing theorems are proved: 1. A simple Jordan ring of type Ar is never isomorphie 
to one of type Aıı; 2. the Jordan rings W, and B, of type Ar are isomorphie 
if and only if X and B are either isomorphie or anti-isomorphic; hence any auto-. 
morphism of W, is either an automorphism or an anti-automorphism of X; 3. if 
two Jordan rings, H(W, J) and H(B, K), of type An are isomorphie, then A and B: 
must also be isomorphic; for the isomorphism of the Jordan rings H(W,J) and 
(U, K) it is necessary and sufficient that J and K be cogredient in the sense: 
that X = 871J 8 with some automorphism $ in U; 4. the same for involutions. 
Jand K of first kind. L. Fuchs (Budapest). 

Jacobson, N.: Derivation algebras and multiplication algebras of semi-simple- 
Jordan algebras. Ann. Math., Princeton, II. S. 50, 866-874 (1949). 

Eine Jordansche Algebra % ist durch die Multiplikationsregeln ab = ba, 
(a?b)a=.a?(ba) gekennzeichnet. Der Koeffizientenkörper khabedie Charakteristik 0. 
Wenn $ kein nilpotentes Ideal enthält, heißt $halbeinfach und ist dann nach Albert 
eindeutig direkte Summe einfacher Ringe. — Untersucht werden hier infinitesimale 
Automorphismen von %, sogenannte Derivationen, welche einen Lieschen Ring: 
D($) bilden. x —(ax)b—a(xb) sind sogenannte innere Derivationen, sie 
bilden in D(S) ein Ideal D,($). Satz: Für halbeinfaches % ist D,(Z) = DH). 
Analog wird der Liesche Ring &($) untersucht, der von den Multiplikationen von Ry 
erzeugt wird. Satz: Du(F)C LU). — Das Problem,, die Struktur von D($); 
&(9) für halbeinfache $ zu bestimmen, wird auf einfache % zurückgeführt und für 
die 3 großen Klassen einfacher % explizit durchgeführt. Der übrigbleibende Fall 
$ = M3 wird von Chevalley und Schafer behandelt, hier ist (für algebraisch 
abgeschlossenes k) D(M5) — E, und 2&(M3) = (1) + E,, dabei bedeuten E, und £, 
52- bzw. 78-gliedrige einfache Liesche Ringe vom Ausnahmetyp. Ernst Witt. 


Jacobson, N.: Enveloping algebras of semi-simple Lie algebras. Canadian J. 
Math. 2, 257—266 (1950). 
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S sei ein Homomorphismus des Lieschen Ringes & in den assoziativen Ring Ws; 
‚dabei werde vorausgesetzt, daß As durch das Bild 2° assoziativ erzeugt werde. 
Analog seien auch 8, und 7 Homomorphismen NORLTES Bedene: es gibt 
einen Anoleerphle von Yr in Vs, beidem 7 in $ übergeht. & sei halbeinfach 
über einem Körper k der Charakteristik 0. & werde als Ideal von Elementen c, 
erzeugt. — Sätze: 1. Wenn alle c? algebraisch sind, hat As endlichen Rang. 
2. Wenn alle c?« algebraisch vom Grade < nsind, so gibt es ein Vz endlichen Ranges 
mit > 8. Zum Beweis wird die universelle Darstöllung Ar herangezogen, 
ferner ins Snzehfe gehende Aussagen über die Struktur von &. Als Anwendung 
wird ein Satz von Harish-Chandra bewiesen: & hat zu gegebenem Grade nur 
endlich viele verschiedene Darstellungsklassen. In gewissen Fällen gilt ein genauerer 
Satz von E.Bannow [vgl. Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 13, 240—256 (1940) 
8. 253, 254; dies. Zbl. 23, 15]. Ernst Witt (Hamburg). 

Koszul, Jean-Louis: Homologie et cohomologie des algebres de Lie. Bull. Soc. 
math. France 78, 65—127 (1950). 

Ce travail est l’etude, par voie algebrique, des algebres de Lie sur un corps de 
caracteristigque +2; on y trouvera les d&emonstrations et des compl&ments aux 
resultats annonces dans deux notes de l’A. dejä analysees ici (ce Zbl. 33, 155). Le 
plan est le suivant: 1-ere partie: l’algebre de cohomologie d’une algebre de Lie 
(definitions et proprietes generales, algebres unimodulaires, proprietes homologiques 
en rapport avec des hypotheses de semi-simplicite); 2-e&me partie: cohomologie 
relative & une sous-algebre (&tude directe, structures d’algebres differentielles fil- 
trees definies par les sous-algebres d’une algebre de Lie). .J. Braconnier (Lyon). 

Deuring, Max: Die Anzahl der Typen von Maximalordnungen einer defini- 
ten Quaterionenalgebra mit primer Grundzahl. J.-ber. Deutsche Math.-Verein. 
54, 1. Abt., 24—41 (1950).. 

In ee schon vor 7 Jahren zum Druck eingereichten Abhandlung werden die 
* Berechnungen ausgeführt, deren wesentliche Resultate in einer kurzen Note mit 
dem gleichen Titel ver mitgeteilt worden waren (dies. Zbl. 29, 9). Verf. versucht 
bei rationalen Quaternionenalgebren die schwierige Bestimmung der Anzahl der 
Typen von maximalen Ordnungen dadurch zu fördern, daß er sich zunächst auf 
prime Grundzahlen beschränkt. Obschon dabei bemerkenswerte Resultate erzielt 
werden, erscheint es doch zweifelhaft, ob man auf diese Weise zu allgemeinen Er- 


kenntnissen für beliebige Grundzahlen vorstoßen kann. Brandt (Halle). 
Jaffard, Paul: Corps demi-values. C. r. Acad. Sci., Paris 231, 1401—1403 
(1950). 


When the group I’ of values of a field F isa lattice ordered group, the author refers 
to a demi-valuation of F by I. For every lattice ordered group /'there exist fields 
demi-valued by /. It is given a characteristic property of the orders of the demi- 
valuations (demi-valuation rings) in a field. For a demi-valuation to give a topology 
consistent with the field’s structure, a sufficient condition is stated in terms of 
maximal filets (definition see: this Zbl. 37, 150). Ancochea (Madrid). 

Artin, E.: Questions de base minimale dans la th6orie des nombres alg&briques. 
Colloques internat. Centre nat. Rech. Sci. Nr. 24 (Algebre et Theorie des Nombres, 
Paris 25. 9.—1. 10. 1949), 19—20 (1950). 

Sei vo ein Dedekindscher Ring (d.h. ein Ring, in dem die klassische Idealtheorie 
gilt), F der Quotientenkörper von 0, E eine endliche Erweiterung von F und D 
der Ring der bez, o ganzen Elemente von E. — Verf. gibt zuerst ein Beispiel einer 
Erweiterung E, bei der D kein endlicher o-Modul ist. Dies kann natürlich nur bei 
einer inseparablen Erweiterung der Fall sein. — Sei E eine separable Erweiterung 
von F vom Grade n. Ist DO von der Form DO = 0, +0@-+'''+0@, 80 
heißt bekanntlich (w,, ®s, . . ., ®,) Minimalbasis von DO. Was sind notwendige und 
hinreichende Bedingungen für die Existenz einer Minimalbasis ? Zur Beantwortung 


dieser Frage erinnert Verf. an einige von C. Chevalley stammende Resultate, — 
Sei V ein Vektorraum über F und (£,, &, - . ., &„) eine Basis von V. Einin V ent- 
haltener v-Modul Z soll Gitter heißen, wenn es ein a4+0, a€o gibt so, daß. 
aLCo&,+9&,+:::-+0L, ist. (Diese Definition ist von der Wahl der Basis 
von V unabhängig.) — Es gilt der Satz: Ist L ein Gitter und ist r die Dimension 
von FL, so gibt es r Vektoren (&,&,...,&,) in V und r (gebrochene) Ideale 
(00, ,@,) vono, sodßB L= 4,5, +5, ++ &, gilt. — Es wird ge- 
zeigt, daß die einzigen Invarianten eines Gitters Z die Dimension von FL und die 
Idealklasse des Produktes a,a,' a, sind. Diese zweite Invariante soll die Figur | 
des Gitters L heißen. — Sei wieder E eine endliche separable Erweiterung von F 
vom Grade n. Ein Ideal ACE ist dann selbstverständlich ein Gitter der Dimen- 
sion nin E (als Vektorraum über F aufgefaßt). Es ergibt sich, daß die Figur von 
A die Idealklasse des Ideals N (A) Y D(D)/A ist, wobei N(X) die Norm von A bez. F, 
D(9) die Diskriminante von E über F und A die Diskriminante einer Erzeugenden- 
gleichung von E über F bedeuten. Dann und nur dann besitzt D eine Minimal- 
basis über o, wenn Y D(DO)/A ein Hauptideal des Körpers F ist.  L. Kaloujnine. 

Artin, E.: Remarques concernant la theorie de Galois. Colloques internat. 
Centre nat. Rech. Sci. Nr. 24 (Algebre et theorie des nombres, Paris 25. 9.—1. 10. 
1949), 161—162 (1950). 

Verf. skizziert (ohne Beweise) eine neue Begründung der Galoisschen Theorie. 
Der angedeutete Weg soll auch für evtl. Verallgemeinerungen auf den Fall inseparab- 
ler Erweiterungen von Bedeutung sein. — Ist E/F einen endliche Erweiterung vom 
Grade n = (E/F) eines Körpers F und ist o ein Isomorphismus von F in einen 
Körper (2, so heißt ein Isomorphismus o von E in eine Erweiterung 2 von 2, welcher 
auf F mit o übereinstimmt, eine Fortsetzung von o. Sind alle Fortsetzungen 
von o Isomorphismen in 2, so heißt Qein Absorbierungskörper von E bzgl.o. — 
Die Anzahl der Fortsetzungen in einem Absorbierungskörper 2 eines Isomorphis- 
mus o hängt nur von E/F ab (und nicht etwa von 2 oder o) und wird als der Index 
[E/F] von E/F bezeichnet. Es ist [E/F] < (E/F) (das Gleichheitszeichen gilt dann 
und nur dann, wenn E/F separabel ist), genauer: [E/F] ist ein Teiler von (Z/F). — 
Mit Hilfe dieser Begriffsbildungen lassen sich die Fundamentalsätze der Galoisschen 
Theorie beweisen. — Zum Schluß gibt Verf. einen neuen Beweis des Satzes vom 
primitiven Element. Dieser Beweis ist für endliche wie für unendliche Körper gültig. 

L. Kaloujnine (Berlin). 


Chatelet, A.: Utilisation des matrices dans l’algebre et l’arithmötique des corps. 
de nombres algebriques. Colloques internat. Centre nat. Rech. Sci. Nr. 24 (Algebre 
et Theorie des Nombres, Paris 25. 9.—1. 10. 1949), 21—25 (1950). 

Verf. gibt Beispiele von Sätzen der Algebra und der Arithmetik der Zahlkörper, 
die sich mit Hilfe der Matrizenrechnung besonders elegant beweisen lassen. — So 
gibt er z. B. einen neuen Beweis des Satzes von der Existenz eines primitiven Ele- 
mentes bei einer endlichen separablen Erweiterung K eines Körpers L; und zwar 
für den Fall, daß L unendlich ist. Dieser Beweis hat gegenüber dem klassischen von 
Galois den Vorteil, daß es bei ihm nicht notwendig ist, zu einer galoisschen Er- 
weiterung K* von K überzugehen. Die Idee des Verf. ist die folgende: Es ist natür- 
lich statthaft, sich auf Erweiterungen mit zwei Erzeugenden & und ß zu beschränken. 
Man betrachte nun eine reguläre Darstellung des Körpers K=L(a, ß) durch 
Matrizen mit Koeffizienten aus L. Seien A und B die Matrizen, die x und ß ent- 
sprechen. Mit Hilfe zweier Unbestimmten x und y wird der Ausdruck J (2,4) 
—=xA+yB gebildet. Das Minimalpolynom der Matrix J(x,y) sei h (Ay, Ye 
DaL unendlich ist, ist es möglich, u, vin Zso zu wählen, daß A (A; u, v) das Minimal- 
polynom von J (u, v) ist. Man zeigt nun, daß die Matrix J (u, v) einem primitiven 
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. Element von X entspricht; und zwar wird effektiv angegeben, wie sich A und B 


_ durch J (uw, v) rational mit Koeffizienten aus Z ausdrücken. Der Beweis wird durch 
ein konkretes Zahlenbeispiel nochmals illustriert. — Als Beispiel einer arithmetischen 
Anwendung der Matrizenrechnung wird ausführlicher der Begriff des sog. Ideal- 
teilers von einem Ideal eines Zahlkörpers näher besprochen: Man betrachte eine 
Erweiterung K des rationalen Zahlkörpers P und wähle eine reguläre Darstellung: 
bez. einer Basis der ganzen algebraischen Zahlen aus K. Die Darstellungsmatrizen 
der ganzen algebraischen Zahlen haben dann ganz rationale Koeffizienten. Ist dann. 
AU = (&,,%,) ein von &,, &, erzeugtes Ideal aus K und sind A,, A, die Darstellungs- 
matrizen von %7, %, So sind die Darstellungsmatrizen der Elemente von X von der 
Form A=X,4A,+X,4,, wo X,, X, ganzzahlige Darstellungsmatrizen sind. Be- 
trachtet man nun die Menge A der Matrizen Z,A, +Z,A,, wo Z,Z, beliebige 
ganzzahlige Matrizen sind, so lassen sich die Matrizen von R auf die Form ZD: 
bringen, wo Z die Menge aller ganzzahligen Matrizen durchläuft, während D eine: 
bis auf einen linken unimodularen Faktor eindeutig definierte Matrix ist. (D ist. 
aber im allgemeinen keine Darstellungsmatrix des Körpers K.) Diese Matrix D ist. 
der rechte g.g. T. der Matrizen A,, A,; sie wird auch Idealfaktor genannt. D ist 
Darstellungsmatrix dann und nur dann, wenn A = (&,,%) ein Hauptideal ist.. 
Ein Zahlenbeispiel illustriert diese Begriffsbildung. L. Kaloujnine (Berlin). 


Zahlkörper. Funktionenkörper: 


Davenport, H.: Euclid’s algorithm in certain quartie fields. Trans. Amer. 
math. Soc. 68, 508—532 (1950). 

In einer neueren Arbeit (dies. Zbl. 37, 308) bewies Verf., daß es nur endlich 
viele nicht-totalreelle kubische Zahlkörper mit E. A. (= Euklidischer Algorithmus): 
gibt. Hier beweist er dasselbe für den totalkomplexen biquadratischen Fall. Da. 
ähnliches auch für den quadratischen Fall gilt, so handelt es sich um ein für alle 
Zahlkörper mit höchstens einer Grundeinheit gültiges Resultat. Verf. bemerkt, 
daß seine Methode auf weitere Fälle nicht anwendungsfähig zu sein scheint. (Mit 
einer anderen Methode konnte Heilbronn den zyklischen kubischen Fall mit ähn- 
lichem Resultat erledigen, dies. Zbl. 36, 301. Ref.) Der Aufbau der vorliegenden 
Arbeit entspricht völlig dem der oben zitierten, insbesondere werden auch hier drei 
Theoreme bewiesen, die den ähnlichen Wortlaut haben wie dort, von denen aber 
die Theoreme 1, 2 sich jetzt selbstverständlich auf das Produkt von vier quaternären 
homogen linearen Formen beziehen, die paarweise konjugiert komplex sind. 

Redei (Szeged). 

Hasse, Helmut: Zum Existenzsatz von Grunwald in der Klassenkörpertheorie .. 
J. reine angew. Math. 188, 40—64 (1950). 

Nach einem Existenzsatz von W. Grunwald [J. reine angew. Math. 169, 103— 
107 (1933); dies. Zbl. 6, 252] gilt bekanntlich folgendes: Sind für eine endliche Menge 
DO von Primstellen o eines endlich-algebraischen Zahlkörpers 2 natürliche Zahlen n, 
vorgegeben, die sämtlich in einer festen vorgegebenen natürlichen Zahl n aufgehen 
(und für die unendlichen o auch in 2), so existieren (unendlich viele) zyklische Er- 
weiterungskörper K/@ vom Grade n, die für die Primstellen o aus DO die v-Grade n, 
haben. Grunwald gibt auch zwei Verschärfungen dieses Satzes. Erstens behauptet 
er, daß auch die Verzweigungsordnung e, und der Restklassengrad fo(n. = € fh) 
vorgegeben werden können, wenn e,fojn für alle vo und «2, fo —=1 für die un- 
endlichen o und wenn ferner e(”|N(o) — 1 für die endlichen o, wo el den zu R(v) 
primen Bestandteil von e, bedeutet. Zweitens behauptet er, daß sogar die Norm- 
symbole, die e, und f, bestimmen, vorgegeben werden können. Kürzlich gab 
Sh. Wang (dies. Zbl. 32, 108) ein Gegenbeispiel zu dem Grunwaldschen Satze, 
was zeigt, daß Grunwald einen Fehlschluß gemacht hat. Verf. hat schon früher 
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bemerkt, daß dieser Fehlschluß nur die Verschärfungen des Satzes berührt. Durch 
Verallgemeinerung des Wangschen Gegenbeispieles gewinnt nun Verf. u. a. den E 
folgenden allgemeinen Einschränkungssatz: Es sei P,, der Körper der 2“-ten Ein- 
heitswurzeln und P0, der größte reelle Teilkörper von P,.. Unter den speziellen 
Voraussetzungen v2 3,2 N P„= Fl, mit 2 Su <v gilt für einen zyklischen 
Körper K/Q vom Grade 2” mit dem quadratischen Teilkörper K,/2 notwendig die ; 


Er . . f 
Beziehung 7I [ —1, wo das Produkt über alle ‚‚nicht-quadratischen‘“ Prim- 
I 


teiler [| von 2 in 2 erstreckt ist. Dabei ist A, N Aynsı = Vi,u +2 füru>2, 
und ein Primteiler e wird als nicht-quadratisch bezeichnet, wenn die Zahl 7,, aus 
F2, kein Quadrat in dem [-adischen Erweiterungskörper Q, von Qist. Veıf. zeigt, 


daß die in diesem Einschränkungssatz gegebenen notwendigen Bedingungen für 
den allgemeinen Grunwaldschen Satz auch hinreichend sind und gewinnt so eine 
korrekte, bestmögliche Formulierung des Satzes. Bergström (Göteborg;). 


Hasse, Helmut: Über den algebraischen Funktionenkörper der Fermatschen 
‘Gleichung. Acta Sci. math., Szeged 13, 195—207 (1950). 

Die Note bezweckt eine erste Vorbereitung auf die Behandlung des Fermat- 
schen Problems mit Hilfe der neueren Ergebnisse der arithmetischen Theorie der 
‚algebraischen Funktionen. Ein Körper 2 sei vorgelegt, dessen Charakteristik nicht 
in einer vorgegebenen natürlichen Zahl n>1 aufgeht, und welcher die 2n-ten Einheits- 
'wurzeln enthält. Durch (1) x" + y” =" wird ein algebraischer Funktionenkörper K/Q 
einer Variablen definiert, und x, y, z ist ein System homogener Koordinaten. Die 
in 2 gelegenen bzw. über Q algebraischenLösungen von (1) entsprechen umkehrbar 
eindeutig den rationalen bzw. algebraischen Punkten (Primdivisoren) von K. — 
Das Geschlecht ist g= $(n—1)(n— 2). Es sei jetzt n >2. Mit 
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«(U ist der Nennerdivisor von x, %, z) lassen sich alle ganzen Differentiale in der Form 
f(&, 9, 2) du darstellen, wobei f(x, y,2) ein beliebiges homogenes Polynom (n — 3)- 
ten Grades ist. — Wenn die Charakteristik von 2 gleich O und n > 3 ist, entsprechen 
‚den trivialen Lösungen von (1), in denen eine der Koordinaten 0 ist, Weierstraß- 
punkte von K mit der Gewichtssumme % (g—1)g(n + 4). Im Falle n = 4 sind 
das alle Weierstraßpunkte. Für n >4 existieren noch weitere mit der Gewichts- 
summe 3(g—1)9g(29—n— 2), die nicht angegeben werden. Zum Schluß wird 
ein Rechenschema für die Additionsgruppe der g-gliedrigen Punktgruppen aufgestellt. 


Eichler. 
Igusa, Jun-ichi: On the theory of algebraie correspondenees and its appli- 
cation to the Riemann hypothesis in funetion-tields. J. math. Soc. Japan 1, 147 
197 (1949). 


Im Jahre 1948 veröffentlichte A. Weil eine Theorie der algebraischen Kurven und ihrer 
Korrespondenzen (Actual.sci. industr. Nr. 1041; dies. Zbl. 36, 160, zitiert mit W). Die vorliegende 
Arbeit behandelt den gleichen Gegenstand; sie ist unabhängig von W entstanden und gründet 
sich auf eine Note von A. Weilin den Proc. nat. Acad. Sci. USA aus dem Jahre 1941. In den 
ersten Abschnitten (I—III) wird eine allgemeine Korrespondenzentheorie entwickelt, die sich 
im wesentlichen mit der in W gegebenen deckt. Die Grundlage für die bei den Beweisen ver- 
wendeten Methoden liefert, wie es auch in W der Fall ist, das Buch „Foundations of algebraic 
geometry‘ von A. Weil (Amer. math. Soc. Collog. Publ. Nr. 29, New York 1946, zitiert mit F). 
— Für die Multiplikatoren x einer algebraischen Kurve C (das sind die Korrespondenzenklassen 
im Sinne von W) wird die A. Weilsche Spurfunktion o(r) erklärt und gezeigt, daß o(x - 1*) 
positiv definit ist, daß also für + 0 stets o(x-x*) > O0 ist. Dabei ist t > t* der Rosatische 
involutorische Antiautomorphismus des Multiplikatorenringes von ©. Da wir im Referat von 
W nicht auf die Bildungsvorschrift für o(g) eingegangen sind, wollen wir dies hier tun: Sind 
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X und Y zwei Korrespondenzen einer Kurve (, also Divisoren der Fläche 0x ©, und existiert 
"ihr Durchschnittsprodukt X - Y im Sinne von F, so wird dessen Grad mit x(X, Y) bezeichnet. 
Nun ändert sich einerseits der Wert von y(X, Y) nicht, wenn X und Y durch ihnen linear äqui- 


valente Korrespondenzen X’, Y’ ersetzt werden, für die X’: Y’ existiert. [Dabei ist lineare 
Aquivalenz diejenige nach der Untergruppe der Hauptdivisoren (p), wo @ eine von Null ver- 
schiedene Funktion von (x ist.] Andererseits gibt es zu jedem Paar X, Y von Korrespon- 
denzen ein Paar X’, Y’, daszu X, Y bzw. linear äquivalent ist und dessen Durchschnittsprodukt 


' existiert. Daher ist die Funktion y(X, Y) als Klassenfunktion im Sinne linearer Äquivalenz 


auch für jedes beliebige Paar X, Y von Korrespondenzen eindeutig zu erklären. Sind nun für 
eine Korrespondenz X die Zahlen (X) und r(X) durch die Projektionen pr, (X) = (X) - C und 
pr, (X) =r(X):C von X auf den ersten bzw. zweiten Faktor von 0 x C erklärt, und ist 4 
die diagonale Korrespondenz von (, so wird o(X) = (X) +r(X) —y(X - A) gesetzt. Diese 
Funktion ändert sich nicht bei Abänderung X > X + (9) +(Ax 0) -+(CO x B), wo Aund B 
Divisoren von C und (p) ein Hauptdivisor von € x Cist. Daher ist o(X) in der Tat eine Funk- 
tion der Multiplikatoren r von ©. — Man berechnet o(t-ı*)=2-1(X)-r(X) —y(X, X) 
für einen geeigneten Vertreter X von rt. Die Ungleichung o(x - x*) > 0 läuft daher auf die 
Ungleichung (X, X) <2-1(X)-r(X) hinaus. Sie wird vom Verf. dadurch bewiesen, daß er 
den Wert von y(X, X) durch I(X), r(X) und eine gewisse andere Gradfunktion ö(x) ausdrückt, 


«Formel von Severi, Abschnitt V). Vorher wird als Hilfsmittel dazu eine Formel hergeleitet, 
die vom Verf. die Schubertsche Formel genannt wird, in Analogie zum klassischen Fall, wo der 


Grundkörper aus den komplexen Zahlen besteht. Ist P ein erzeugender Punkt von C über dem 
Grundkörper k, und X(P) der zu P vermöge X korrespondierende Divisor von (, so bezeichnet 
Verf. die Menge der Spezialisierungen von X(P) über k als eine algebraische Schar (algebraic 
sepies) von ©. Zu einer solchen wird ein ‚„Vielfachendivisor‘‘ J von © gebildet (S. 178), mit 
dessen Grad die Funktion (X, X) in Verbindung gebracht werden kann. Die Schubertsche For- 
mel kann dann als Berechnungsvorschrift für den Grad von J aufgefaßt werden. Als Hilfsmittel 
für die Berechnung dient die Theorie der Zyklen eines mehrfachen Produktes Ox CO x...x (€ 
und ihrer Durchschnitte, im Sinne von F. — Im letzten Abschnitt wird nach dem Vorbilde von 
A. Weil aus der Ungleichung o(r - ı*) > 0 die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung für 
Kongruenzzetafunktionen gefolgert. Ein kurzer Anhang ist der Anwendung der erhaltenen 
Resultate auf die Geometrie einer Fläche O0, x C, gewidmet, wo CO, und (C, zwei algebraische 
Kurven sind. Verf. teilt mit, daß er in der Lage sei, für eine solche spezielle Fläche eine Ver- 
mutung von A. Weil über die zu ihr gehörige Picardsche Mannigfaltigkeit zu beweisen. 
Hasse (Hamburg) — Roquette (Erlangen). 


Zariski, Oscar: A fundamental lemma from the theory of holomorphie fune- 
tions on an algebraie variety. Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. S. 29, 187—198 
(1949). 

Ist V eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit über einem gegebenen Grundkörper k 
und bedeutet Peinen Punkt von V im allgemeinen Sinne (also einen Punkt, dessen Koordinaten 
nicht über k algebraisch zu sein brauchen, sondern ebensogut von Parametern abhängen dürfen), 
so kann man mit Hilfe deszu P gehörigen Stellenrings o(P/V) und des zugehörigen vollständigen 
Rings o*(P/V) sofort den Begriff der in P holomorphen Funktion einführen. Darüber hinaus 
kann man die gleichmäßige Konvergenz einer Folge von auf V rationalen Funktionen auf einer 
beliebigen Punktmenge G von V mit Hilfe der Ringe o*(P/V)(P € G) erklären, und man kommt 
so zu der folgenden Definition: Unter einer auf @ streng holomorphen Funktion ist der 
Grenzwert eine Folge von rationalen Funktionen zu verstehen, die auf @ gleichmäßig konver- 
giert. Führt man ferner auf V eine Topologie ein, indem man als abgeschlossene Mengen die 
‚algebraischen Untermannigfaltigkeiten von V wählt, so gewinnt man den allgemeineren Be- 
griff der Holomorphie schlechthin: & ist eine holomorphe Funktion auf @, wenn eine end- 
liche offene Überdeckung {G,} von @ existiert, derart, daß £ für alle x auf @, streng holomorph 
ist. — In der vorliegenden Arbeit wird nun das folgende Problem behandelt: Von Interesse 
ist vor allem der Fall, daß G = W eine algebraische Untermannigfaltigkeit von V darstellt, 
‚die wir hier der Einfachheit halber gleich irreduzibel annehmen wollen. Unter dieser Voraus- 
setzung ist es von entscheidender Bedeutung, daß der Punktbegriff so allgemein gefaßt wird, 
wie im ersten Satze des Referats angedeutet. Denn dann hat man es beim Studium der auf 
W holomorphen Funktionen nur mit solchen Folgen rationaler Funktionen zu tun, die not- 
wendig im allgemeinen Punkt von W konvergieren, und das bedeutet eine wesentliche Er- 
leichterung. Bei den Anwendungen aber interessiert man sich in erster Linie für die algebrai- 
schen Punkte von W (Punkte mit über k algebraischen Koordinaten), und es handelt sich 
‚dann darum, zu zeigen, daß bei den holomorphen Funktionen aus ihrem Verhalten in den alge- 
braischen Punkten von W auf ihr Verhalten im allgemeinen Punkte geschlossen werden darf, 
d. h. man hat (ausführlicher, wenn auch immer noch anschaulich ausgedrückt) die Frage zu 
beantworten: Kann jede holomorphe Funktion, die auf allen algebraischen Punkten von 
W erklärt ist, eindeutig zu einer auf allen Punkten von W definierten Funktion erweitert 
werden? Verf. zeigt zunächst, daß die Antwort bejahend lautet, wenn die Richtigkeit des 
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folgenden Hauptlemmas gezeigt werden kann: Es sei @G irgendeine Untermenge von W, 
derart, daß W die abgeschlossene Hülle von @, also die kleinste @ enthaltende 'algebraische 
Mannigfaltigkeit darstellt. Ist dann z eine auf V rationale Funktion, die in allen Punkten 
von @ mit mindestens der Vielfachheit n verschwindet, so verschwindet 2 mit mindestens der‘ 
gleichen Vielfachheit auch in allen allgemeinen Punkten von W. [Die Vielfachheit des Ver- 
schwindens von zin einem Punkte P wird dabei natürlich mit Hilfe des Exponenten der höch- 
sten, z gerade noch enthaltenden Potenz des maximalen Primideals von o(P/V) erklärt. ] — Deg 
Beweis des Hauptlemmas bildet den Hauptinhalt der vorliegenden Arbeit. Er ist sehr leicht, 
wenn Weine einfache Untermannigfaltigkeit von W darstellt. Die Behandlung des allgemein- 
sten Falles dagegen erfordert ziemlich tiefgehende Überlegungen. Der Kernpunkt des Beweises. 
bildet hier die Einführung des Begriffes des (W, v)-regulären Punktes von V. . 
Krull (Bonn). 


Zahlentheorie: 


5 
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‘ 


Carosella, A.: Aleune sempliei applieazioni geometriche all’analisi indeter- 


minata. Periodico Mat., IV. S. 28, 175—183 (1950). 
Gloden, A.: Analyse diophantienne et analyse multigrade. Euclides, Madrid 9, 
329— 331 (1949). 


Obläth, Richard: Sur Y’&quation diophantienne 4/n =1/x, + 1/xg + 1/xz. 


Mathesis 59, 308—316 (1950). 


P. Erdös has conjectured that the diophantine equation mentioned in the title 


has a solution in positive integers &,, %,, % for any given positive integer n greater 
than 1. The present author shows that this is the case for positive integers n having 


various special properties. For example, the equation is solvable if either n or 
n -+ 1 has a prime factor of the form 4k +3, or f 2 <n < 106128. 
P. T. Bateman (Urbana, Ill., USA.). 


Obläth, Richard: Über die diophantische Gleichung &? —1=?2y?. Acta 


math. Acad. Sci. Hung. 1, 113—116 und russische Zusammenfassg. 117 (1950). 
Verf. beweist die Unmöglichkeit der Gleichung x? — 1 = 2y” in ganzen Zahlen 
z und y, mit |y| >1, für alle n >3. Sein Beweisversuch für den Fall n = 2 ist 
aber mißlungen. Denn Satz 1 ist falsch, weil die Gleichung 2? -— x + 1 = 302 die 
Lösung = — 23, v=13 hat. Daß die Gleichung x? — 1 = 2y? keine Lösung 
mit y = 0 hat, beweist man sehr einfach durch Übergang zu dem Körper K (Y = 2) 
wie folgt: Aus der Gleichung folgt offenbar 1-+ y v2 == (u -+v ea) mit 
ganzen rationalen u und v; hieraus ergibt sich u=el,v=(0, y=0, x =1. 
Nagell (Uppsala). 
Gambelli, Lucio: Sui caratteri di divisibilitä eon una tabella dei eoeffieienti di 
divisibilita di tutti i numeri da 2 a 101. Periodico Mat., IV. S. 27, 109—116 (1949). 


Für eine mit den Ziffern c, der Ordnung 7 zehnermäßig dargestellte Zahl 
0,k—1 
1) N- >. 10 02,290 =01...,5.2,0-02-09 


3 


. “ . * . “ ee 0,6 —1 
gilt hinsichtlich eines Moduls m die Kongruenz **) N= N c,;0, (mod. m), wo 0, 


kleinster Rest von 107 (mod. m),0, = 1. Die Mitglieder der — rein- oder gemischt- 
periodischen — Folge 0, # = 0,1, 2,...) heißen Vorzahlen der Teilbarkeit (T.-V.) der 
Zahl N durch m, von der Ordnung i. Nach (**) gilt der Satz: Eine durch (*) dar- 
gestellte Zahl läßt, durch m geteilt, denselben Rest wie die Summe der Malweıte 
jeder ihrer Ziffern mit der T.-V. gleicher Ordnung. Besonderer Fall: Die Restklasse 0. 


Die Frage nach dem Reste (mod. m) von N läuft also auf die Bestimmung der T.-V. - 


(mod. m) hinaus. Verf. vertafelt sie für sämtliche m von 2 bis 101. Mit dieser Zahl 
ist die Aufsuchung der fraglichen Reste sehr einfach, wie die Beispiele zeigen, mit 
denen Verf. sie erläutert. L. Koschmieder (Tucumän). 
Fine, N. J.: On the asymptotie distribution of the elementary symmetrie fune- 
tions (mod p).. Trans. Amer. math. Soc. 69, 109-129 (1950) 


et +(n) a , R 
Bezeichne U); die k-te elementarsymmetrische Funktion von 2 x 
N NN. 


re 
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m >02 0) Mit P,®, k, a) Sird die Wahrscheinlichkeit von UM —=a (mod p) 
bezeichnet, indem %,...,%, voneinander unabhängig je ein volles en as — 
Beiwa 0,...,0D—- LK — mod’ p durchlaufen (p Primzahl, «= 0,..,p—1), d.h. 
u P,(2, k, a) — g/p*, wobei g die Anzahl der Lösungen der besagten Kongruenz ist. 
- Theorem 1: Stets existiert P(p,k,a) = lim P,(p,k,a). Zum Beweis werden 
Nn—00 
unter anderem die folgenden Lemmata benötigt. Lemma 3: Für jede positive ganze 
Zahl m gibt es ganze Zahlen ,,...,x, mit I I+re)" =1+0(0,2° +. 
=] . 


(O„) = 0). Lemma 5: Für jede en und für gegebene ganze Zahlen O,,..., C, 


(mod p) gibt es ganze Zahlen &,,...,%&,_, mit 
p—1 
I I+rsrt=1+0, 0 + ::.4+0,2P +. (mod p). 
= 


(Nebenbei wird in Lemma 4 gezeigt, daß die CO, nicht für jeden Modul beliebig vor- 
geschrieben werden dürfen.) Der Fall p=2 wird vollständig beantwortet im 
folgenden Theorem 2: Bezeichnet h die Ziffernanzahl in der 2-adischen Entwick- 
lung von k, so gilt P(2, k,1) = 2%, P(2,k,0)=1-— 2%. Für p = 3 läßt sich die 
Frage rekursiv ee ZEBIERGFSIN a P3EE, ar a0, ER 
„. P(3,3k + =+(2+6P(3,k,0) + P(3,k —1,0)), 

pP, 3k +2,0)=4 see 4 a k,0)) (dabei soll P(3,—1,0)=1 verstanden 
sein). Auch En Betiebiee p werden viele Einzelresultate erhalten und eine Reihe 
Probleme aufgeworfen. Z. B.: Gilt stets P(p, k,0) Z1/p (k > 0)? Strebt die linke 
Seite für k—oo nach 1? Redei (Szeged). 


Redei, L.: Die Primfaktoren der Zahlenfolge 1, 3, 4, 7, 11, 18,... Portu- 
galiae Math. 8, 59—61 (1949). 


Let 8 =», .... be the sequence of integers satisfying v,=v,, + Us 
n>3, ,=1,v,=3. Callan odd prime p, adivisor of B ifp|v,for some n. All 
primes p = — 1 (mod 4) are divisors of ®. Of the primes p = 1 (med 4), it can 


be shown that p = 13, 17 (mod 20) are not divisors of %. Recently Jarden (this 
Zbl. 31, 152) showed that of the remaining primes p = 1, 9 (mod 20) there are an 
infinity which are divisors of ® and an infinity which are not divisors of ®. The author 


here shows that p = 21, 29 (mod 40) divides ® if and only if (2) eS) —|1; 
4 4 
5 


< gr BIER (PN BI iR K2 a : A 
and p=1, 9 (mod 40) divides ® AH), f; Here () is a biquadratie 


residue symbol defined for quadratie residues @« of p and (=) —= +1 according 
4 


as z=a(modp) has or has not a solution. The only case left to be decided is 


thus p = 1,9 (mod 40) and (2) (>),= ig K.@. Ramanathan (Princeton). 
4 
Inkeri, K.: On the least prime quadratie residue. Ann. Acad. Sci. Fennicae 


A-L,. Nr. 73, ,10 .8..11950): 
Der kleinste quadratische Rest r einer Primzahl p = a mod 8 ist für «= 3 


oder 5 kleiner als Ve, von endlich vielen Ausnahmen abgesehen. Fürra= +1 
ist 7'=.2. Ernst Witt (Hamburg). 


Whiteman, Albert Leon: Theorems on quadratie partitions. Proc. nat. Acad. 


Sei. USA 36, 60—65 (1950). 
Verf. zeigt: I. Sei p= 1 (mod 3), f(k) die Anzahl der inkongruenten Lösungen 


von @&? + x=k(mod p). Legt manin 4p = a? + 3b? das Vorzeichen von a durch 


—i 
a=1 (mod 5) fest, so st a = —p+ ”S f(s?). Für 5b wird eine ähnlich gebaute 
s=0 


Formel angegeben. — II. Sei p=1 (mod 7), g(k) die Anzahl der inkongruenten 
3*+ 
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Lösungen von 23? + @=k(mod p). Legt man in 4p = a? + 7b? das Vorzeichen 

x “. P—1 .. . . } 

von a durch a=5 (mod 7) fest, so ist da =—p+ = g(s’). Für 5b wird eine 
s= 


ähnlich gebaute Formel angegeben. Stöhr (Göttingen). 
Kanold, Hans-Joachim: Eine Bemerkung zur Verteilung der r-ten Potenz- 
niehtreste einer ungeraden Primzahl. J. reine angew. Math. 188, 74—77 (1950). 
In einer inzwischen erschienenen Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 35, 26), die dem 
Verf. noch nicht bekannt sein konnte, steht unter anderem ein Satz über die Dichtig- 
keit der m-ten Potenzrestnebenklassen 0, =0,....m—1)mod»p im Intervall 
de, V» [m |4(p — 1), die Hauptklasse besteht aus den m-ten Potenzresten]. Von 
diesem Satz beweist Verf. die Spezialfälle ‚m Primzahl, © = 0“ und ‚m = 2, 
‘= 1“. Es folgen zwei Anwendungen. Mit Heranziehung des Primzahlsatzes ent- 
steht sofort das folgende ‚schwache‘ Analogon des bekannten Satzes von Vino- 
gradoff: Ist m eine Primzahl, so gibt es für jedes e (> 0) und genügend großes 


p m-te Potenznichtreste modp Se Y»l; das trifft sogar schon zu, wenn & die 
natürliche Dichte der Primzahlen unter den m-ten Potenznichtresten im Intervall 
1; Vr bezeichnet. Die zweite Anwendung ist in einem Spezialfalle die Verschärfung 
eines anderen Vinogradoffschen Satzes. Und zwar: wenn für die Primzahl p höch- 
stens eine ungerade Primzahl in p — 1 aufgeht, so gibt es für genügend großes 


p eine primitive Wurzel < Vp höchstens mit wenigen (näher angebbaren) Aus- 
nahmen für p=-—1 oder 49 (mod. 120). Redei (Szeged). 

Sierpinski, Waclaw: Un th&or&me sur les nombres premiers. Mat., Catania 5, 
66—67 (1950). | 

Let (m) denote the number of divisors of the natural number m. Theorem: 
For any natural number n there exists a prime number p such that O(p+k) >n 
for k=1,2,...,n. Proof: Let 9,3 -:., Pan be the first 2n prime numbers 
exceeding n. By the Chinese remainder theorem and Dirichlet’s theorem there are 
infinitely many prime numbers p such that p = (— 1)? [(v + 1)/2] (mod p%) for i 
—1,2,...,2n. Any such prime number p has the property stated in the theorem. 
(This is the essence of the author’s proof, but there is a mistake in his presentation.) 

P. T. Bateman (Urbana, Ill., USA.). 

Chowla, $S. D. and John Todd: The density of redueible integers. Canadian J. 
Math. 1, 297—299 (1949). 

Im Zusammenhang mit Untersuchungen von J. Todd (dies. Zbl. 36, 161) 
wurde eine natürliche Zahl n reduzibel genannt, wenn der größte Primteiler von 
1-+n? kleiner als 2n ausfällt. Tabellarische Berechnungen legen die Vermutung 
nahe, daß die reduziblen Zahlen die (natürliche) Dichte 0,3 haben. In Richtung 
auf diese Vermutung wird gezeigt: Die Menge der n, deren größer Primteiler <2 Vn 
ist, hat die Dichte 1 — log 2 = 0,3069... Einige Verallgemeinerungen werden an- 
gedeutet. Rohrbach (Mainz). 

Mirsky, L.: On a theorem in the additive theory of numbers due to Evelyn 
and Linfoot. Proc. Cambridge phil. Soc. 44, 305—312 (1948). 

Für das Restglied, welches bei der Abschätzung der Anzahl der Darstellungen 
einer natürlichen Zahl n als Summe von s r-freien ganzen Zahlen, die noch = k 
(mod q) sein sollen, auftritt, fanden Evelyn und Linfoot (dies. Zbl. 8, 148) 
O (n®=?+2/0+1)+e), Verf. kommt durch seine mehr elementare Methode zu 
O (n®=2+8l(e—Dr+4 wlaEo)r K. Prachar (Wien). 

Renyi, Alfred: Über einen allgemeinen Satz der Wahrscheinliehkeitsreehnung 
und seine Anwendung in der Zahlentheorie. Casopis Mat. Fys., Praha «4, Nr. 3, 
167—174 und tschechische Zusammenfassg. 175 (1950) [Russisch]. 

Let Y, %, %,.... be random variables taking real values. The author proves a 
generalisation of the fact that y cannot be strongly correlated to many ofthe z,,... 


37 
if the latter are independent amongst themselves. Let AY(I) denote the event 
that y lies in the interval / and let 
ge Prob AMT 
"7.1, |Prob {A®m (1,)} Prob {A®r (7,)} 
We assume the existence of a A such that 


5 Fan Em) SA Air 
m,Nn= N 
for all real £,. We define Forcher ur ) by 
Bw) ehe -/ {esem (y) - eV) 


where ß(y) = e!(y?) is the on of y, e(y) and e4sın(y) are the expectation 
of y and the we of y on the assumption that xzEI, respectively, and 
V*(T) is the distribution function of x; the integral being in Burkill’ ssense. Then 
it is shewn that 


pP) SRHL eh) elyn). 


— The author concludes with an application to the ‚big sieve‘ of Linnik of a type 
required to prove that every even number is the sum of a prime and a number 
with a bounded number of prime factors. The present proof resembles the author’s 
earlier work. [See Ju. V. Linnik, Doklady (C.r.) Akad. Nauk SSSR 30, 290—292 
(1941), this Zbl. 24, 293; A. Renyi, this Zbl. 38, 186; 34, 24.] 

Cassels (Cambridge). 


Cudakov, N. 6. und Ju. V. Linnik: Über eine Klasse vollständig multiplika- 
tiver Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 74, 193—196 (1950) [Rus- 
sisch ]. 

Let h(n) be a completely multiplicative function satisfying the condition that 
|h(n)|= 0 or 1. Owing to the multiplicativity, }(n) is determined, if it is defined 
for all primes p. Let r be the number of primes for which k(p) #0, r certainly 
may be infinite. The authors proved that, if r is finite and (1) =, hin n) = OR); 


then r=1. Suppose that »,, -: 2 are the primes such that Ho ‚re. Lens 
be the principal character, mod 9, . . Then h(n)x(n) = h,(n) is again a completely 
multiplieative function and Oudak. ne and Rodosskij (this Zbl. 38, 187) proved 
that (1) would imply that =, h,(n)=0O (1). Therefore, we need only to prove 


the theorem for r= 2. — 1 >= gr andh(p) =E’,h(d)= er. "Then 
our problem is reduced to prove that the formula 


(2) 5 ele+my) _ O(1) 

pP "sa 
is false. The authors succeed to prove this assertion by means of a result due to 
Vinogradov and another due to Gelfond. Hua (Peking). 


Chowla, S.D. and T. Vijayaraghavan: On the largest prime divisors of numbers. 
J. Indian ’math._.Soe., .n. 8.11, 31—37 (1947). 

m sei eine natürliche Zahl, g (m) ihr größter Primteiler, ®(x, 6) die Anzahl der 
m <x mit g(m) >=, 0 <9 <1. Dann existiert lim ®(x,6)/x und ist eine 


>00 
in 0 <®@®<1 stetige Funktion £ (®) Fr den Eigenschaften: & (0,) > (6,), wenn 
930, un 20) =, he E (0) = Aus einer Integraldarstellung für die 


Funktion = ) ist aahtlich. daß diese in jedem Intervall 1/(k +1) <6 <1i/k, 
k=1,2,..., analytisch ist. B. Schoeneberg enbuait 


38 


Apostol, T. M.: Generalized Dedekind sums and transformation formulae of 
certain Lambert series. Duke math, J. 17, 147—157 (1950). 

Hn(r) = eritli2 JJ (1—e2r=i?) is Dedekind’s modularform, thenRademacher 
has shown [J. reine angew. Math. 167, 312—336 (1932); this. zbl. 3, 215] how 
certain arithmetical sums, called Dedekind sums, are associated with the trans- 
formation theory of log  (r). The author generalizes the results of Rademacher. 
For p an odd number define the generalized Dedekind sum S, (R, k) by 

+ ee 
( ) N 2 ) Br k 2 © 


vu=1 


where h and k are two integers and B,(x) is the socalled Bernoulli function 
oo 
B, (2): = rar 5 n-Perinz, It is shown that $, (h, k) satisfies the reciprocity 
PLA Sn 
formula DE 


P-+1) {RR 8, (h,k) + RIoS, (kN) =pByu, tert > (5 ) BB, hin 
s=o 


where h, k are two coprime integers and B,, B,,... are the well-known Bernoulli 
numbers. The case p = 1 gives the reciprocity formula for the ordinary Dedekind 
sums. It is also shown, following Rademacher, that (*) occurs in the transfor- 


[0,0] 
mation formula for @, (2) = En? x"/(1— a"). K.G. Ramanathan (Princeton). 


di 
Vinogradov, I. M.: Eine neue Vervollkommnung einer Methode zur Abschätzung 
von Doppelsummen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 73, 635—638 (1950) [Bus- 
sisch ]. : 
Let k be an integer, qg be a prime and y(n) be a non-principal character, mod q. 
At 1943 (Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 7, 17—34) the author proved that 


„re +H<Nt(Vig taN + NR), 


where the summation runs over primes 9 < N. This result gives non-trivial esti- 
mation only for the range N >g!*®. In the present paper the author extends 


the range of non-triviality: namely he proved that for 9/6 & N < g"!$ we have - 


ZrP HM <NE (enn, 

The method is based on the estimation of a double sum which is ingenious and 
creative. Hua (Peking). 

Vinogradov, I. M.: Verbesserung des Restgliedes einer asymptotischen Formel. 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 13, 97”—110 (1949) [Russisch]. 

Es bedeute A(— k) die Klassenzahl binärer quadratischer Formen mit der 
Diskriminante —k(k >0). Verf. gibt eine Verschärfung der Abschätzung des 
Restgliedes 


3 In 2 
1 R= Spy ee Lienen 
A Zr Rz): 
indem er beweist, daß R—=O(N%-&+e) mit beliebigem e>0 und Op = 105- 


Die Beweismethode ist allgemein anwendbar zur Gewinnung scharfer Abschätzun- 
gen des Restgliedes in Formeln für die Anzahl der Gitterpunkte in einem drei- 
dimensionalen Bereich. Z. B. gibt die Methode für die Anzahl der Gitterpunkte 
in einer Kugel vom Radius r die Abschätzung O (r»+-2&+®) für die Abweichung vom 
Inhalt der Kugel. Die Abschätzung von (1) wird auf ein Gitterpunktproblem 
mittels folgender Formel zurückgeführt: 


(2) Sch Dußh = 
: NS u DE 


a: Aa 
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wo F(T)=0 für T<1 und durch F(T) = @(T) + @&(T) —G,(T) -G,(P) für 


- T 1 definiert ist; dabei bedeuten 6, (7), G,(7T), G,(T), G,(T) die Anzahlen der 
8  Gitterpunkte in den Bereichen B,, B,, En B,; diese Ber eiche werden folgendermaßen 


definiert: 
® EN NE er ERERIE 
I HERNE a SM SR2; 
= NE A ER A a 
8 B,: 0 <Arz- YPST,ı=2, Ve 


13 (Siehe: I. M. Vinogradov, Izvestija (Bull. ) Akad. Nauk SSSR, VI. S. 11, 1347— 

1378 (1947), S. 1372.] Die Abschätzung der Anzahl der Gitterpunkte in den Be- 

zeichen B,( = 1,2, 3, 4) wird auf frühere Ergebnisse des Verf. [s. Izvestija Lenin- 

grad. Politechn. Inst. 30, 31—52 (1927) und Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. 
 Steklov 9, 17—38 (1935); dies. Zbl. 12, 150] bezüglich der Abschätzung gewisser 

' Exponentialsummen zurückgeführt. A. Renyi (Budapest). 

Li Davies, €. S.: The minimum of an indefinite binary quadratie form. Quart. 
- J. Math. (Oxford II. 8.) 1, 241-242 (1950). 

Ist f(x, y) eine indefinite binäre a Form mit der Diskriminante d, 

80 0 „gibt es ganze Zahlen 2,y=#0,0, so daß |f(x, 9) | s (d/5)*. Dabei gilt das 

— „Zeichen nur für die mit hl (,y)=a(® — xy — Y) äquivalenten Formen. Für 
alle anderen Formen gilt If, y) | s (d/8)%. Dabei gilt das = -Zeichen nur für die 
mit f,(&,y) =a (2a? —2xy— y”) äquivalenten Formen. Für diese bereits mehr- 
mals bewiesenen Sätze gibt Verf. einen einfachen, arithmetischen Beweis. Er zeigt: 
Ist m die untere Grenze von |f(x, y)| für alle ganzzahligen x, y=# 0,0, k = d/m?, 
so gibt es keine Formen f(x, y)Jmit 0 <k <5 oder 5 <k<8 oder 12 <k <13. 
Es gilt k=5 bzw. k=3 nur für die mit f,(%, Y) bzw. fi (x, y) äquivalenten 
Formen. Hofreiter (Wien). 

Bianey, H.: Indefinite ternary quadratie forms. Quart. J. Math. (Oxford 
II. S.) 1, 262—269 (1950). 
Let @ (x, y, z) be an indefinite ternary form of determinant D <0. Then it is 
shown that for any real xy, Yg; 2, there are integers x, y, z such that 
<Q( +2, 4y+Yy,2+%) S|4DE. 

The sign of equality -is needed when and only when Q (2 +2,Y + Yu»? + %) 
is equivalent to a positive multiple ofeither &® + yz or «— y) (x -+-y-+1) + 22°. 
This is a one-sided analogue of a result of Davenport (this Zbl. 30, 297). The author 
remarks that the best possible constant for D>0 must be between 2 D% and 
3 D% but that the problem is apparently more difficult. A lemma of independent 
interest is that there is some 6 >0,04 such that 6|4D3 <Q (x, 9,2) <|4D it 
has always integer solutions. Cassels (Cambridge). 

Davenport, H.: Note on a binary quartie form. Quart. J. Math. (Oxford II. 8.) 
1, 253—261 (1950). 
If x, y are homogeneous binary forms of unit determinant in the variables 


u,vit isshown that integers u, v, not both zero, exist such that |x? (x? — y?) | = Be 2 
"This is a best possible result, since forms exist for which the equality sign is required. 
Cassels (Cambridge). 

Lochs, Gustav: Über die Lösungszahl einer linearen, diophantischen Un- 
gleiehung. J.-ber. Deutsche Math.-Verein. 54, 1. Abt., 41—51 (1950). 

Die Lösungszahl N(a,x) der Ungleichung %,%, 4°" +9. St mit 

- positiven Zahlen x, in ganzen nichtnegativen x, ist schon mehrfach Gegenstand 

von Untersuchungen gewesen [zuerst sehr eingehend für m — 2 Hard Little 

- wood, Proc. London math. Soe., II. S. 20, 15—36 (1921); Abh. math. Sem. Univ. 

Hamburg 1, 212—249 (1922)]. Ohne weitere Voraussetzungen über die arithmetischen 


a a 
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REN 


Eigenschaften der a, kann lediglich 
MN. 200, NR, 2) 2 OR) 

erhalten werden; Verf. zeigt, daß dies unter rationaler linearer Unabhängigkeit 
zwar zu 

m! u &mN (&, x) — gm = 2 m (& h ee On) cm—1 Se OA) | 
verbessert werden kann, daß aber der Rest allgemein nicht durch o (a1 (z)) | 
mit einem noch so langsam gegen Null abnehmenden (von &],...,&, stetig ab- | 
hängenden) & (x) ersetzt werden kann. Die Beweismethode ist über die Euler- | 
MaecLaurinsche Summenformel induktiv nach der Gliederzahl m; es können auch | 
allgemein gültige polynomische Abschätzungen von N (a, x) nach oben und unten 
angegeben werden (vgl. H.D. Lehmer, dies. Zbl. 24, 149). Entsprechende und 
unter schärferen arithmetischen Voraussetzungen weitergehende Resultate hat schon 
D.C. Spencer [dies. Zbl. 22, 309; J. Math. Phys., Massachusetts 21, 189ff. (1942)] 
erhalten, das gleiche Resultat unter der schwächeren Voraussetzung, daß wenigstens 
ein Quotient &„/&, irrational sei, W. Specht (dies. Zbl. 34, 315). — Zur Prioritäts- 
frage: Die Arbeit des Verf. ist bereits im Jahre 1942 als Manuskript eingereicht, 
jedoch erst 1950 im Druck erschienen. Specht (Erlangen). 

Mahler, K.: On lattice points in polar reeiprocal convex domains. Proc. Akad. 
Wet., Amsterdam 51, 482—485 (1948). 

Let k, K be two symmetric convex domains in the (x, y)-plane polar reci- 
procal with respect to the unit cirele. Then the lattice constants A(k), A(K) satisfy 
4 <A(k) A(K) <$. The lower bound is attained when %k, K are respectively the 
squares |=| <1, |y| <1 and |z| + |y| <1; the upper bound is attained when 
both are the unit circle. Cassels (Cambridge). 

Walfisz (Val’fi$), A. Z.: Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 
XV. Akad. Nauk Gruzinskoj SSSR, Trudy Tbilissk. mat. Inst. 17, 259—279 (1949) 
[Russisch]. 

Let r,,(r) be the number of representations of n as the sum of 2k squares and 
Ayl)=1+ I r,,(n). Then for k>6 it is proved that 

n= 


x 


zik ak zur ER R 5 
Ay,(X) = Ten - TS {Z (k)}1 wa a 1(k —1) D;, e a ar O («%3l2) 
N PR NEE R R x 
where Z(k) = > —) u* and %,, D,, are finitely oscillating functions of & 
Rn 


defined by series. If 2 


k, for example, 


Pu = Zutyp(Z) + NR Sr, g) 
21u 1 2|g 
where ya)=2-R]- 5; Fean)=$% if plan) <0,=—} if wen) >0. The proof 
involves much manipulation of complicated expressions (a single chain of equalities 
oceupies 31 lines of print) and is stated to follow a proof of a weaker result [Akad. 
Nauk Gruzinskoj SSR, Trudy Tbilissk. mat. Inst. 17, 245258 (1949)]. It depends 
on the transformation of a „singular series“ estimate for A,, [Landau, Math. Z., 
Berlin 21, 126-132 (1924)]. Cassels (Cambridge). 
Bochner, S. and K. Chandrasekharan: Summations over lattiee pointsin K -space. 
Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 19, 238—248 (1948) 


&® 5 PR 

Reihen von der Gestalt De es UM) 
a nAra)l2 

Zahlentheorie auf. Es ist nämlich nach G.H. Hardy [Proc. London math. Soc. 

IT. S. 15, 192—193 (1916)] { 


treten in der geometrischen 


a oo Ge ee 
Ws We 2" m Tl 4a) aıtap DW 2 ryne) 


n=1 nare)l2 


hier bedeutet 


Be BAR Selen Arne. ka n)er(n), 
br n+tn=n NnSX 
 & und x nicht-negative Zahlen, Jı..„(x) die Besselsche Funktion von der Ordnung 
1-+a&. Die obige Identität ist im Falle « = 0 nur für nicht-ganzes & gültig. — 
(1) wurde von mehreren Autoren, namentlich von Wilton [J. London math. Soe.. 
2, 227—233 (1927) und Proc. London math. Soc., II. S. 29, 168—188 (1929)] und 
Dixon-Ferrar [Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 5, 48—63, 172—185 (1934); dies.. 
Zb1.9, 9,341] auf mehrere Dimensionen und auf allgemeinere Bereiche alsdie n-dimen- 
 sionale Kugel, namentlich auf mehrdimensionale Ellipsoide verallgemeinert. Bei 
diesen Problemen treten statt der konvergenten Entwicklung (1) summierbare 
Reihen auf. — Verff. betrachten in der vorliegenden Arbeit allgemeinere Reihen 
von der Gestalt 
72(n,h) Igrzp (Zr yYne) : P = y 2riln, hıt+n,h,) 
(2) 2 nr 2016 " u: K OReE 


wobei P(&%,, %, -. -, %,) eine positiv-definite symmetrische quadratische Form ist,, 
y >0. Es werden Summabilitätssätze über die Reihen (2) abgeleitet. Sie enthalten 
die bisherigen Resultate, gehen aber darüber hinaus. Die folgenden Sätze seien er- 
wähnt: Satz 5. Es seien A, die Werte von P(z,...,2,.) für ganzzahlige x, 
0<A,)<Ag:::. Die Reihe 

Ems h) Iup (ArEyAn) 
> Bat r/a-a 


— 


ist für y>4(z—1)-+2q (R;/),y)-summierbar (für die Definition der Riesz- 
schen Summierbarkeit vgl. z. B. Hardy: Divergent series, Oxford 1947, p. 86; 
dies. Zbl. 32, 58); ihre Summe ist für ö=n, q=n-+1, n-+2,...(n=0,1,...) 
gleich Null. Satz 7. Ist & nicht-ganz, n=20 und !<}(1—-x—n) so ist 


[0,0] = 

SE r,(n,h)e?"iö\n n!® (R;n, n)-summierbar, wobei 

N 

N N 
tat tHngen 


bedeutet. P. Szüsz (Budapest). 


Chabauty, Claude: Limite d’ensembles et geome6trie des nombres. Bull. Soc. 
math. France 78, 143—151 (1950). 

The article begins with a simple new proof of K. Mahler’s compactness theorem. 
for lattices [Proc. R. Soc., London, A187, 151—187 (1946)] which is then extended 
to a general class of groups, as follows. Let 7 be a locally compact unimodular 
group covered by an enumerable set of neighbourhoods the closure of which is com- 
pact; there exists thus the Haar measure in T. If @ is a discrete subgroup of T', 
denote by m (G) the measure of the space T7'/@ of residue classes x@ where xET. 
Then m(@) > 0; @ is called a lattice (reseau) if m(@) <oo. Assume there exists a 
fundamental system of neighbourhoods of the unit element e of T such that the 
frontier of each such neighbourhood is of zero measure. One has now the following 
result. „Let (G,) be an infinite sequence of lattices such that (i): there exists an 
open neighbourhood V of e such that @&,n V ={e} for all r; (ü): there exists 
a finite constant M such that m(G,) <M for allr. Then an infinite subsequence 
(G,,) of (G,) can be selected which tends to a new lattice @, and this lattice @ has the 
two properties, (a): En V = {e}, and (b): m (G) < lim inf m (G,.).“ — Buppose 

r’— 00 
that the following further condition is satisfied: (ii): There exists in 7 an open 
set S of finite measure such that $-@, = T forallr. Then (b) may be replaced by 


the stronger relation, (ec): m (G) = lim m (G,.). Mahler (Manchester). 
r’—> 00 
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Monna, A. F.: Sur un th6or&me de M. J. F. Koksma concernant la theorie des 


approximations diophantiques. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 51, 457—469 (1948). 

A generalisation to sequences of locally-compact topological groups of a theorem 
of Koksma [Proc. Akad. Wet., Amsterdam 43, 211—214 (1940); this Zbl. 22, 309] 
itself a generalisation of the well-known theorem that |m® — n| <®(m) has almost 
always a finite number of integer solutions m #0,n if Z®(m) <o. The enun- 
ciation is too complicated to be given here; the proof is substantially Koksma’s. 


An application is the following: Let ®(x2) >0, A(x) = 0, and f(x) be defined for i 


©=1,2,..:. Suppose Z®(x) <o, 29(2) |Ak&)T.-<&. Then 
|. Al) -y—-fa)| <P(x) 


has a finite number of integer solutions x, y for almost all«. There are also appli- I 


. ‚cations to p-adie numbers. Cassels (Cambridge). 


Rado, R.: An arithmetieal property of the exponential funetion. J. London 
math. Soc. 23, 267”—271 (1949). 


Durch Verallgemeinerung des Beweises von J. Niven (dies. Zbl. 37, 314) wird 
folgender Irrationalitätssatz gezeigt: Für die reellen Funktionen fi(&), f(%), - - -. 


f(x) bestehe ein System von Differentialgleichungen 
. N 
ka Z.h@) (sr 
\ = 


mit rationalen Koeffizienten c,, derart, daß deren Determinante |c,,|=#0 sei. 
Dann ist für jedes rationale x, mit möglicherweise einer einzigen Ausnahme 
wenigstens eine der Zahlen f,(%,), fg(%o)s - + -; fn(%) Irrational. Als Anwendung 
dieses Satzes folgen dann unschwer Irrationalitätsergebnisse für gewisse Exponen- 
tialausdrücke. Th. Schneider (Göttingen). 


Dietrieh, Verne E. and Arthur Rosenthal: Transcendenee of faetorial series | 


with periodie eoeffieients. Bull. Amer. math. Soc. 55, 954—956 (1949). 
In der kurzen Arbeit wird in naheliegender Weise aus dem Lindemannschen 
Satz über die algebraische Unabhängigkeit algebraischer Potenzen von e, bei im 


Körper der rationalen Zahlen linear unabhängigen Exponenten, gefolgert, daß jede 
[e,0] 


= a A . r MR: 

Potenzreihe ®(z) = I —" 2" mit algebraischen Koeffizienten a 
ri % 

odische Folge bilden, für jedes algebraische z + 0 einen transzendenten Wert besitzt. 


Th. Schneider (Göttingen). 


Brauer, Alfred and Nathaniel Macon: On the approximation of irrational 
numbers by the eonvergents of their continued fraetions. I, II. Amer. J. Math. 71, 
349—361 (1949), 72, 419—424 (1950). 

Es seien A, und B, (r—=1,2,...)Zähler und Nenner der Näherungsbrüche 
der regulären Kettenbruchentwicklung einer positiven irrationalen Zahl €, und es 
werde A, durch |& — A,/B,|=1/A, B?, eingeführt. Dann ist das Ziel des ersten 
Teiles, folgende Verallgemeinerung eines Satzes vonE. Borel [J. Math. pur. appl., 
V. 8.9, 329—375 (1903)] zu beweisen: Sei t irgendeine Zahl der Form 3m + 2 
bei ganzzahligem m; dann existieren in jeder Folge von t aufeinanderfolgenden A, 


entweder wenigstens m -- 1 Elemente, die V5 übersteigen, oder wenigstens m 
Elemente, die größer als 3sind. Am Schluß werden Resultate über die Summen von 
mehr als 2 aufeinanderfolgenden 7, hergeleitet. Diese letzteren Untersuchungen 
werden im zweiten Teil fortgeführt und liefern die interessanten Ergebnisse: Für 


die eine peri- 


n> 


- * . k == 1 

jede Irrationalzahl £, jedes k >0 und jedes n Sit 3 An+x>k+2F,; anderer- 
” * . GL 0 

seits lassen sich zu jedem ganzen k und zu jedem e > 0 derartige irrationale Zahlen 


“ .. . ” k—1 
& finden, daß für unendlich vielen 5 „ı,„<k-+2 F,--e erfüllt ist; dabei sei 
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I wenn mit f, die Zahlen von Fibonacei bezeichnet werden. $ 
Schließlich wird noch bewiesen, daß für jede Irrationalzahl & der Grenzwert 


ß et ER \ ? : e : 
km’ 173, 2 v5 ist. Sämtliche Beweise sind elementar. : Th. Schneider. 
m — 00 m N) 


Mahler, Kurt: On the continued fraetions of quadratie and eubie irrationals. 
Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. S. 30, 147—172 (1949). 

Verf. wendet auf die Dysonsche Verschärfung des Thue-Siegelschen Satzes 
(dies. Zbl. 30, 21) eine schon früher von ihm ausgeführte Methode [Proc. Akad. 


_ Wet., Amsterdam 39, 633—640 u. 729—737 (1936); dies. Zbl. 14, 205] an, die sich 


‚auf die Berücksichtigung der Primfaktorzerlegung von Zähler und Nenner der 
Approximationsbrüche bezieht, und zeigt: Ist £ algebraisch vom n-ten Grade, und 
hat |E—p/g| <q" unendlich viele Lösungen in Brüchen »/q = p,/q,, wobei der 
größte Primfaktor von 9 > 1 beschränkt ist, so muß u <Vn sein. Daraus folgt 
unmittelbar, daß für quadratisches oder kubisches reelles irrationales £ der größte 
Primfaktor von q, mit n gegen Unendlich strebt. Dasselbe gilt für den größten 
Primfaktor von p,. Damit wird ein in obengenannter Arbeit das Verf. bewiesener 
Sitz, daß bei reellem algebraischem £& der größte Primfaktor des jeweiligen Nenners 


der regulären Kettenbruchnäherungen nicht beschränkt ist, in den Spezialfällen, 


daß &E vom 2. und 3. Grade ist, etwas verschärft. 
Th. Schneider (Göttingen). 

Mahler, K.: On Dyson’s improvement of the Thue-Siegel theorem. Proc. 
Akad. Wet., Amsterdam 52, 1175—1184; Indag. math., Amsterdam 11, 449—458 
(1949). 

Es wird ein vereinfachter direkter Beweis für das Hauptlemma in dem Beweis 
von Dysons Verschärfung des Thue-Siegelschen Satzes (dies. Zbl. 30, 21) gegeben, 
‚der lautet: Ist & algebraisch irrational vom Grade n und u positiv, und hat die 
Ungleichung |E— p/g| <q" unendlich viele Lösungen in rationalen Zahlen p/q, so 
folgt u <y2 n. Das Hauptlemma wird hier in folgender Form bewiesen: Seien 
ö, 09 01; -.-;0, #R + 2 reelle Zahlen, die den Ungleichungen 0 <ö<1,0<,<s1, 
0<9,<1,..,0<6, <1 genügen, und seien r und s zwei ganze Zahlen mit 
s >5/6ö,r Z5(n—1)s/26. Sei weiter R(z,y) #0 ein Polynom von Graden 
<rinz und <sin y mit Koeffizienten aus einem Körper X der Charakteristik 
Null. &,...,&, und 79:21 seien schließlich zwei Mengen von Elementen 
aus K, derart, daß die Elemente jeder einzelnen Menge voneinander verschieden 
sind. Ist nun 


2i+j | } , A 
N) a a pe 
il jlox oy |a=E,y=n, r 8 
dann folgt 
2 +09+-.--+9 <S2+0. Th. Schneider. 


Gel’fond, A. O.: Über die algebraische Unabhängigkeit algebraischer Potenzen 
von algebraischen Zahlen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 64, 277— 280 (1949) 
[Russisch ]. 

Mit.einem knapp skizzierten Beweis wird gezeigt: Ist x eine algebraische Zahl 
3. Grades und a # 0,1 beliebig algebraisch, so sind a* und a“ im Körper der ratio- 
nalen Zahlen voneinander algebraisch unabhängig. Zum Beweis geht man aus von 
{@) #0, einem Polynom in a?, a*? und a” mit Koeffizienten, die selbst Polynome 
in a* mit ganzen rationalen Zahlkoeffizienten sind, derart daß f( (f) für s-te 
Ableitungen von der nullten bis zu einer gewissen Ordnung an Stellen 

t=h,+ha +08 


mit ganzen rationalen beschränkten 1, verschwindet, und zeigt zunächst, daß für 
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geeignete andere Werte s und t der obigen Gestalt wenigstens ein f®) (&) +0 wird. 
Unter der Annahme, a* und a”* seien voneinander algebraisch abhängig, zeigt man 
nun für hinreichend großes q die Existenz zweier Polynome P, (ax) ( =1, 2) mit. 
ganzen rationalen Koeffizienten von den Graden n, und den Höhen H, mit 
0<])P, (ae) <erHth ring, max [n, in 4] < A, 922 Ing 
und Er 
0<|P,(a®)|<e-A=Vine, max [n,In A, <o <2, 0°? Img, | 

wobei P, (x) irreduzibelund mit teilerfremden Koeffizientenist. Daraus ergibtsichein 
Widerspruch. Zum Schluß werden ohne Beweise Verallgemeinerungen des Satzes 
mitgeteilt, von denen die nächstliegende in der nachstehend besprochenen Arbeit. 
des Verf. ausgeführt ist. Th. Schneider (Göttingen). 

Gel’fond, A. 0.: Über die algebraische Unabhängigkeit transzendenter Zahlen 
gewisser Klassen. Uspechi mat. Nauk 4, Nr. 5 (33), 14—48 (1949) [Russisch]. 

Verf. baut seine Methode, die er in einer früheren Arbeit (s. vorsteh. Referat) 
dargestellt hat, zur Gewinnung von drei Hauptsätzen aus, aus denen er Folgerungen 
über eine gewisse algebraische Unabhängigkeit spezieller Potenzen zieht. Die 
wichtigsten Folgerungen aus den Hauptsätzen lauten, wenn unter @=+0,1 eine 
algebraische und unter r = 0 eine rationale Zahl verstanden wird: 1. Ist 5 alge- 
braisch und nicht niederen als 3. Grades, so sind a?, a, a®, ad unmöglich alge- 
braisch durch eine von ihnen ausdrückbar, 2. sind a”, a”, a5”, a“ nicht sämtlich 
durch eine vonihnen algebraisch darstellbar, insbesondere muß mindestens eine dieser: 


D 2 3 .. . 3 . . 
Zahlen transzendent sein. 3. e®, e”, e®” können nicht sämtlich durch ealgebraisch dar- 
. . . A 2r 
gestellt werden, und es ist mindestens eine derselben transzendent. 4. aa, ana, 


a!n”@ sind nicht sämtlich durch In a algebraisch ausdrückbar, und mindestens eine 
derselben ist transzendent. Hieraus folgt die Transzendenz mindestens einer der 
Zahlen e”", &®”", e”". Die gleiche Methode liefert folgende Abschätzung für 
In & 
In ß 


e > (triviale Fälle ausgeschlossen) 


Kata) exp [- a + In A) In?+:(n + In Ay} 5 


n? 
a) 


wobei H die Höhe und n den Grad von P bezeichnen. — Zur Erzielung dieser Er- 
gebnisse werden Approximationseigenschaften in einem Körper R, untersucht, wobei 
R, durch Adjunktion einer Transzendenten zum Körper der rationalen Zahlen 
und AR, durch weitere Adjunktion einer Wurzel einer algebraischen Gleichung, 
deren Koeffizienten Polynome aus R, sind, entstehen. Die Methode, die in ihrer 
Durchführung einen nicht unerheblichen Aufwand verlangt, verspricht weiter 
ausbaufähig zu sein. Th. Schneider (Göttingen). 

o Siegel, Carl Ludwig: Transcendental numbers. (Annals of Mathematics 
Studies, Nr. 16.) Princeton, N. J.: Princeton University Press 1949. VIII, 102 p.; 
$ 2,00. 

Das Buch stellt nach den Ausführungen des Vorworts bis auf kleine Abweichungen die 
Wiedergabe einer in Princeton während des Frühjahrs 1946 gehaltenen Vorlesung dar. Es ent- 
hält eine Darstellung der wichtigsten Entdeckungen auf dem Gebiete der transzendenten Zahlen 
während der letzten 30 Jahre. Es ist bei dem knappen Umfangund der ausführlichen Darstellung 


der Beweise nur zu verständlich, daß keinerlei Vollständigkeit angestrebt wird und sich Verf. 
auf die methodisch interessantesten Untersuchungen beschränkt hat. — Im 1. Kap. wird die 


Exponentialfunktion e” untersucht. Vorangestellt werden die einfachen Methoden zur Fest- 


stellung der Irrationalität von e“ für rationales « & 0 und von nz und tg a für rationales «a #0. 
Diese werden dann folgerichtig zu Transzendenzuntersuchungen ausgebaut, indem man zuerst die 


Frage der Approximation der Null durch eine Näherungsfunktion P,(x) &° +... + Pag) em 


die Transzendenzmaße von a? und bei algebraischen Zahlen a, 5b, &, ß und 


>exp{—n?(n + In H)?+2, 
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mit komplexen Koeffizienten @,,...,0, und Polynomen P,(&),..., P„(x) behandelt. Es 


wird damit die Transzendenz von e” für reelles algebraisches a + 0 hergeleitet. Dieser Beweis 
läßt den ursprünglichen Hermiteschen Beweisansatz gut erkennen. Daran anschließend wird 
‚die Methode noch benutzt, um den Lindemannschen Satz zu zeigen. Allerdings wird auf die 
Herleitung eines Transzendenzmaßes verzichtet. Der Zusammenhang des vorgetragenen Be- 


 weises mit einem Interpolationsreihenansatz, der auch zur Transzendenz von e” führt, wird 
zum Schluß aufgezeigt. — Das 2. Kap. stellt die Ergebnisse des Verf. über die Besselschen Funk- 
tionen dar. (©. L. Siegel, Abh. Preuß. Akad. Wiss. 1929, Nr. 1, 70 S.) In diesen Untersuchun- 
gen ist der Hermitesche Ansatz zu einer weitreichenden direkten Methode vertieft, die auf Funk- 
tionen, die gewissen linearen Differentialgleichungen genügen und zusätzliche arithmetische 
Eigenschaften besitzen, anwendbar ist. Von diesen Funktionen vom Charakter hypergeometri- 
scher Reihen wird kein Additionstheorem benötigt, da man sich auf eine Potenzreihenentwick- 
lung beschränkt. Die Methode liefert nicht nur Transzendenzaussagen, sondern gleichzeitig 
Ergebnisse über algebraische Unabhängigkeit gewisser transzendenter Zahlen, z. B. der Werte 
der Besselschen Funktion J,(£) und J, (£), die danach für algebraisches &=+ (0 nicht durch 
‚eine nichttriviale algebraische Gleichung mit algebraischen Koeffizienten miteinander ver- 
knüpft sein können. Es wird mit einer ganzen Reihe von Anwendungen und Verallgemeine- 
rungen geschlossen. Diese Darstellung unterscheidet sich von der Originalarbeit besonders 
vorteilhaft dadurch, daß hier der Beweis in eine ganze Reihe von Hilfssätzen, die großenteils 
für sich von Interesse sind, zerlest ist, ohne daß dabei der Beweisgedanke zu sehr in den Hinter- 
‚grund treten würde. Dadurch wird die Lesbarkeit dieser schönen Untersuchungen ganz wesent- 
lich erleichtert. — Das 3. Kap. ist der Lösung des 7. Hilbertschen Problems gewidmet. Es 
wezden nach einer kurzen einleitenden Betrachtung über den Gelfondschen Beweis der Trans- 
zendenz von e” aus dem Jahre 1929 die kurzen Beweise der Transzendenz von a” (für algebrai- 
sches « = 0,1 und irrationales algebraisches b) von Ref. (dies. Zbl. 10, 105—106) und von A. Gel- 
fond (dies. Zbl. 9, 53; 10, 393) vorgetragen und dann einander gegenübergestellt. Kap. IV 
gibt die Ergebnisse des Ref. über transzendente Werte der elliptischen Funktionen und der 
Modulfunktion (dies. Zbl. 14, 204) wieder, die durch Ausbau der in Kap. III dargestellten Me- 
thoden gewonnen werden. Abschließend werden ohne Beweis Verallgemeinerungen dieser 
Untersuchung auf Abelsche Integrale und ein daraus folgendes Transzendenzresultat der Beta- 
funktion (Ref., dies. Zbl. 24, 155) mitgeteilt. — Die einzelnen Kapitel sind unabhängig von- 
‚einander lesbar, insbesondere ist zum Verständnis von Kap. III und IV höchstens Kap. TI als 
Einführung ganz zweckmäßig, während Kap. II hierzu ganz überschlagen werden kann. — Es 
ist offensichtlich, daß Verf. die Absicht hatte, die beiden fruchtbarsten Methoden zur Gewinnung 

_ von Transzendenzresultaten, so wie sie bis 1948 bekannt waren, auszuführen, und es ist zu er- 
‘warten, daß die klare und gut geordnete Darstellung dem bisher wenig bekannten Gebiet zu 
einem größeren Interessentenkreis verhelfen wird. Th. Schneider (Göttingen). 


Analysis. 
Allgemeines: 

e Clark, C.: College mathematies. New York: Prentice-Hall 1950. VI, 331 p. 
46 tables. $ 3,85. 

e Daus, P. H. and W. M. Whyburn: First year college mathematies with appli- 
cations. New York: The MacMillan Co. 1949. XVI, 495 p. $ 5,00. 

Fraenkel, Abraham Adolf: Problems and methods in modern mathematies. II. 
‘Scripta math., New York 15, 169—182 (1949). 

e Kärmän, Th. de et M. A. Biot: Les methodes mathematiques de Pingenieur. 
— Traduit de l’anglais par W. G. Barrois. Paris: Beranger editeur 1949. 

e Mereier, A.: TraiteE de mathematiques d’apres les programmes des Eeoles 
Nationales d’Arts et Metiers. J. (Bibliotheque de I’Enseignement Technique. Cycle 
de l’Ingenieur.) Paris: Dunod 1949. XI, 868 p., 1960 fr. 

Questo trattato & dedicato a coloro che hanno bisogno di applicare a problemi pratici 
-o tecnicii metodi matematici speditamente e senza inciampi di natura critica. Perciö la parte teo- 
rica &ridottaal minimo, talvolta quasiadunformulario, mentre parte preponderante hannole appli- 
cazioni, particolarmente a problemi di ingegneria. Da questo punto di vista, come utile raccolta 
.di esereizi svariati ed interessanti, il libro puö essere utile palestra anche per coloro che hanno 
maggiori esigenze critiche. Resta aperta la questione, forse insolubile, se il pubblico a cui il 
libro & dedicato poträ ricevere da esso quel tanto di padronanza dei metodi esposti da riuscire 


ad usarli con propriet& anche quando si esca un po’ dagli schemi contemplati nel libro; a cio 
Tiusciranno certamente gli allievi che possiedono un forte intuito fisico, dal quale potranno avere 


n = 
N 
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la guida per sopperire alle lacune della loro preparazione ‚matematica. Questo Primo volume: ; 
& diviso in dieci capitoli, i cui titoli sono sufficienti a far capire quali siano gli argomenti trattati. 
I° Algebra e trigonometria (Calcolo algebrico, equazioni lineari e determinanti fino al 3 ordine, 
equazioni e disequazioni di 2° grado, progressioni e logaritmi); 11° Vettori, Geometria 
e proiettiva (Calcolo vettoriale, geometria analitica e proiettiva della retta e del piano); II 
Funzioni di una variable reale (Derivate e differenziali, studio delle funzioni); iv Sviluppo 
in serie di una funzione (serie, serie di potenze, serie di Fourier); Vz Funzioni vettoriali di una 
variabile scalare; VI° Studio delle curve piane e gobbe (curve in coordinate cartesiane © polari, 
curve definite come inviluppi); VII° Esempi di curve (coniche, epicicloidi, ece.); VIII® Fun- 
zioni di pitı variabili, massimi e minimi; IX° Geometria delle superficie curve (Quadriche, 
rigate, superficie di rotazione); X° Geometria descrittiva (Metodo di Monge, rappresentazione 
di aleune figure notevoli). £ Sandro Faedo (Pisa). 

e Rimini, Cesare: Fondamenti di analisi matematica con applicazioni. — Vol. I. 


Bologna: Nicola Zanichelli 1949. XX, 560 p. f 

Das zweibändig angelegte reichhaltige Werk, von dem der erste Band vorliegt, soll der- 
Einführung in die allgemeinen und grundlegenden mathematischen Schulgebiete dienen und 
hat — nach verschiedenen an den Verf. gerichteten Wünschen — Aufschluß über „tutta la 
analisi che serve‘ zu geben. Insbesondere will das Werk auch den Bedürfnissen der propädeuti- 
schen Vorlesungen für Ingenieure, Physiker, Chemiker usw. Rechnung tragen. So finden sich 
zahlreiche entsprechende Hinweise und Anwendungen etwa im Gebiet der Kinematik und 
Elektrotechnik. Erstes Anliegen des Verf. bleibt jedoch ein gut durchdachter, möglichst streng 
und zuverlässig entwickelter Aufbau der Elemente der reinen Mathematik. In dichter, mit 
zahlreichen Kleindruckstellen versehener Darstellung, die mit sorgfältig gezeichneten Figuren 
illustriert ist, wird ein vielschichtiger Stoff bewältigt. Hinsichtlich Stoffwahl und Breite der 
Darbietung läßt sich ein Vergleich vielleicht am besten mit dem im deutschsprachigen Fach- 
 schrifttum bestens bekannten dreibändigen Werk von K. Knopp: H. v. Mangoldt’s Einführung 
in die höhere Mathematik, 7. Aufl., Leipzig 1942 (dies. Zbl. 27, 203) ziehen, wobei die zwei ersten 
Bände etwa dem hier zu referierenden ersten Band entsprechen. Einläßlicher informiert die 
folgende sich über den Inhalt der 12 Kapitel erstreckende Übersicht: 1. Komplexe Zahlen. 
2. Determinanten; lineare Gleichungen; lineare und quadratische Formen. 3. Zahlenmengen; 
Funktionen. 4. Zahlenfolgen; Funktionenfolgen. 5. Stetige Funktionen. 6. Asymptotik für 
Klein und Groß. 7. Ableitung und Differentiale bei Funktionen von einer und mehreren Va- 
riablen. 8. Anwendungen (Unbestimmte Ausdrücke, Interpolation, Taylorsche Formel, Im- 
plizite Funktionen, Elimination usw., Extrema). 9. Reihen; elementare Funktionen im Kom- 
- plexen. 10. Vektoren. 11. Geometrische und kinematische Anwendungen (Ebene und räum- 
liche Kurven; Flächen; Kinematik). 12. Algebra (Polynome, Fundamentalsatz usw.). — Es 
ist an sich selbstverständlich, daß ein so inhaltsreiches Werk zahlreiche Stellen aufweist, die 
sich in sachlicher und methodischer Beziehung nicht genau mit der entsprechenden Auffassung 
eines kritischen Lesers decken. Der Ref. möchte einige wenige Punkte herausgreifen, die ihm 
im vorliegenden Fall erwähnenswert erscheinen: a) Verf. macht von der oft geübten Möglich- 
keit gelegentlich Gebrauch, das Unendliche des reellen Zahlenraumes als eine uneigentliche Zahl 
(Punkt) zu handhaben, der etwa als Häufungspunkt einer nichtbeschränkten Punktmenge 
dienen kann und gewissen Sätzen (Bolzano-Weierstraß; S. 58) weitergehende Geltung verschafft. 
Die Tendenz innerhalb der neueren Analysis, welche das Ziel befolgt, diese möglichst von Un- 
klarheiten und Zwiespältigkeiten zu reinigen, betont immer stärker, daß die Zeichen oo bzw. 
— co und -+oo lediglich kurze Symbole für Sachverhalte sein dürfen, die sich im Bereich der 
eigentlichen Zahlen umständlicher erklären lassen. Interpretationen wie die obige und An- 
schriften wie beispielsweise lim a,—= +oo sind bei dieser strengeren Einstellung zu ver- 
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meiden oder zu ersetzen. b) Die Einführung des Lebesgueschen Maßbegriffs (S. 64—68), welche 
allerdings nur skizzenhaft erfolgt, überrascht etwas an einer Stelle, wo die ersten grundlegenden 
Elemente der Analysis aufgebaut werden und z. B. die Theorie der konvergenten Zahlenfolgen _ 
noch nicht entwickelt ist. Verf. erwähnt den Jordanschen Inhalt für Nullmengen nebenbei 
(8. 67). Eine völlige Umgehung des Jordanschen Inhalts in einem einführenden Werk ist aber 
im Hinblick auf die große Anschaulichkeit dieses historisch wichtigen Begriffs und des damit. 
verbundenen didaktischen Wertes nicht sehr zu empfehlen. c) Die Ausführungen über Zahlen- 
folgen (S. 77 ff.) tragen der Tatsache zu wenig Rechnung, daß Zahlenfolgen und abzählbare. 
Zahlenmengen begrifflich völlig verschieden sind. Die in vielen Lehrbüchern immer wieder- 
kehrende sich hierauf beziehende Unklarheit wird z. B. dort deutlich merkbar, wo sich der Verf. 
nachträglich veranlaßt sieht zu bemerken, daß ein sich unendlich oft in der Folge wiederholender 
Zahlwert auch als Häufungspunkt der Folge betrachtet werden könne (S. 78). Eine solche 
nachträgliche Konzession bei einem so fundamentalen, früher korrekt definierten Begriff (S. 57), 
welche nur nebenbei angebracht wird, dabei für die richtige Lesung entscheidender Kriterien 
wesentlich ist (S. 81), bringt Unsicherheit und drängt sich auch nicht auf, wenn die beiden 
Begriffsbildungen Folge und Menge nicht miteinander vermischt werden. — Abgesehen von 
dilemmatischen Punkten solcher Art, bei welchen die Auffassungen der Fachleute ohnehin aus- 
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einandergehen, bleibt das Buch sachlich durchaus korrekt. Die sorgfältige textliche Ausarbei- 
tung und gefällige Ausstattung wird ihm den Erfolg gewiß sicherstellen. 
H. Hadwiger (Bern). 


Mengenlehre: 


eSierpinski, W.: Les ensembles projeetifs et analytiques. (M&m. Sci. math., 
Nr. 112.) Paris: Gauthier-Villars 1950. 80 p. 600 fr. 

Un expose& bien r&ussi donnant, de la premiere main, presque tous les rösultats. 
et problemes, qu’on avait trouv6s et publies dans la th&orie des ensembles analytiques. 
et projectifs (inventes par Souslin en 1917 et Lusinen 1925 respectivement). Plus 
de 40 auteurs et tant de periodiques [presque tous les volumes des Fundamenta 
Mathematicae (pourquoi sans indication des anndes!)] y sont ceites. Un heureux 
choix de demonstrations completes et de renvois respectivement. Les pages 28—32 
constituent un touchant expos& de la naissance des ensembles analytiques car ‚Par 
hasard j’etais present au moment oü Michel Souslin communiqua & M. Lusinsa 
remarque [relative & la fausset€ den projE,=proijNE&, ii BE, SE, >:-- 
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et dont se servait Lebesgue en ‚prouvant‘“ la fausse proposition que la projection 
de tout ensemble borelien serait un ensemble borelien] et lui donna le manuscrit de 
son premier travail“ (pp. 28/29). Les ensembles projectifs sont definis & partir des 
ehsembles ouverts cartesiens par des complementations et projections prises un 
nombre fini de fois. La methode des ensembles universels (Lusin), et des cribles 
‚tres varies (cf. n® 31—38) sont bien mises ä point. L’ouvrage se compose de deux 
parties: les ensembles projectifs (n® 1—16, pp. 1—27) et les ensembles analytiques 
(n®® 17—43, pp. 28—78). Kurepa (Zagreb). 

Sierpinski, W.: L’operatien du erible et les fonetions analytiques d’une suite 
infinie d’ensembles. ©. r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, Cl. III, 41, 47—61 und polnische 
Zusammenfassg. 62 (1950). 

L’A. prouve l’&quivalence des fonctions analytiques et des cribles gen£eralises, 
les deux op6rateurs &tant appliques aux ensembles plans ferme6s (les m&mes r6sultats 
se trouvent dans un livre de I’A., cf. le rapport preced., en particulier $$ 32—41 
et p. 64). Soit f une fonction analytique c’est-ä-dire une transformation faisant 
correspondre & chaque suite H,, E,,... d’ensembles lineaires un ensemble lineaire 
HE, E,,...) [v. Kantorovitch-Livenson, Fundam. Math. 18, 225 (1932); 
ce Zbl. 4, 294] de maniere que, quelles que soient: les suites BE, Ey..., 
H,, H,, . . . d’ensembles lindaires et les nombres «a, b verifiant ae f(E,,E,,...), b 
none€e f(H,,H,,...), il y ait au moins un indice k tel que ou bien a€ E,, b non 
€ H, ou bien a non €E,, bEH, (si c’est la premiere &ventualite qui a lieu, f est 
dite positive ; les fonetions positives coincident avec des fonctions ös de Haus- 
dorff). F designant la famille des ensembles fermes, soit /[F la famille des 
HE,E2»...), (E, E»...€F). — Q, r etant' un ensemble plan et une propriete 
d’ensembles lineaires respectivement, l’ensemble /„(@) des nombres reels x tels 
que Q (x) verifie z est dit erible par Q relativement & r (ef. N. Lusin, Ensembles 
analytiques, Paris 1930, p. 179). Alors l’A. prouve ceei: Quelle que soit l’operation 
analytique f (la propriet& d’ensembles lineaires), il existe une propriete © (une 
fonction analytique f), telle que F,=fF; F„ y designe la famille des I (@), 
(QE F). L’A. prouve aussi (Th. 3) un &nonce de M. Szpilrajn [Ann. Soc. Polo- 
naise Math. 17, 124 (1938) Th. III] concernant la caracterisation de la classe de 
toutes les f. Kurepa (Zagreb). 

Otan, Ju. $.: Äquivalenz von B-Mengen-Familien. Uspechi mat. Nauk 5, 
Nr. 6 (40), 139—142 (1950) [Russisch ]. 

Exposition of a Szpilrajn’s theorem [v. Szpilrajn: Fundam. Math. 26, 
302—326 (1936), p. 315; this Zbl. 15, 8] concerning equivalent system of sets. (4, B 
being two systems of sets belonging to S, and 5, respectively, A, B are called 
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equivalent, if there is a one-to-one mapping of S| into , carring the system 
A onto the system B). — Let N be a system of sets of a complete metrie space Ss 
with countable basis such that every @ of 8 belongs to the smallest o ö-system N; 
‚containing N; if N is equivalent with a system M of B-sets of S, the corresponding 
mapping of $ onto itself is necessarilly a B-funcetion. By means of that lemma the 
author proves some preceding own results [Doklady Akad. Nauk SSSR, n 8.23, 753— 
755 (1939); this Zbl. 21, 393; Isvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 6, 171—183 
(1942)]. ME Kurepa (Zagreb). 

Ljapunov, A. A.: Über die Äquivalenz von Mengenfamilien. Uspechi mat. 
Nauk 5, Nr. 6 (40), 143—144 (1950) [Russisch]. 

Extension of some Szpilrajn’s and O&an’s results (cf. rev. above). Proof of the 
following two theorems concerning sets < [0,1]: Th.1. The system of all A,-sets 
(CA,-sets) which are no C'A,-sets (A,-sets) is equivalent to no system of B,-sets; 
“Th. 2. There is no continuous collection ® of sets such that every continuous collec- 
tion ofsets would be equivalent to a subcollection of ® (answer in negative to a ques- 
tion of Kolmogorov concerning the existence of an universal continuous 
‚collection of sets). Kurepa (Zagreb). 

Iscki, Kiyosi: Sur les ensembles finis. ©. r. Acad. Sci., Paris 231, 1396—1397 
(1950). 

On connait plusieurs proprietes caracteristiques des ensembles finis E [cf. 
A.Tarski, Fundam. Math. 6, 45—95 (1924); M. H. Stone, Ibid., 29, 223—303 
41937) $5; ce Zbl. 17, 339; M.H. Stone, Trans. Amer. math. Soc. 40, 37—111 
(1936), 41, 375—481 (1937); ce Zbl. 14, 390, 17,135] dont quelques-unes portent sur 
‚des considerations algebriques dans l’anneau boolien PE des sous-ensembles de E. 
L’A. prouve, d’abord, que dans un anneau boolien, si un ideal premier p divise 0, 
p est normal; puis, en connexion avec des resultats de Stone et Tarski, l’A. 
prouve que chacune des proprietes suivantes est caracteristique pour les ensembles 
finis E:2° Tout ideal premier de PE divise le zero; 3° Tout ideal proprement 
dans PE divise le zero; 4° Tout ideal premier dans PE est normal. Kurepa. 

Berge, Claude: Sur Pisovalence et la r&gularite des transformateurs. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 231, 1404—1406 (1950). 

Soient D une famille additive d’ensembles et A une transformation de D faisant 
‚correspondre & tout e€ D un certain ensemble Ae; si AO = 0 etsi A est U-distri- 
butive A(, Ug,)=Ae,UAe, 4 est appel& „transformateur“‘. Le trans- 
formateur est „r&gulier‘ (donc univalent) sila relation =# est invariante relativement 
& A. Si A est N-distributif [A (Ne) =Ae,N A e], A est dit isovalent. Chaque 
transformateur isovalent A est regulier, pourvu que Ae = vide entraine e = vide. 
Reciproquement, chaque transformateur regulier est isovalent, pourvu que la fa- 
mille A D des Ae (ee D) soit multiplicative. Somme et produit de transformateurs 
se definissent par la distributivite et justaposition respectivement; on rapproche 
des transformateurs isovalents des op6rateurs isovalents. D’apres I’A., les consi- 
derations pr6cedentes ‚permettent de construire les el&ments d’une theorie en- 
semblistes des jeux alternatifs“. Kurepa (Zagreb) 

Tarski, Alfred: Caneellation laws in the arithmeti ni a 

> : ic of cardinals. Fundam. 
Math., Warszawa 36, 77—92 (1949). 

Verf. beweist ohne Auswahlaxiom die „Kürzungsregeln“ I: aus ma = m 

folgt 9 q und II: aus E be Re 

to9=q us mg smqg folet 9 <q, wobei g, q Kardinalzahlen und 
m eine natürliche Zahl >0 bedeuten. Vermöge des Bernsteinschen Äquivalenz- 
satzes kann man I als eine Folge von II ansehen. — Verf. geht auf die Vorgeschichte 
dieser Nätze ein; u.a. wurde von Lindenbaum 1926 ein Beweis für II gefunden 
aber nicht veröffentlicht. Verf. fand wenige Jahre später zwei Beweise für diesen 
Satz, wovon der eine seinem Buche ‚„Cardinal algebras“ (London 1949) 


} ._ $ & ; zu ent- 
nehmen ist, der andere in obiger Abhandlung wiedergegeben wird 


— Grundlage 


ä 
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‚dieses Beweises ist außer einigen Sehorch „Kürzungsregeln‘“ und 'Ersatzregeln 
für solche der nachstehende Satz: Sei k eine natürliche Zahl > 2, m,,..., m, und 
N], +. .; 2%, je eine endliche Folge a bj. (1 +», Or, eine endliche Folge 


- von Kardinalzahlen, sei ferner 2 MI. En, g,.. Dann gibt es zwei Reihen 
{= 


von Kardinalzahlen t,,...,t.; Sp. ..,3, mit den Eigenschaften: 
k k 
(ger, +3, (= 1, = Kst) PR? — PRE? und r, >t,; 
Q = 
& 
(ii) I ZmS, = n,3, und $, S$ 
i= 


Der nieht einfache Beweis umfaßt über vier Seiten; sein Motiv ist nach Angabe 
des Verf. verwandt mit dem Motiv des Beweises, den Sierpinski 1922 für die 
Regel I im Spezialfalle m =2 gegeben hatte. Jedoch ist die vom Verf. vorge- 
nommene Ausgestaltung offenbar sehr weitgehend und durchaus nicht naheliegend. 


 — Wenn nun mg <mq gegeben ist, so existiert eine Kardinalzahl t, so daß 


mg+t=mqg wird. Wendet man den vorstehenden Satz an, indem man 
k—=3,.men=m, m, = m = Nm 1, =, = %,>t wählt, 
so ergibt sich leicht die Bere: II. (Noch 1947 hielt Sierpinski den Beweis von 
II*bereits im Falle m =3 für schwierig; vgl. dies. Zbl. 32, 147. Ref.) — Aus den 
Regeln I und II ergeben sich weitere, z. T. von nd nen (ohne Beweis) an- 
gegebene, so die folgende: Sind m und n zwei natürliche Zahlen, nicht beide Null, 
mit dem größten gemeinsamen Teiler d, und ist mg=nqg, so gibt es eine Kar- 


dinalzahl r mit der Eigenschaft g = 7 vg= T t. — Aus diesem Satz folgt u.a. 
wieder I. Neumer (Mainz). 
Carruth, Philip W.: Roots and factors of ordinals. Proc. Amer. math. Soc. 1 


470—480 (1950). 


Die Ordnungszahl X heißt Wurzel der Ordnungszahl A, wenn X® —= A ist. 
Verf. charakterisiert an Hand der Cantorschen Normaldarstellung die Zahlen A, 
welche Wurzeln X <_A besitzen, indem er sie auf drei, nicht durchweg disjunkte 
und z. T. nicht ganz einfach zu beschreibende Typen verteilt. Als Folge ergeben sich 
‚dabei einige schon von anderen gefundene Sätze, z. B., daß die Menge aller Wurzeln 
einer festen Zahl abgeschlossen ist. — Letzterer Satz sowie der analoge, daß die 
Menge der linken Teiler einer Ordnungszahl abgeschlossen ist, sind auch Korallare 
des ersten der beiden allgemeinen Sätze, die Verf. hinsichtlich der von Jacobsthal 
1909 [Math. Ann. 66, 145—194 (1909) und 67, 130—144 (1909)] eingeführten C- 
Funktionen f(x, ß) beweist: Besitzt f(x, ß) als Stammfunktion g(&, 7) wieder eine 


 -C-Funktion, welche überdies das assoziative Gesetz g(g(&, n),&) = g9(&9(m,d)) er- 


füllt, und wird f(x,1)=« erklärt, dann ist die Menge aller Wurzeln & der Glei- 
chung f(x,ß) =y für festes y leer oder abgeschlossen. — Zum Schluß entwickelt 
Verf. Bedingungen, unter denen eine Ordnungszahl auf genau eine Weise als Produkt 
von möglichst wenigen Primfaktoren dargestellt werden kann. Neumer (Mainz). 


Erdös, P.: Some remarks on set theory. Proc. Amer. math. Soc. 1, 127—141 


" (1950). 


1. Verf. bestimmt für jedes natürliche n die Maximalanzahl f(n) verschiedener 
Ordinalzahlen, die man durch beliebige Addition von n Ordinalzahlen erhalten kann: 
fin) = max [(k%-1 + 1)f(in—k)]. — 2. Es sei X eine Menge und m ihre 

k<n—1 


Mächtigkeit. Zwei Mengen X und ® von Teilmengen A und B von X heißen k-ortho- 
gonal, wenn für AEWA und BE® die Mächtigkeit des Durchschnittes An B 
stets kleiner als x, ist; A und ® heißen vollständig k-orthogonal, wenn Y und B 
k-orthogonal sind, zu A oder ® jedoch keine Mengen C X hinzugefügt werden 
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können, ohne die k-Orthogonalität zu zerstören. Verf. zeigt, daß die Kardinalzahl 


der vollständig k-orthogonalen Paare W, ® gleich 2mS°’*® jst (der Beweis verwendet die 
verallgemeinerte Kontinuumshypothese 28% = S.11). — 3. Verf. zeigt: ‚Jede 
unendliche Teilmenge des k-dimensionalen Euklidischen Raumes enthält eine Teil- | 
menge M gleicher Mächtigkeit derart, daß keine zwei Punktepaare aus M gleiche 

Abstände haben. — 4. Es sei @ ein Graph der Ordnung m (unendliche Kardinalzahl), | 
d.h. jeder Eckpunkt von @ sei Endpunkt von m „Strecken“. Jeder Eckpunkt sei | 
mit m verschiedenen Eckpunkten durch „Strecken“ verbunden. Verf.zeigt,daßdann | 
G das Produkt von Linearfaktoren ist (d. h. von Teilgraphen der Ordnung 1 mit 
denselben Ecken wie @). — 5. Es sei S eine Menge und m ihre Mächtigkeit. Jedem | 
a€S sei eine Menge f(a)C $ mit ad f(a) zugeordnet. aeS und bES heißen | 
unabhängig, wenn adf(b) und bdf(a). 8°C 8 heißt unabhängig, wenn je zwei | 
Elemente aus 8’ unabhängig sind oder der Durchschnitt 8’ f(8’) leer ist. Verf. | 
zeiet: Ist n eine Kardinalzahl <m und hat jedes f(a) eine Mächtigkeit <n,so 
existiert eine unabhängige Menge 8’C S mit der Mächtigkeit m (der Beweis be- | 
nutzt die verallgemeinerte Kontinuumshypothese). — 7. Verf. zeigt, daß es für 
jedes natürliche k eine Hamel-Basis (a,, as, ...) gibt derart, daß H,das Maß Ohat | 


k 
und H,., nicht meßbar ist (7,ist die Menge aller I c,a, mit rationalen c;,). 
r=1 


Nöbeling (Erlangen). 

Noväk, J.: On a problem of E. Cech. Proc. Amer. math. Soc. 1, 211—21£ 
(1950). \ 

Es sei P eine abstrakte Menge. Ist jeder Menge MC _P eindeutig eine Menge 
uMC P zugeordnet derart, daß a) u0=0, b) MCuM, c) u(M, v Ms} 
=uM, vuM, gilt, so heißt die Funktion u eine additive Topologie von P. Eine 
Menge M heißt abgeschlossen, wenn uM = M ist. Wir schreiben W„"M= M, 
uM=uM,..,.wWM=u(wM) für eine isolierte Ordinalzahll £ und 
“M= U w'M für ein nicht isoliertes & Essei ®(M) die kleinste Ordinalzahl 


0<n<$& 
&, für welche u? M abgeschlossen ist. @ (P,u) sei die Menge aller Ordinalzahlen 
®(M) mit MCP. E.Cech hat das folgende Problem gestellt: Welches sind 
notwendige und hinreichende Bedingungen für eine Menge H von Ordinalzahlen 
derart, daß in einer abzählbaren Menge P eine Topologie u existiert mit H=@(P,u)? 
Verf. zeigt, daß folgende Bedingungen notwendig und hinreichend sind: 1. H ent- 
hält nur abzählbare Ordinalzahlen einschließlich O0 und 1; 2. Sind & und ß Ordinal- 
zahlen mit x -HßEH, so gilt PEH. (V.Jarnik hat das Problem gelöst für 
Mengen P beliebiger Mächtigkeit, jedoch ist dabei die Bedingung ce) ersetzt durch 
die folgende schwächere Bedingung: d) aus MCN folet uMCuN). 
Nöbeling (Erlangen). 

Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


Denjoy, Arnaud: Le veritable theoreme de Vitali. ©. r. Acad. Sei., Paris 
231, 560—562 (1950). 
Denjoy, Arnaud: Le th6oröme de Vitali. C. r. Acad. Sci., Paris 231, 600— 
601 (1950). 
Denjoy, Arnaud: Les applieations du th6oreme general de Vitali. C.r. Acad. 
Sci., Paris 231, 737—740 (1950). 
Denjoy, Arnaud: La regularit6 meötrique des familles d’ensembles. C. r. 
|Acad. Sei., Paris 231, 1013—1015 (1950). 
Denjoy, Arnaud: Metrique des ensembles et des fonetions. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 195—197 (1951). 
Der vom Verf. zunächst betrachtete Vitalische (Überdeckungs-)Satz lautet: Vor. able 
Es sei R der kartesische Raum der Punkte (215 » +, %,), ferner u das n-dimensionale Borel- 
sche Maß und 5 der o-Körper der borelmeßbaren Mengen. Behau ptet wird: Unter gewissen, 


er 


en ig | | 5 
er | | 
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sogleich anzugebenden (hinreichenden) Bedingungen [Vor. (II)] fürein System c von abgeschlosse- 
nen Mengen O mit 0< u(C) < + © existieren zu jedem DEz mit O<u(E) < + © abzähl- 


bar viele paarweise fremde (', € c mit folgenden Eigenschaften: (V) Ist $S= U (,, so gilt (V’) 


u(E—S8)=0 und (V”) u(S—E)<e (wo e>0 beliebig vorgegeben). — Die vom Verf. 
vorausgesetzten Bedingungen für clauten: Vor. (II): (1) Jeder Punkt p € E ist Zentrum offener, 
achsenparalleler Quader Q derart, daß das Längenverhältnis irgend zweier Kanten von Q zwi- 
schen k > 0 und kt liegt, wobei k unabhängig von@ (und p) ist. Unter den zu p gehörigen Q 
gibt es solche von beliebig kleinem Durchmesser. — (2) In jedem @ ist ein C = (‘(Q) enthalten 
[9 =@(0)]. — (8) Es existiert eine von Q unabhängige Zahl A mit O<h<1 und 
h u(Q) < u (C(Q)). — Verf. geht nun aus von der Tatsache, daß in die Beh. [vgl. (V)] zwar u, 
nicht aber die Metrik von R eingeht, während in der Vor. (II) gerade auf diese Metrik Bezug 
genommen wird [vgl. (1)]. Das Ziel ist, zu einem „veritablen“ Vitalischen Satz zu ge- 
langen, d. h. die Metrik aus der Vor. zu eliminieren. Verf. gelangt (2. Note, $. 600) zu folgender 
Verallgemeinerung: Vor. (I) Es sei R eine Punktmenge, 3 ein o-Körper im System r aller 
Teilmengen von R, w|3 ein Maß und f|r das zugehörige äußere Maß, schließlich c ein System 
von Mengen © € 3. — (II) (1) Es sei qein System von Mengen QEr mit O <u(Q) < + cound 
HC Rdie von q beliebig fein überdeckte Menge, d. h. die Menge aller Punkte », deren 
jeder in abzählbar vielen Q, = Q,(p)€ q enthalten ist mit lim #(Q,) = 0. — (2) In jedem Q € q 
ist ein C € c enthalten: CO = (C(Q),Q = Q(C). Für jedes C sei q(C) das System aller Q € q mit 
QC=0; dann soll die (größte) von q(C') beliebig fein überdeckte Teilmenge von R— (© das 
äußere Maß Null haben. Und die Vereinigung aller C € c habe endliches äußeres Maß. — (3) Es 
gibt zwei reelle Zahlen a,b mit 1 <a <db (unabhängig von Q) derart, daß für die Vereinigung 
W aller ©’ €Ece mit u(0’) <au(C) und Q(C’) CO =+0 (bei beliebigem, aber festem CE e) gilt 
m «) <b u(C) [S. 600 wird statt W die Vereinigung aller @(C’) gesetzt, was aber mit der 
Formulierung für den spezielleren Fall eines topologischen Raumes R (S. 561) nicht überein- 
stimmt]. — Beh.: Es gibt abzählbar viele fremde C,Ec mit u(H — U C,) = 0. (Übrigens 
ist Z € 3.) — Sodann (3. Note) wird der Fallregulärer Systeme c betrachtet, nämlich solcher 
6, für de O=R@(C) und Q=(XQ). Der Vitalische Satz gilt mit a (ZH — UC,)=0 und 
I u(0,) <u(H) + e (bei beliebigem e > 0). — Schließlich wird (4. Note) für reguläres c folgendes 
Begriffspaar erklärt. Esseif CH, ferner c(F) das System aller zu # nicht fremden C € cund 
H(F) die von c(F) beliebig fein überdeckte Menge; ist dann u(H(F) — F) = (0, so heißt F ein 
Kern. Dagegen heißt P eine Enveloppe, wenn ein System c’’(P) von c existiert derart, 
daß erstens P mit der von c’’(P) beliebig fein überdeckten Menge bis auf eine u-Nullmenge 

N übereinstimmt und daß zweitens für jeden Punktp€ P—N und jede Folge {C,} mit 
C,E0,p€(, sowie im u(C,) =0 gilt: C©,€c’”(P) für schließlich alle r. Nunmehr heißt c 
vollständig regulär, wenn jedes u-meßbare TC H beliebig genau zwischen einen Kern F 
und eine Enveloppe P einschließbar ist, also FC TC P und u(P—F)<e. In der3.—5. Note 
wird ferner u. a. angegeben, daß für diese vom Verf. eingeführten Vitalischen Ableitungs- 
basen der Maßdichtesatz bzw. der Lebesguesche Ableitungssatz für totalstetige, absolut 
additive Mengenfunktionen f|3 u. a. Sätze gelten. In der 5. Note wird zum Schluß ein 
System von unendlich vielen, fremden Teilmengen M des (linearen) Intervalls O<xz=<1 
konstruiert derart, daß jedes WM das äussere Maß 1 besitzt. Es werden weder Beweise noch 
Literaturverweise gegeben. Eine Analyse der Untersuchung im Hinblick insbesondere auf 
die Arbeit von de Possel [J. Math. pur. appl., IX. S. 15, 391—409 (1936); dies. Zbl. 15, 205] 
ist auf Grund des vorliegenden Textes noch nicht möglich. Haupt (Erlangen). 


Vertenko, I. Ja.: Über die relative Differentiation von Mengenfunktionen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 67, 417—420 (1949) [Russisch]. 
Verallgemeinerung von Sätzenüber Differenzierbarkeit von Mengenfunktionen[vgl. 
z.B. Saks ‚dies. Zbl. 17, 300, IV. Kapitelund—auch für das folgende-—Hahn-Rosen- 
thal, Set Functions, Univ. Mexico Press 1948, p. 247ff.; dies. Zbl. 33, 53; vgl. noch 
dies. Zbl. 37, 41]. E sei eine beliebige ebene Menge. P, = (x Y) € E heißt -Punkt 
von E (9 >0), wenn ein Kreis K um P, existiert mit ENK=K, welchen man 
von jedem Punkt aus E—K „unter einem Winkel > 6 sieht“. Eine Folge E, heißt 
regulär in P,, wenn es ein O gibt, so daß P, für alle #, 6-Punkt ist. Mittels dieser 
Begriffe wird der Vitali-Lebesguesche Überdeckungssatz verallgemeinert. — T(X), 
®(X) seien zwei beliebige Mengenfunktionen. Dann wird die obere Derivierte von 
T bzgl. © in (x, y) alssup/ erklärt, für die {Z,}, für welche 1 = lim T(Z,)/® (Z,) 
Zn} n>X 


{Zn 
‚existiert, wobei die {Z,} in (x,y) reguläre Folgen abgeschlossener Mengen sind, welche 


gegen (x, y) konvergieren. Analog die untere Derivierte. Die Derivierte schlechthin 

(in diesem Sinne) werde mit To(x, y) bezeichnet. Es gilt: 7 und ® seien beliebige 

totaladditive Mengenfunktionen (erklärt über einer additiven Mengenklasse). Nach 
4* 


2 


ee, 


) 


n4 
Ausschluß einer Menge N vom äußeren T-Maß und ®-Maß 0 existieren endliche 
oder unendliche Derivierte To(x, y), Dr(x, y). — Unter Zugrundelegung einer 


beliebigen Mengenfunktion ®(X) und des Begriffes der regulären Mengenfolgen 
wird der Begriff des Dichtepunktes einer Menge E eingeführt und unter der 
Voraussetzung, daß ®(X) totaladditiv ist, ein diesbezüglicher „Dichtesatz“ aus- 
gesprochen. — Weitere Sätze bei Spezialisierung von ® zu einer additiven Intervall- 
funktion F von beschränkter Schwankung. Schließlich gilt u. a. noch folgendes 
Theorem: T,® seien totaladditive positive Mengenfunktionen. Die Menge X heißt 
Ö-äquivalent mit einer Borelschen Menge B, wenn ®*(X— B)=P*(B—-X)=0 
(®* äußeres Maß). Dann gilt 


T(X) = [ Toiz, dd +T(E,X), 
x N ; x 
wobei Ex = E {To(x, y) = ©} und X eine beliebige zu B ®-äquivalente Menge ist. 
T,Y \ 


Keine Beweise. Schmetterer (Wien). 


Paue, Christian: Complöments & la th6orie de la derivation de fonetions d’en- 
semble suivant de Possel et A. P. Morse. C. r. Acad. Sci., Paris 231, 1406—1408 
(1950). 

Auf einem o-vollständigen Booleschen Verband M von Teilmengen einer Menge R mit 
R als Einselement sei u ein vollständiges endliches (oder abzählbar endliches) Maß. Es existiere 
eine Ableitungsbasis B im de Posselschen Sinne [J. Math. pur. appl., Paris 15, 391—409 (1936); 
dies. Zbl. 15, 205], d. h. u-fast jedem x € R sind „kontrahierende Systeme“ von Mengen aus 
M mit positivem endlichen Maß zugeordnet, welche sich im Sinne einer Moore-Smithschen 
Ordnung auf x zusammenziehen, wobei dies auch jedes konfinale Teilsystem tun soll. Die in 
B auftretenden Mengen Z mögen kurz ‚Zellen‘ heißen. u-fast jeder Punkt x eines jeden Z 
sei „totaler Innenpunkt‘“‘, d.h. zu jedem auf x kontrahierenden System {Z,} gibt es einen Index 
4 mit Z,CZ für >. Schließlich sei u-fast jeder Punkt y eines jeden R —Z „teilweiser 
Innenpunkt‘“, d. h. es gibt ein auf y kontrahierendes System von Teilmengen von R—Z. Verf. 
nennt eine Folge ((Z,)) eine Vitali-Unterteilung der Menge X, wenn die Z, fremd sind und X 
u-fast überdecken. Das System S(X) der Vitali-Unterteilungen von X ist im Moore-Smithschen 
Sinne geordnet. @ bezeichne eine auf B definierte endliche reelle Funktion mit der Eigenschaft, 
daß für jedes Z und jede genügend feine Vitali-Unterteilung U, U Z,, von Z der Reihenwert 


n 
5 p(Z,) =s(U) sinnvoll ist. Für die Teilmenge X einer Zelle heißt der obere (untere) S(X)- 


en der s(U) das V-Ober(Unter)-Integral von auf X (bei Gleichheit beider Limiten hat 
man V-Integrierbarkeit). Es gilt: Jede halb-additive Funktion @ ist auf den Zellen V-integrier- 
bar; sie ist V-summierbar, d. h. mit endlichem Integralwert V-integrierbar auf den Zellen, 
fallssie von beschränkter Variation (das V-Oberintegralvon |p| beschränkt) ist. Jede V-summier- 
bare Funktion @ beschränkter Variation hat u-fast überall eine Ableitung. Die Ableitung Do 
ist auf jeder meßbaren Teilmenge M einer Zelle im Lebesgueschen Sinne summierbar, und das 
betreffende Integral ist gleich dem V-Integral von 9 auf M. Für den letzten Satz ist ein 
A. P. Morsesche Ergebnisse [Trans. Amer. math. Soc. 55, 223 (1944)] benutzender Beweis an- 
gedeutet. Aumann (München). 

Los, J. and E. Marezewski: Extensions of measure. Fundam. Math., War- 
szawa 36, 267—276 (1949). 

Bezeichnungen: A ein Boolescher Verband (B-Verband) mit der Einheit e, u/M 
ein Boolescher Unterverband von A mit Maß (nicht positives und additives) u(z), 
x€ M; Ma, für festes ae A, der kleinster B-Unterverband von A über M ‚der @ 
enthält; u*(a) bzw. u„(a), «€ A, das äußere bzw. innere Maß bezüglich u. Verff. 
untersuchen Erweiterungen von u/M zu einem v/Ma mit u(x) = v(x) für jedes 
zE M und u, (a) <v(a) <u*(a). Solche Erweiterungen sind 1. für beliebiges u*(a): 

u) =. (ana) +u*rkana) bzw. ale) =urkna) tu,(ena)), 
xseMa,@®=e-x, 

für welche speziell gilt: u. (a) = u„(a) bzw (a) = u*(a); 2. für u*(a) <-+ oo und 
für jedes & mit u,(a) SE <u*(a);m(x) = (1 —O)u(z) +0 u(x), ve Ma, wobei 
6 durch &=(1—0) u, (a) + Ou* (a), 0 <O <1, gegeben ist, für welche speziell eilt: 
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m(a)—=£. Aus 1. und 2. folgt bei Benutzung des Wohlordnungsprinzipes und durch 
_ transfinite Induktion: 3. die Existenz eine Erweiterung v/A, so daß die abgeschlosse- 
nen Hüllen der Werte von u/M bzw. v/A gleich sind ; oder speziell: 4. die Existenz 
- einer endlichen zweiwertigen Erweiterung v/A, wenn u/M zweiwertig ist; und äqui- 
valent zu diesem: 5. zu jedem echten Ideal / in A, I == A, existiert ein Primideal P 
in 4, so daß / in P enthalten ist. Mit Hilfe von 5. kann man 6. für u,(a) <-H00, 
die Existenz eine Erweiterung »v/Ma für jedes € >u,(a), so daß v(a)—=E gilt, 
beweisen. Die Erweiterungen 1. sind eindeutig, wenn u,„(a) <--oo bzw u*(a) <oo 
gilt, jedoch 2. nicht immer eindeutig. Aus 6. folgt effektiv: 7. bzw. 7*. die Existenz 
eines endlichen (bzw. endlichen zweiwertigen) Maßes m/N, wobei N der B-Verband 
aller Teilmengen der Menge der natürlichen Zahlen ist, das für alle endlichen Mengen 
verschwindet. Mit Hilfe von 7*. hat Sierpinski [Fundam. Math., Warszawa 30, 
96—99 (1938), dies Zbl. 18, 114] eine nach Lebesgue nicht meßbare Funktion 
definiert. Ob diese Definition aus 7. folgen kann, bleibt offen. — Setzt man A bzw. 
M bzw. Ma als o-B-Verbände und u als ein-o-Maß (totaladditives Maß) voraus, 
so sind die Erweiterungen 1. und 2. o-Erweiterungen. Im Falle 6. existieren dagegen 
nicht immer o-Erweiterungen v/Ma, so daß 0 <v(a) <-+ oo gilt. Kappos. 


‚ Tolstov, @. P.: Das Integral als primitive Funktion. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. S. 73, 659—662 (1950) [Russisch]. 

Beweis von Sätzen der Art: f(x) sei endlich und summierbar in a <x<b. 

Die Menge der Unstetigkeitspunkte sei abgeschlossen und vom Maße 0. Dann exi- 

- stiert ein monotones z=gflt), «<St<Pß, a=y(a), b=o(ß) mit stetiger Ablei- 


d B 
tung, so daß (1) [ f()de= [ Flle) p’(l) dt mit stetigem (2) (Pt)) Pt) in 


a & 
« <t<ß. Ähnliche Sätze, falls f(x) summierbar schlechthin ist cder Denjoy- 
integrierbar im engeren Sinne (i.e. S.), wobei neben (1) eine schwächere Aussage 
über (2) gilt. Wesentlich ist für den Beweis ein Hilfssatz von Verf. (dies. Zbl. 
24, 21; Lemma 4 der dort. Arbeit). Als Anwendung wird bewiesen: dy/dx = f(x, y) 
besitzt eine Lösung 2=of(t), y=vy(t) mit vorgegebenen Anfangsbedingungen, 
wenn f(x, y) meßbar in Streifen a <x <b ist, bez. y eine Lipschitzbedingung 
erfüllt und für wenigstens ein y= y, bez. x ein Denjoy-Integral i.e. S. besitzt. 
Schmetterer (Wien). 

Areskin, 6. Ja.: Über die Konvergenz von Kurven der Länge nach und über 
das Linienintegral von Lebesgue. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 72, 821—824 
(1950) [Russisch ]. 

Verf. gibt einen Beitrag zu den Fragestellungen, wie sie etwa in den Arbeiten 
von Adams und Levi (dies. Zbl. 11, 252), Morse (dies. Zbl. 16, 105), Radö and 
Reichelderfer, Duke Math. J. 9, 527ff. (1942)und Ayer and Radö (dies. Zbl. 32, 
199) entwickelt werden. Hierzu wird zunächst eine Reihe von Sätzen über gleich- 
gradig stetige Klassen von Mengenfunktionen bereitgestellt (vgl. Dubrovskij, dies. 
Zbl.29,115). Sei weiter 0,:x!=g%(t) i=1, 2,3) eine Folge streckbarer, in [a,b] =/ 
definierter Jordankurven. I und irgendein C, können eineindeutig aufeinander be- 
zogen werden (mehrfache Punkte der (0/, zähle man entsprechend ihrer Vielfachheit), 
was durch (1) g,= 9,(t) symbolisiert werde. V (g}, T) seidie Variation von 97, (t) auf 
der Menge TC I und T aus einem o-Körper K,(T). [Alle auftretenden Körper ent- 


{0,0} 
halten eine Maximalmenge, K,„(T) z.B. I.] Sei X„(T) = II K,(T). Gemäß (1)erhält 
1 


man (bei Erhaltung der Mengenoperationen) hieraus K,(Q,) und K„(Q,). Vermöge 
9% = 9. [Yn! (q„)] sind auch C, und (,„ sowie K„(Q,) und K„(Q,) aufeinander 
bezogen. — x!=y; (s) sei die Darstellung von C, mittels der Bogenlänge s, 
[0 <s <L,] = J,, L, = Bogenlänge von O,. K,(S$) sei der Mengenkörper der 
Lebesgue-meßbaren Mengen SC J,, L,(S) das Maß. Vermöge t— ' [y. (8)]» 
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gegen C, der Variation nach. III: o;(t) konvergiert gleichmäßig gegen op (t) auf I, 
und für jedes T aus einem Mengenkörper K C Ku(T) gilt (2) LT) > LT): 
IV: dasselbe wie III, nur statt (2) gelte V(oi, T) > V (98; Hd) == Trivial ist: 
Aus III folgt I, aus IV folgt II. Durch ein Beispiel wird gezeigt, daß i. a.- 
aus I nicht II folgt. — Für den Fall, daß K ein o-Körper ist, der die Borel-meßbaren 
Mengen aus / enthält, werden notwendige und hinreichende Bedingungen gegeben, 
damit III bzw. IV erfüllt sind, die u. a. I bzw. II fordern. — Schließlich definiert 
Verf. in leicht ersichtlicher Weise Lebesgue-Stieltjes-Integrale der Gestalt (3) 


[ti L(dQ) für K(Q)-meßbares f(g) und formuliert den Satz: C, konvergiere | 
Q - 


gegen C, im Sinne von III. f, sei auf C', definiert, Ko. (Q,)-meßbar und besitze für 
jedes % Integrale (3). f, konvergiere fast überall bezügl. Z, gegen endliches f, über C,. 


Wenn il f, L,(dQ,) gleichgradig absolut stetig sind, dann ist f, Ku (Q,)-meßbar, 
Q : : 
besitzt ein Integral (3), und für beliebiges T,CKu(T) mit 7,—>7, gilt 
J I L.(dQ) > J fo Lo(dBo)- 
Pr(Tr) (To) 


Abgesehen von dem oben erwähnten Beispiel keine Beweise. Schmetterer (Wien). 

Froda, Alexandru: Propriet6 earaeterisant la mesurabilit& des fonctions multi- 
formes ou uniformes de variables reelles. Studii Cerc. mat., Acad. Republ. popul. 
Romäne, Inst. Mat. 1, 138—155, russische Zusammenfassg. 156—158 und französ. 
Zusammenfassg. 159—161 (1950) [Rumänisch]. 

Es wird nach dem Resume in französischer Sprache berichtet. Die wesent- 
lichen Resultate wurden bereits früher angezeigt [C.r. Acad. Sci., Paris 203, 1313 — 
1315 (1936); dies. Zbl. 15, 939). Es kann daher auf genanntes Referat Bezug ge- 
nommen werden. Das dort für mehrwertige (many-valued) nicht-meßbare Funk- 
tionen angegebene Kriterium gilt nur für beschränkte Funktionen, wie durch ein 
Beispiel belegt wird. Ferner bemerken wir ergänzend: Die Oszillation (saltus) 
w(f; P; M) einer mehrwertigen Funktion f auf einer Menge M in einem Punkte? 
wird erklärt als das Infimum der Oszillationen w(f; U)inden Umgebungen U von P 
auf M, wobei dann w(f; U) = sup (d(W’, W'); P', P'EU) unter W' bzw. W" 
die (auf der reellen z-Achse gelegene) Menge der Werte von fin P’ bzw. P’ ver- 
standen und unter d(W', W'') das Maximum von L(W’, W") und L(W", W'), 
wenn L(W',W') = say (inf 10,” ): Haupt (Erlangen). 

'eW' Q’eW” 


€ :E 

Kronrod, A. $.: Über lineare und ebene Variationen von Funktionen mehrerer 
Veränderliehen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 797—800 (1949) [Russisch]. 

Es handelt sich um eine Übertragung der Begriffe Variation und Monotonie von 
Funktionen von einer unabhängigen Veränderlichen auf solche von mehreren Ver- 
änderlichen. Als Definitionsbereich J wird ein n-dimensionaler Würfel oder eine 
n-dimensionale Kugel genommen. Die Definitionen werden auf mengentheoretischer 
Grundlage stufenförmig durch Einführung einer Reihe sich aufeinander stützender 
Hilfsbegriffe durchgeführt und basieren auf dem Verhalten der Niveaumengen einer 
gegebenen Funktion. Die (lineare) Variation einer Funktion ist invariant gegenüber 
Homöomorphismen des Definitionsbereiches und besitzt die Eigenschaften eines 
nichtnegativen Funktionals. Ferner bleibt der fundamentale Zusammenhang zwi- 
schen Funktionen von beschränkter Variation und monotonen Funktionen er- 
halten. — Neben der so erklärten linearen Variation wird noch eine ebene Variation 
eingeführt, deren Definition sich kürzer fassen läßt: Die ebene Variation W(F,6G) 
Se stetigen Funktion F(n) über einer offenen Menge @C.J ist gleich dem Integral 

[ee] 


fi »(@G,t) di, wo v(G,t)=v(E,NG) mit der zum Wert t gehörigen Niveau- 


==00 


1: 
g,=y,(s) verstehen sich K,(T), K,(@,) und L,(T), L,(@,). Es bedeute: 
I: ©, konvergiert gegen O, (9 (t), = 1,2, 3) der Länge nach. II: C,, konvergiert 


| 
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‚menge E, der Funktion F(n) ist und » (EZ) das (n — 1)-dimensionale Hausdorffsche 
Maß der Menge E bedeutet [Math. Ann., Leipzig 79, 157—179 (1918)]. Als Bei- 
spiele seien einige der ohne Beweise angegebenen Eigenschaften dieser Begriffs- 
bildungen angeführt: Für B-Mengen ist die ebene Variation eine absolut additive 
Mengenfunktion. Eine Funktion beschränkter ebener Variation besitzt fast überall 
ein asymptotisches totales Differential. Existiert für die Funktion F(n) in jedem 


Punkt das totale Differential und ist f Igrad F(n)| dS <-+ oo, so ist F(n) absolut 
J 


stetig. Im Zweidimensionalen gilt: Wenn für F(n) in J die lineare und ebene 
Variation gleichzeitig beschränkt sind, so besitzt F(n) fast überall in J (im Sinn 
des ebenen Lebesgueschen Maßes) ein totales Differential. Svenson (Regensburg). 


Grosswald, Emil: Funetions of bounded variation. Duke math. J. 17, 313— 
315 (1950). 

E noto che se una funzione f(x) a variazione limitata in (a, b) & ivi continua, 
se Duo= un, <2z, <<: -<r,,; <x,=b una divisione di (a, b), lesomme 


23 If(@,) — f(x;_1)| tendono uniformemente alla variazione totale V di f(x) in 
2 = 


(a, d) quando il massimo intervallo (x,_,, &,) tende allo zero. — Ove si prescinda dalla 
cofitinuitä di f(x), ’A. dimostra che per conservare la proprietä in esame bisogna 
prendere in considerazione i punti c dove la funzione possiede dei saltiesterni [f(c) 
non compreso tra f(e—0) ed f(c +0); salto esterno = max (|f(ce + 0) — f(e)|, 
|f(e — 0) — f(e) |). — Supposto di ordinare i salti esterni in ordine non crescente e 
indicata con C),C5,...,C,,... la successione delle loro ascisse vale il teorema: 
fissato e >0 si puö determinare corrispondentemente un intero N ed un numero ö 
tali che per qualsiasi divisione (1) di (a, b) che contenga fra i suoi punti C,,C,... -,Cn 
€ il cui massimo intervallo non superi Ö si ha 


Elfe) -t@l>V-e. 


Giovannı Sansone (Firenze). 
Haupt, Otto: Wronskische Determinante und lineare Abhängigkeit. Math. Z., 
Berlin 53, 122—130 (1950). 

Notations — Rt: espace topologique (sans conditions de separation) admettant 
en chaque point un systeme de voisinages ouverts connexes. $t: corps topologique. 
a: famille de toutes les fonctions definies sur un ensemble ouvert quelconque de R 
et prenant leurs valeurs dans ft. d: famille de fonctions continues fE a, contenant 
les fonetions constantes f=c, ce. f> D(f): application de d sur d’ Ca, telle 
que fet D(f) aient le m&me domaine de definition. 8 (r > 0): famille des fonctions f 
telles que D*(f) soit definie pour =1,...,r +1. Pour Hey", n >22, v=|1, 

rel Di6), DPA) (determinant\" "de: Wronski), 
W(f)=f. Axiomes — Toute restrietion d’une fonction f de d & un ensemble 
ouvert appartient elle-m&me ä d. La famille d est close vis-A-vis de l’addition, 
la multiplieation et la division; d’ est close vis-A-vis de l’addition et la multiplication. 
Si le domaine de definition M de fEd est ouvert et connexe, (= c) = (D(f) = 0). 


The&or&me 1. — Hypotheses: Les fonctions f,,»=1,...,n, n = 2, sont definies 
sur R, appartiennent & 829 et W(f,,...„f,)=0 sur R. Conclusion: @ designant 
la r&union des frontieres des ensembles [W (fi, : . -; fi.) = 0], oU %, . . ., ?„ represente 
un sous-systeme queleonque non vide de 1,....,n, pour tout composant ZIe R—Q 
il existe un systeme de constantes c„v=1,...,n, telles que 2,,=0 sur }. 
Q, est un ensemble ferm& nulle part dense dans N; 3 est ouvert. Th&oreme 2. — 
Hypotheses: M est ouvert et connexe. Les f„x—=1,...,k,k >22, sont definies sur 


NM et appartiennent & H%-9. Wif,...,f) = 0 sur M. En tout point X de Mt au 
moins l’un des wronskiens d’ordre k— 1 du systeme des fj,...,f, est #0. Con- 
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elusion: Il existe un systeme de constantes c,,.: # C% telles que Lc,f, = 0 sur W. 
Tout wronskien d’ordre k— 1 est soit partout = 0, soit partout # 0 sur M. 
A Chr. Pauc (le Cap). 
Ostrowski, Alexandre: Un theoreme d’existence pour les systömes d’&quations. 
©. r. Acad. Sei., Paris 231, 1114—1116 (1950). 


Es wird über ein System von Gleichungen (%,.. -, %) = 0.1; 27. 09 
ein Existenzsatz für ein Lösungssystem x, und ein Eindeutigkeitssatz aufgestellt. 


U sei die abgeschlossene Kugel vom Radius og um den Punkt P,im x, ... x,.Raum. 


Die f, seien stetig mit ihren ersten Ableitungen in U, und die Matrix der partiellen i 


Ableitungen (öf./0%,) in U umkehrbar, die Inverse sei (02,/0f,). Ist P ein be- 
na SR ENDZ 
liebiger Punkt von U, so sei A(P) = e= 2%) A Se A(P). Dann existiert 
Ken! 5 u inU 
ein Lösungssystem in der Kugel U, um P, vom Radius 9 = 4 (3 %(P)?)"/2, sofern 
0, <o ist. Zum Eindeutigkeitssatz werden die zweiten Ableitungen herangezogen. 
Collatz (Hannover). 


Wazewski, Tadeusz: Une d&monstration uniforme du theor&me gengralise de 


L’Hospital. Ann. Soc. Polonaise Math. 22, 161—168 (1950). 

Le theoreme classique de 1’Höpital (et aussi le theoreme generalise de 1’Höpital) 
comprend nombreux cas particuliers; tous ces cas sont ordinairement demontres 
en les reduisant & certains cas particuliers qui sont traites separement. L’A., qui 
a deja donn& une demonstration uniforme du theoreme classique de 1’Höpital, 
l’etend ici au th&eoreme generalise, en traitant aussi le cas oü les fonctions qui inter- 
viennent sont absolument continues. Sandro Faedo (Pisa). 


Obrechkoff, N.: Sur le eomportement asymptotique des derivees des fone- 


tions. ©. r. Acad. Bulgare Sci. 2, Nr. 2/3, 5—8 (1949). 
Soit (x) (x >a) une fonction verifiant lim {p(A x)/p(x)} = A” pour tout 
>00 
>00. 1. Si f(x) (x >a) possede une n-ieme derivee et verifie f(x) = AYP(x) pour 
z>oo et (2) >—-Mx”o(x) (M >0), alors' 
fO (x) m Am(m — 1): (m —i +1) zTig(e) 


pour >oo(t=1,...,”—1). 2. Supposons que f(x) admette une n-ieme de- 


rivee monotone fx). Si f(z) m Ay(xz) pour 2 — oo, alors 
Pe) m Am(m—1) (m —-n+1)x"o(e) 
pour 2 >00. — On a des Econces analogues pour des suites au lieu des fonctions. 


Ces resultats generalisent des theoremes de Hardy et Littlewood, Landau, 
Kubota, Fujiwara et Doetsch. Horvath (Paris). 


Zahorski, Zygmunt: Sur Vensemble des raeines de ’&quation W(x) = f(x). 


C. r. Soc. Sei. Lett. Varsovie, Cl. III 41, 43—45 und polnische Zusammenfassg.45 
(1950). 


Verf. bestätigt eine von ihm aufgestellte Vermutung (dies. Zbl. 33, 255; 


Frage 6 auf S. 244—245) durch den Beweis des folgenden Satzes: Besitzt die im 
Intervall a <x <b stetige reelle Funktion f(x) in jedem Punkt dieses Intervalls 


sowohl eine positive als auch eine negative Derivierte und ist f(a) f(b) <0, so hat 


die Menge der Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 die Mächtigkeit des Kontinuums. 
\ Aumann (München). 
Kloosterman, H. D.: Derivatives and finite differenees. Duke math. J. 173 
169—186 (1950). 
In this paper theauthor provessome formulas generalizingthe meanvaluetheorem 
and Taylor’s formula. If f(x) is a function of a real variable and Ah a real number, 
put A fa) N De ) Ma Ph) 0.2 Den by PD 


v=( 


PR 


RO SENETTENT BO 1 A BE \ e , a. e Fre eo 
. ’ “ vı SE ‚= ci er nr M 
> x ‚ 
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and 'Q,(r) the coefficients in the expansions Be = SS P„(r) a” and 


ID N=0 
rt 22 ) l 

(= N - — So (r) 2”. 1. Let r and k be positive integers, let h be a. 

n= 

real number =# 0 and let f(x) be areal function in the closed interval I:[x, @ -- rhj 
which has derivatives up = the (r + k)-th order in the interior of / and such 
that ["+#=D (x) is continuous at the end-points of /. Then there exists a number E 
in the interior of I such that 


h-? Ahf(x) RR = P,(r) hr je+n) (x) + P,(r) hk fo+R) (£) 


For r=1 this is Taylor’s formula. 2. Let k and r be positive integers and h a. 
real number = 0. Suppose that the real function f(x) is defined in the closed interval 
I: [,2-+(k-+r—1)h] and that f(x) has derivatives up to the (k -H r)-th 
order in / such that f(*+"(x) is bounded. Then there exists a number & in / such 


that SE 
IP (a) = zZ, nr Arte) +9.) fern (9). 


There are analogous results for sequences of real numbers S, (n=1,2,...) (i.e. 
functions of the discrete variable n, instead of functions f(x) of the continuous 
vafiable x). — To illustrate the possible applications, the author gives a simple proof 
of a weaker form of the inequalities of H.Cartan [Sur les classes de fonctions 
definies par des inegalites portant sur leurs derivees successives, Actual. sci. industr. 
Nr. 867, Paris 1940] and Gorny [Acta math., Uppsala 71, 317—358 (1939); ce 
- Zbl. 22, 154] concerning the successive derivatives of a function and also a similar 
result due to Boas and Pölya [Duke math. J. 9, 406—424 (1942)]. A still simpler 
proof of the weaker form of the Cartan-Gorny inequalities has been given by 
Bang [cf. the fortheoming book of Mandelbrojt in the Borel collection]. The 
diserete theorem is used to prove a Tauberian theorem concerning Cesäro-summa- 
bility due to Bosanquet [J. London math. Soc. 18, 239—248 (1943)]. 
Horvath (Paris). 
Finetti, Bruno de: Sulle stratificazioni convesse. Ann. Mat. pura appl., Bo- 
logna, IV. S. 30, 173—183 (1949); Publ. Fac. Sci. Ing. Univ. Trieste, Ser. A, Nr. 35, 
10.p- (1950). . 
Ist f(P) eine konvexe Funktion in einem affinen Raum, so daß also I > 
RER, KB ZIP EP Ich, 0): Ist,.eo., bilden die, durch "MR ar 
definierten Bereiche bei veränderlichem € eine geschichtete Menge De 
Bereiche (stratificazione di funzione convessa). Wie Verf. durch Diskussion 
hübscher Beispiele zeigt, kann aber nicht jede derartige geschichtete Bereichs- 
menge (stratificazione convessa) durch eine konvexe Funktion auf die oben 
erklärte Weise gewonnen werden. — Ziel der Arbeit ist eine Abklärung der 
hiermit im Zusammenhang stehenden Fragen. Von den speziellen Untersuchun- 
gen haben die folgenden Begriffsbildungen und Aussagen ein auch weitergehendes 
Interesse: 1. Ist Y(P) eine nicht notwendig konvexe Funktion, die in einem kon- 
vexen Bereich (© definiert sei, so ist f(P) = sup&2h,Y(P,) (P=2h,P, P,€C, 
Zh,=1,h,>0) in CO konvex, und es gilt f(P) > Y(P); ferner ist p(P) Zf(P), 
falls 9(P) => Y(P) konvex in ( ist. — 2. Eine Funktion @(?°) nennt Verf. minimal 
konvex (minimamente convessa) in dem Schichtbereich «a <o(P) <b, wenn für 
jede konvexe Funktion f(P), die dort die gleiche Schichtung = p(P) besitzt und 
weiter die nämlichen an Koi afün o(B)-Sarund: (2) = bfiro (2) 
aufweist, die Ungleichung f(P) >y(P) gilt. Auf Grund des in BR 1. erwähnten 
Lemmas konstruiert Verf. solche minimal konvexe Funktionen durch ein Verfahren 
sukzessiver Approximation. — 3. Die Funktion g(P) ist dann und nur dann minimal 
konvex, wenn F(p(P)) nur dann konvex ist, wenn F(t) monoton steigend und kon- 
vex ist. H. Hadwiger (Bern). 
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Hirschman jr., I. L: On nonuniformly quasi-analytie functions. Amer. J. 
Math. 72, 863—867 (1950). 

In two previous papers (this Zbl. 35, 331; 37, 47) the author has given some theo- 
rems concerning the behaviour at infinity resp. the distribution of zeros of quasi- 
analytic functions verifying the inequalities |” (a)| SAK"M, n=0, AN.) 
for —oo <x <oo. In the present paper he generalizes these results for functions 
which verify |f® (x) < A[k(«)® M, (( <x<oo;n=0,1,2,...), where k(@) >0 
and K'(x) [k(x2)]?—0 as 2 >. Horvath (Paris). 


Allgemeine Reihenlehre: 


Frankel, E.T.: A caleulus of figurate numbers and finite differences. Amer. 
math. Monthly 5%, 14—25 (1950). 

Verf. willauf dem Gebiete der endlichen Differenzen eine Operatorenrechnung O 
auf die Eigenschaften verallgemeinerter figurierter Zahlen (f. Z.) ganzer positiver 
(n) und negativer Ordnung gründen, die sich mit den gewöhnlichen Zeichen der 
binomischen Beiwerte (b. B.) in der Form 


me, ge v(}) Se) 


% r 

schreiben lassen. ‚S” bezeichnet n-malige Summenbildung; die übliche Differenzen- 
bildung A wandelt Verf. zu einer Umkehrung S-1 von S! derart ab, daß 8! und 871 
— abweichend von A und A-1 — vertauschbar sind. — u, sei ein Polynom n-ten 
Grades in x; die w, bilden für = 0,1,...,n +1 eine Reihe, auf die wiederholte 
umgekehrte Summierung einwirke. Sind zwei Reihen a,, b, gegeben, so erklärt 
Verf. ihre „Kreuz- und Quer-Malnahme“ (K. Q.-M.) nach Art der Cauchyschen 
Formel für die Malnahme unendlicher Reihen. Über den Zusammenhang dieses Ver- 
fahrens, der f.Z. und der Bildung S” beweist Verf.z. B.den Satz: n-malige Sum- 
mierung einer Reihe kommt auf ihre K. Q.-M. mit den £. Z. n-ter Ordnung hinaus. 
— Als Anwendüngen gibt Verf. die Summe der r ersten ungeraden Kuben, den Aus- 
druck des allgemeinen Gliedes u, einer zahlenmäßig vorgelegten Reihe, den Beweis 
des Vandermondeschen Satzes 


k rn 
(r + s)M — DE Ks) END, wo rd =er(r—1).--(r—j +1), r =], 
j=0 
weiter die Beziehung zwischen b.B. [a.a. 0.53, 103 (1946)] 
m : +k-+a\/r-+k m+a—1i 
SU el 2 
Delle 
Ob den geläufigen Verfahren überlegen ist und daher planmäßigen Ausbau lohnt, 
läßt sich ‚wohl erst beurteilen, sobald die Ansätze des Verf. auf weiterem Felde 
erprobt sind. L. Koschmieder (Tucumän). 
Boas, jr, R. P.: A note on series of positive terms. J. Univ. Bombay, n. 8. 19, 
Nr. 3 (Sei. Nr. 28), 12 (1950). 
Cändido Gomes, Marcos E.: Beitrag zum Studium der Natur einer Reihe. Gac. 
mat., Madrid, I. Ser. 2, 227—228 (1950) [Portugiesisch]. 
Farinha, Joäo: Der Residuensatz und die Berechnung der Summe einer Reihe- 
Gaz. Mat., Lisboa 11, Nr. 44—45, 15—16 (1950) [Portugiesisch ]. 
Goodstein, R. L.: The Gauss test for relative convergenee, Amer. J.M [2 
s 2 .J. Math. 72 
217—288 (1950). ; BR 
Rekursive (d. 1. anschaulich: berechenbare) Folgen rationaler Zahlen lassen 
sich leicht zurückführen auf gewöhnliche rekursive Funktionen, deren Werte na- 
türliche Zahlen sind. Bei derartigen rekursiven Folgen liegt es nahe, eine Reihe von 
Eigenschaften (z. B. Konvergenz, Divergenz) dadurch zu v 


erschärfen im Vergleich 
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' zu den üblichen Definitionen, daß man fordert, daß die zum Nachweis dieser Eigen- 
‚schaften notwendigen Abschätzungen sich mit Hilfe rekursiver Funktionen vor- 
nehmen lassen. So nennt z. B. Verf. eine rekursive Folge nn a wenn 
ihr eine rekursive Funktion n (k) zugeordnet ist, so daß |s(n k))| <1/(k-+1) 
für n >n(k) bei beliebigen n, k. (In bezug auf eine solche z ne drückt sich 
Verf. indiesem Falle und in entsprechenden so aus: ‚is associated with“, „there are“, 
„we can determine‘, anscheinend ohne auf die verschiedene Bedeutung dieser Rede- 
weisen Gewicht zu legen.) Es wird explizit gezeigt, daß eine Reihe von elementaren 
Kriterien der Reihenlehre bei naheliegender geeigneter Formulierung in diesem 
konstruktiven Sinne gültig bleiben (so die von Raabe und Gauß). Ungültig werden 
jedoch die Aussagen von der Konvergenz einer beschränkten monotonen Folge, 
und die Dinische Form des Kummerschen Kriteriums (vgl. etwa Knopp, Unend- 
‚liche Reihen, 3. Aufl., S. 320); Nachweis durch Reduktion auf einen Satz über das 
System Z, von Hilbert-Bernays. — Im zweiten Teil definiert Verf.: Eine rational- 
wertige rekursive Funktion s(m, n) konvergiert in n relativ zu m, wenn man re- 
kursive Funktionen N (k), M (k, n, n*) so bestimmen kann, daß |s(m, n*) — s(m, n) | 
<1l/kfüralek>21,n* >n>N(k),m>M (k, n, n*). Entsprechende Definitionen 
für verwandte Begriffe, wie Divergenz, Konvergenz gegen einen (rationalen) Limes, 
us. Hauptziel ist die Herleitung des folgenden Analogons des Gaußschen 
Satzes: Wenn a(n, kan +1,k)=&+ßmn+O(n,k)/y(n,p,g,k), für p>g, 
|O(n,k)| <M und k>A (n), so folgt aus x >1 oder a=1, .e >1 die Kon- 


vergenz, aus x <1 oder x=1,8 <1 die Divergenz von 2a a(r, k) relativ 


zu k. Die Hilfsfunktion y (x, 2, 9, k), für die in einem Anhang ae Indexgesetze 
hergeleitet werden, hat den Wert [a?a - #2? <>1,p>1,q9>1). Hermes. 
Goodstein, R. L.: On the multiplieatien of series. Math. Gaz., London 34, 
16—18 (1950). 
L’A. espone una dimostrazione semplice ed elegante con cui ritrova, in modo 
uniforme, alcuni classici teoremi sulla moltiplicazione delle serie. Sandro Faedo. 


Mayol, Guillermo: Hypergeometrische Reihen. Gac. mat., Madrid, I. Ser. 2, 
115—126 (1950) [Spanisch]. 

Unter dem Leitwort: Ausbreitung mathematischen Wissens (Divulgaciön Mate- 
mätica) gibt Verf. einen Abriß der Lehre von den hypergeometrischen Reihen (h. R.). 
Er führt die h. R. A-ter Ordnung durch den bekannten Ansatz ein 


= Un ‚ wm], Un+ı = +1 au), ES N P,() „I 96 ) (n n—(, % Role 


n=0 
in dem P,, Q, geeignete Polynome h-ten Grades von ; laden Behandelter 


oo 
Stoff: Konvergenz der h. R.; Konvergenz der Reihe = (— 1)” c,. — Die lineare 
=(0 
Differentialgleichung Ah-ter Ordnung, der dieh. R. Bent, Der Fall A =1; Inte- 
gration durch binomische Integrale. Der (Gaußsche) Fall h = 2. — Anschließend 
Übungsaufgaben: Potenzen als Lösungen der Gaußschen Gleichung. — Beweis, daß 
© n+h | n+k 


II (cj+d) eine h.R. erster Ordnung ist. — Kennzeich- 


SARA 
nende En dafür, daß die Reihe N c, harmonisch sei; ferner dafür, daß 


5 x"/Q, (n) eine h.R. erster Ordnung sei. — Summierung gewisser besonderer 
h.R. EI Ordnung. — Verf. betont die Entsprechung zwischen den arithmeti- 
schen Reihen verschiedener Ordnung und den von J. Rey Pastor betrachteten h. 
Progressionen, d.h. den h.R. der Ordnung h mit dem Werte x = 1 der Unabhängigen. 
L. Koschmieder (Tucumän). 
Prachar, Karl: Über bedingt konvergente Vektorreihen im Banachschen 
Raum. Mh. Math., Wien 54, 284—307 (1950). 


ee re ; ‘= 
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a,| = &, wo die a, 


Die Arbeit gilt den Reihen = a, mit |a,| > 0 und = 
Nn= i Nn= ı a 
Elemente eines Banachschen Raumes E sind und ja,| die Norm von a, ist. Für 


ein a 0 aus Hund eine Zahl omit 0 <o <1 wird die Menge der Punkte x+#0b 
mit Min |a— A x| <o |a| als „Kegel mit der Achse a“ Xo(a) bezeichnet; “außer-- 
220 


dem gehöre der Nullpunkt zu jedem Kegel. M sei eine Menge von Drehungen von _ 
E in sich mit folgender Eigenschaft (E): für ein beliebiges a # 0 aus E gibt es ein 
omit 0 <o <1, so daß zu jedem b aus Hein M aus M existiert mit Mb Cola). 


[0) e \ 
— Es gibt dann zu jedem a aus E Drehungen M, aus WM, so daß = M,a, = 
v 


[Verallgemeinerung eines Satzes des Ref., Mh. Math. Phys., Wien 45, 432—434- 
(1937); dies. Zbl. 16, 355.] Enthält M nur endlichviele Drehungen (unter ihnen 
die Identität) My,...,M, und ist M,,, = M,, so können zu jedem a aus E die 
M,„ so bestimmt werden, daß nicht nur 8 Mr, a,=a, sondern auch k,yı = k,. 


v=1 


oder k, -+-1 (mod I) gilt. — Eine andere Spezialisierung der M, ist die folgende: 


00 
Sei M eine endliche Gruppe. Dann kann man die M,in & M,a,=.a so wählen, 


v=1 
daß, wenn n,@=0,1,...1—1) die Anzahl der Glieder mit einem Index <n 
bedeutet, die mit M, multipliziert sind, gilt: lim n,/n=1/l [vgl. Auerbach, 


Nn>X 
Studia math.2, 228—230 (1930)]. — Die Gruppe. der Drehungen des R,, die 0 fest 
lassen und ein »-dimensionales reguläres Simplex mit 0 als Mittelpunkt in sich über-- 
führen, hat die Eigenschaft (E). Im R, werden ferner gewisse zur Konvergenz von 
N M, a, notwendige Bedingungen über die Verteilung der M, aufgestellt und damit 
ein Satz von Rademacher verallgemeinert [Math. Z., Berlin 11, 276—288 (1921)]. 
— Schließlich wird noch eine Klasse von Reihen angegeben, bei denen durch bloße 
Vorzeichenänderung der Glieder die Reihe jeden beliebigen Wert annehmen kann. 
H. Hornich (Graz). 

Palmer, Karl Otto: Eine Verallgemeinerung zweier Sätze von Mertens und 
Hardy auf Reihen negativer C-Summierbarkeitsordnung. Arch. Math., Karls- 
ruhe 2, 258—266 (1950). 

Verf. benutzt zur Erklärung der O-Summierbarkeit negativ-ganzzahliger Ord- 
nung die Definition: N a,=s heißt (C, —k)-summierbar zur Summe s, wenn 
Sa,=s konvergiert und A%—=1a, = o(n*) ist (k >0). Als Verallgemeinerung 
zweier Sätze von Mertens und Hardy beweist er für nicht negatives ganzzahliges k: 


. * “ &o oo 
I. Wenn von den beiden (O, —k)-summierbaren Reihen Na,=4, Nb,=B 
. * ” > * . 0 0 
wenigstens eine absolut (C, —k)-summierbar ist, so ist ihr Cauchysches Produkt 


oo 
= c„ gewiß (C, —k)-summierbar zur Summe A-B. II: Wenn die beiden (CO, —k)- 


. * oo ‚X 
summierbaren Reihen Sa, =4A, Nb,=B noch (C, —k— 1)-beschränkt sind, 
0) 0 


* . © 
so ist ihr Cauchysches Produkt Ne, gewiß (C, —k)-summierbar zur Summe A - B. 
0 


Garten (Tübingen). 
Kuttner, B.: The relation between different types of Abel summalbility. Proc. 
Cambridge phil. Soc. 45, 186—193 (1949). 
Es ‚sei (11) eine monoton gegen oo strebende Folge positiver Zahlen. In Ver- 
allgemeinerung des Abelschen Summierungsverfahrens bezeichnet man dann eine 


a ” 6%) 
Reihe = a, als (4, „„)-summierbar zum Wert /, wenn N a, 035 für 30 
n= & 
n=0 


konvergiert und ihre Summe f(s) —1 strebt für s— +0. Die Note befaßt sich 


Bi 


mit der folgenden Frage: D(x) beisichne eine in © >u, erklärte Funktion, die 
_ durchweg positiv ist und für 2 —0o monoton gegen oo strebt. Unter welchen 
‚Bedingungen für ®(x) kann für jede Folge (u,) aus der (A, ,)-Summierbarkeit 


[e,e] 
einer Reihe $ a, zur Summe l und der (4, u,)-Summierbarkeit (oder spezieller der 
n=0 


Konvergenz) der mit den Größen A, = ©®(u,) gebildeten Reihe 53 a„e in: im 
n=0 
s>0 zur Summe f,(s) auf das Bestehen der Limesrelation fi(s) 1 für s—-- 0 
geschlossen werden ? Es werden verschiedene hinreichende Bedingungen angegeben. 
Friedrich Lösch (Stuttgart). 
Cossar, J.: A note on Cesäro summability of infinite integrals. J. London 
math. Soc. 25, 284—289 (1950). 


Aus der (©, r)-Summierbarkeit einer Reihe B5 a, für einr>0O folgt die 


n=0 


Konvergenz der Reihe 5 a,e-?r für 6 >0 und die (O, r — ö)-Summierbarkeit 


n=0 


für 0<ösr. Die analogen Aussagen für Integrale 


der Reihe > 
® 


Fl no (R Er 
f f(z) dx, wo f(x) eine in jedem endlichen Intervall (0, > integrable Funktion 
Ö 


bedeutet, sind falsch (vgl.G. H. Hardy, Divergent series, Oxford 1949, S. 135—136; 

dies. Zbl. 32, 58). Darüber hinaus wird in der vorliegenden Note für beliebige hin- 

reichend glatte Funktionen ®(x) gezeigt, daß aus der (C, r)-Summierbarkeit des 
oo 


Integrals (1) J f(x) de für ein r >0 keineswegs die (C, s)-Summierbarkeit des 


Integrals ( 2 / f(x) D(x)dx für ein s <r folgt. Genauer gilt: Zu jederin <>0 


erklärten, ee keiner Stelle an identisch verschwindenden Funktion ®(x), deren 
Ableitung BP+1)(z2) [p-+1 kleinste ganze Zahl >r] in jedem endlichen Inter- 
vall<0, > absolut stetig ist, existiert eine Funktion f(x) derart, daß das Integral 
«1) (©, r)-summierbar, das Integral (2) jedoch für kein s © r (©, s)-summierbar ist. 
Friedrich Lösch (Stuttgart). 
Borwein, D.: On the Cesäro summability of integrals. J. London math. Soc. 
25, 289—302 (1950). 
Es sei g(t) in jedemendlichen Intervall (1, X) integrabel; ferner sei G,(t) = g(t), 
t 


1 N d R 
Gl) = 16; fi (t—u)Ig(u)du für «>0 und 6G,(l) = (5) 19] 65 ar OF EUR 


& <0. Das Integral [ g(t)dt heißt für x >20 bekanntlich (©, x)-summierbar 


zum Wert J, falls I (x + 1) G,;1(t) > 1 für t — oo gilt; es heißt |C‘, « |-summier- 
bar, falls überdies t* G,.ı (t) in (1,00) schwankungsbeschränkt ist. In Analogie 
zu Sätzen von L. S. Bosanquet (dies. Zbl. 35, 161) über die C-Summierung von 
Reihen gewinnt Verf. die folgenden Resultate: (1) Ist o<0, AZ2a 20, so gilt 


oo [e,e] Tr 
dann und nur dann , ieg (t)dt=1(0, )), wenn ik FR DH = Fe I(O,A—a) 
1 1 
[ee] 
gilt. — Q) It eo <0,a<0,A>0, Garı (t) absolut stetig und f 1? 9 (t) dt 


1 
oo 


{C, ))-summierbar, so ist h te-= G@,(t) dt (©, A — &)-summierbar. — (3) Ist oe >0 
1 


62 a 


oo 


nicht ganz, A> 0,1 — &> 0, Gx41(t) absolut stetig und | 12 g (t) di (C, A)-summier- 
«1 


© leJ+1 z 
bar, so existieren Konstanten $,, Sg,..., Spej+1, für die {! Ur 16. (Ve 2 8, e- de 
I = 


(0, A — a)-summierbar ist. Ist o >0 ganz, so gilt der Satz nur für ganzzahliges 
o—x > 0. — Inallen Resultaten darf die C-Summierbarkeit durch die entsprechende 
10 -Summierbarkeit ersetzt werden. Friedrich Lösch (Stuttgart). 
Cowling, V. F.: Summability and analytic eontinuation. Proc. Amer. math. 
Soc. 1, 536—542 (1950). 
Es handelt sich um das zu der Matrix a,m = (real re (7-0 


beliebig komplex, fest; n, m = 0,1,...) gehörige Limitierungsverfahren [eircle 
method nach G.H. Hardy und J.E.Littlewood, Taylorsches Verfahren nach 
R. Wais; vgl. P. Vermes (dies. Zbl. 33, 257) und W.Meyer-König, Math. Z. 


52, 257—304 (1950)]. Die Reihe 5 a, mit den Teilsummen s, heißt F’-summierbar 
0 


oo 
zum Wert s, wenn die Glieder der Folget, = 3 4,„5m existieren und lim 1, —=& 
m=0 n— 00 


ist. Nach Feststellung der Permanenz des Verfahrens für 0 £&r <1 und eines 
unter zusätzlichen Voraussetzungen gültigen Frı > Frr-Satzes verwendet Verf. 
das Verfahren zur analytischen Fortsetzung von Potenzreihen. Indem den Ursprung 
2= (0 enthaltenden Gebiet D sei f(z) eindeutig und regulär. Die Entwicklung 


X . . 
= 4, 2” von f(z) inder Umgebung des Ursprungs besitze den Konvergenzradius 0. 


Dieselbe ist dann gleichmäßig F’-summierbar (sogar absolut) zum Wert f(z) in jedem 
abgeschlossenen Teilgebiet des Durchschnitts der Punktmengen @(r, D) und 
2| <o/|r|. Dabei ist @ (r, D) die Menge der Punkte 2 von D, für die 

. Kemer 
ist für alle Randpunkte t von D. Meyer-König (Stuttgart). 

Morley, Hilda: A theorem on Hausdorff transformations and its applieation 
to Cesäro and Hölder means. J. London math. Soc. 25, 168—173 (1950). 

Verf. beweist, daß ein konvergenztreues Hausdorffsches Limitierungsverfahren 
auch absolut konvergenztreu ist, und benutzt diesen Satz, um zu zeigen, daß für 
reelle Ordnung & > — 1.die Verfahren |C,x&| und |H,«&| äquivalent sind. Ferner 
werden drei von E. Kogbetliantz herrührende, sich auf das |O, «|-Verfahren be- 


 ziehende Sätze mit Hilfe des erwähnten Satzes auf einfache Weise hergeleitet. Man 


vergleiche hierzu auch K.Knopp und G.G. Lorentz [Arch. Math., Karlsruhe 
*, 10—16 (1949/50)], wo teilweise dieselben Ergebnisse auf anderem Wege gewonnen 
werden. Garten (Tübingen). 

Robinson, A.: On funetional transformations and summability. Proc. London 
math. Soc. II. S. 52, 132—160 (1950). 


Es sei (a,,) mit k,n=1,2,... eine Matrix komplexer Zahlen, mit deren Hilfe die kom- 
[ee] \ 
plexe Zahlenfolge s, formal in die Folge t,—= _N a,, s, transformiert werde. Die notwendigen 


Nn= 
und hinreichenden Bedingungen, denen die Elemente der Matrix genügen müssen, damit für 
alle konvergenten Folgen s,, die transformierte Folge t, existiert und gegen lim s, konvergiert, 


N 00 

sind wohlbekannt. Verf. untersucht nun das analoge Problem für den Fall, daß die Glieder: 
der Folge s, Elemente eines abstrakten Raumes und die Elemente der Matrix Operatoren in 
diesem Raum sind. Genauer: Es sei $ ein vollständiger metrischer linearer Raum, d. h. eine 
Menge von Elementen a,b,..., die eine additiv geschriebene Abelsche Gruppe mit dem Sy- 
stem der komplexen Zahlen &, ß,.... als Operatorenring bilden und für die reelle nicht-negative 
Normen |a|, |b|,... so definiert sind, daß neben anderen Eigenschaften insbesondere aus 

lim |s„—s&|=0 für eine Folge s,„€8 die Existenz eines seS mit lim 3.810, dene 
M,N— 00 DEN 


. * .. . . ES) 
an 3,8, folgt. Ein (beschränkter linearer) Operator T in 8 sei eine Funktion, die jedem 
> 00 


IE 


u ee REN Fr N BE Zn SE at u DE 
en u ET DR Dre NE 
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aeS ein R es zuordnet: c= Ta, so daß gilt: Ta+Tb=T(a+b) fü ,bES; 
A(T a) = T()a) für «€ 8 und komplexes 4; T ist beschränkt, das heißt es ist 
|Tx|=|T|< ©. Unter der Summe 7, + T, der Operatoren T, und T, sei derjenige 
| s1 

Operator verstanden, der a€$ in T,a+ T,a transformiert. Ist 7, p=1,2,...) eine 
Folge von Operatoren, so heißt der Operator 7 Grenzwert der Folge T, ( me 7, —enowenn 


pP>00 


00 
lim T,a=Ta ist für alle ae8S. N 7T,„=T soll heißen, daß die Teilsummenfolge der 
Pp>X0 n=1 
Reihe gegen 7 strebt. Aus im |7,— T|=0 folgt lim 7,=T. Es sei nun (4,,) eine 
pP—00 P>&o0 
Matrix mit Operatoren als Elementen. Die Folge s,€S werde formal transformiert in die 


oo 
Folge LES: 1,= N Arn Sn. Die Frage ist: Unter welchen Bedingungen ist (A,,) permanent, 


Nn= B 
d.h. folgt aus s,— s stets die Existenz von t, und die Beziehung t,—lim s,? Zur Beant- 
wortung wird der Begriff Grenze (,‚bound‘) einer endlichen oder abzählbar unendlichen Menge 


von Operatoren eingeführt. Darunter wird der Wert |7,,.., 7„|= Im | N T,x,| mit 
e a 3 a ls1ı|» 
x,@ 8 verstanden, falls es sich um die endlich vielen Operatoren T\,.. & T,„ handelt. Han- 


delt es sich um die Folge 7‘, von Operatoren, so soll darunter der Wert |7,, 7,...| 
—= lim |T,,..., T,„| verstanden sein. Verf. untersucht verschiedene Eigenschaften des so ein- 


N — 00 
geführten Begriffs, zeigt, daß bei gegebener Operatorenfolge T,(p=1,2,...) dann und nur 


oo 
dann = T,s, konvergent ausfällt für jede konvergente Folge s,, wenn |7,, T,,...| <oo 


[ee] ä . 

und N 7, konvergent ist, und beweist sodann den folgenden Hauptsatz: Die Matrix (A,,): 
p=1 

ist dann und nur dann permanent, wenn die folgenden vier Bedingungen erfüllt sind (© bedeute 

den Nulloperator, / den identischen Operator, d.h. es sei Os=(0 und Is=s für s&ES): 


[00) 
CDsimedn. 0 tur Rn — 1,25 BA Ar vorhanden“ tür 1 Des 


k— co n=1 
@ im A,=I; (4) JA, 4 ---| ES M<o für k=1,2,... (M von k unabhängig). — 
ge) 


oo 

Weiter sei _V) a, eine unendliche Reihe, deren Glieder Elemente von $ sind, und (B;,) sei eine 
n=1 

Matrix von Operatoren in $ wie bisher. Welches sind die notwendigen und hinreichenden Be- 


oo [6,0] 
dingungen dafür, daß aus N a,„=s die Existenz der Folge ,= N Ba, und 1.—s 


n=1 Nn= 
folgt? Die Antwort lautet: (6) | Bu — Bis» Ba — Bi: - | SM <o fü k=1,2,... 
(M von k unabhängig); (6) im B,„—=I für n=1,2,.... — Bisher handelte es sich um 
> 00 


beschränkte Operatoren. Nun wird die Voraussetzung |T| < oo für die vorkommenden Ope- 
ratoren fallen gelassen. An die Stelle von (4) tritt dann die folgende Bedingung: Es gibt die 
von k unabhängigen Konstanten n, und M, so daß Ayn, Aunap ee )SH<O ist für 
k=1,2,.... Andie Stelle von (5) tritt die folgende Bedingung: Es gibt die von k unakhängi- 
gen Konstanten n,, P,M, so daß 


8,2 £<e2 und |B,,—B B B ..|SM<o 


Kno+1” K,no+l  K,ngt? 
ist für k=1,2,.... — Die Ergebnisse lassen sich übertragen auf den Fall, daß der Index k 
der Operatorenmatrizen durch ein kontinuierliches » (entweder > (0 mit ®— oo oder 
0<|o| <w, mit &—0) ersetzt wird. Zum Schluß bringt Verf. einige Anwendungen. Vor 
allem wird die Summierung von Reihen durch das Borelsche Integral in die entwickelte Theorie 
eingeordnet. Meyer-König (Stuttgart). 


Orts, J. Ma: Über die Umkehrung der Eulerschen Transformation. Rev. mat. 
Hisp.-Amer., IV. S. 9, 154—158 (1949) [Spanisch]. 


[e,e] oo 
Data la serie N a, dicesi sua trasformata di Eulero la serie & a, con 
n=0 n=0 


N [ee] 

L il n x 

Ge a,; Se a, € convergente, alla stessa somma converge la 
n Dn+I = k k> a N 


[0,0] RT . 
trasformata N a. Sono note formule di inversione che esprimono i coefficienti 
N= 


64 
della 53 a, mediante quelli della serie trasformata., Si dice trasformazione gene- 
ER . 3 = 7 

ralizzata di Eulero di = a, la = a, con 

n= n= 

N 
i ü + (T)aatit +( )@ 
a E) 
n (di en u) 


[0,0] 
7 . . ’* en 
cheper u=1 siriduce alla & a’,. L’A. estende alcune formule d’inversione alla 
Nn= 


Se ” . 
trasformata generalizzata N a, e ne mostra applicazioni al problema del pro- 
n=0 h 
lungamento di una funzione analitica. Sandro Faedo (Pisa). 


Rajagopal, €. T.: A note on „positive“ Tauberian theorems. J. London math. 
Soc. 25, 315—327 (1950). 

Using the well known Tauberian theorem of Wiener and Pitt’s modification of 
it the author proves a number of theorems, Tauberian in character, for integrals of 


oo 
the form ®(t) =t 1 Y(ut) p(u) du where Y(x) is a positive monotonie function 
ö 


with continuous derivative. With the usual Tauberian conditions on p(u), the 
behaviour of p(u) for large u is determined from a knowledge of the behaviour of 
Dit) ast—0. By special choice of Y(x), known Tauberian Theorems are shown to 
be derivable from those theorems. S. Minakshisundaram (Waltair/India). 


Delange, Hubert: Sur les th6or&mes inverses des proc&des de sommation des 
‚series divergentes. I. Ann. sci. Ecole norm. sup. III. S. 67, 99—160 (1950). 

In Ausführung eines auf ein Distanztheorem von Hadwiger [Comment. math. Helvetici 
16, 209—214 (1943/44), dies. Zbl. 28,391] zurückgehenden wohl allgemein zuerst von Wintner 
(dies. Zbl. 35, 43) ausgesprochenen Prinzips, daß sich die Umkehrsätze der Limitierungstheorie 
als Korollare aus gewissen, absolute Konstanten enthaltenden Ungleichungen für beliebige 
(nicht notwendig konvergente) Folgen ergeben, entwickelt Verf. eine umfassende Theorie der 
Limitierungsumkehrsätze, welche eine Weiterführung der Karamataschen Theorie (Sur les 
theor&mes inverses des procedes de sommabilite, Actual.sci. industr. Nr. 450, Paris 1937; dies. 
‘Zbl. 17, 348) darstellt. In der vorliegenden 1. Mitt. werden die Grundlagen der Theorie und 
die „elementaren“ Umkehrsätze behandelt, während die tiefer gelegenen Umkehrsätze einer 
2. Mitt. vorbehalten bleiben. Dabei werden sowohl solche allgemeinen Verfahren betrachtet, 
welche durch konvergenzerzeugende Faktoren gebildet werden (®-Verfahren) als auch solche, 
welche als Mittelbildung (-Verfahren) gegeben sind. Mittels einer Folge (A,) reeller Zahlen 


00 
(AZ 0, A, < Ay+ı und A, — oo für n — oo) wird der Reihe Yu, für alle = 0 die Funktion 
0 


s()= N u, für > 0 zugeordnet. Wenn nun das Integral 
Anst 
[e,e) 


Al plt,x)ds() bzw. Pla)= | Pit, x) s(t) dt 
0 


für diejenigen Werte des Parameters x, die einer gewissen Menge & angehören, konvergiert 
und für © > x, (%, € €) gegen einen endlichen Grenzwert S strebt, heißt N) «, nach dem ©-Ver- 
fahren bzw. nach dem Y-Verfahren zum Wert 8 summierbar. Damit umgekehrt aus der Exi- 
stenz der Integrale ® bzw. Y und ihrer Konvergenz gegen S für &— x, auf s(t) — S für t— 
geschlossen werden kann, bedarf es gewisser zusätzlicher Bedingungen (sog. Konvergenzbedin- 
gungen) bez. s(t), die sich mit Hilfe einer reellen, für > 0 stetigen und monoton wachsenden 
Funktion A(t) (A(t) > oo für t— oo) wie folgt ausdrücken: Es sei V(t) die zu A(t) inverse 
Funktion und 7(t,}) = V [A A(t)]. Bei den elementaren Umkehrsätzen hat man die Kon- 
vergenzbedingung 


1 c 
‚lim, ner At) ds(t)=0. 


Verf. zeigt, daß sich diese Umkehrsätze aus Abschätzungen der Differenzen M [Ed] — s(t) 
für hinreichend große t gewinnen lassen, wobei M(x) =®(x) bzw. = P(x), E)EE und 


(I) lim | Sup |s(t) — s(t) N — bzw. (II) lim 
t>oltst!sT(,}) 


1 E 3 > 


>, für t> oo. Die dem Umkehrsatz I entsprechende Verallgemeinerung lautet: Für 


jedes A>1sei lim | Sup |s(#) — s(t A <wlogA. Dann gibt es eine Konstante r 
t>olst’<T(t,)) 


derart, daß ‚im IM TE] — s(t)| < To gilt. Dem Umkehrsatz II entspricht die Erweiterung: 
>00 
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Es sei 
Ol ft s(t 
A(&) od 


(dann gibt es eine Konstante r* derart, daß 


lim |M [&(0] — s{)| < ı* lim |ö(«)| 
t>00 >@0 
gilt. Die (bestmöglichen) Konstanten sind dabei durch die folgenden Ausdrücke gegeben: 


1 oo 
> 
= | | else Baal, 
0 


1 


K(«t) —1 
t 


en dt 


1 oo 
a =1+ | lavan + a4 [ \oven+ 
ö 1 


anft 
No hm any (et, 2), Kit) lim o(xt, x) -f N (u 


>00 >00 


Wenn insb. N(t) reell und nicht negativ ist und nicht zunimmt, gilt 7*(&) = (x) +2 K(o). 
Für reelle Vermittlungsfunktionen y (£, x) ergibt sich ferner eine Abschätzung der Hauptlimites 
von s(t£) durch die Hauptlimites des Y-Verfahrens. V. Garten (Tübingen). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


e Zygmund, A.: Trigonometrie interpolation. Chicago: University of Chicago 
1950. 4, 99 p. Mimeographie. 

Nejuler, L. Ja.: Über die geteilte Interpolation gewisser Klassen von Funk- 
tionen mehrerer Veränderlicher. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 71, 1023—1026 
(1950) [Russisch ]. 

Die üblichen Verfahren machen es praktisch unmöglich, Funktionswerte für 
tabellierte Funktionen von mehr als 2 Veränderlichen zu interpolieren. Verf. gibt 
für Funktionen der Gestalt (1) f,[f (x, 4), 2] ein solches Interpolationsverfahren an, 
welches bei jedem Schritt nur die Interpolation hinsichtlich eines Argumentes er- 
fordert. Die Konstruktion solcher Interpolationstafeln beruht letztlich auf der Her- 
stellung zweigliedriger Tafeln für Funktionen (1) (dies. Zbl. 29, 145, 146). Das 
Verfahren kann unter Umständen auf mehr Variable ausgedehnt werden. 

Schmetterer (Wien). 


Kowalewski, Gerard: Remargque sur Vinterpolation newtonienne. C.r. Acad. 

Sci., Paris 227, 21—23 (1948). 
Soit f(x) une fonction qui dans l’intervalle (a, b) est continue jusqu’& sa derivee 
. d’ordre n. Pour deux points arbitraires x, et x de (a,b) designons par 7 (x, u) 
la fonetion (1/2) [(= — u" —1/(m — 1)!] [sgn (x — u) —sgn (x, — u)]. Designons 


par L, (2) = Fla)/(x — ©) F’(a), Fia)= U (e-)=1,2,...,m), les poly- 


nomes de Lagrange, 2%, %%...,%, 6tants n points de l’intervalle (a,b). L/’A. 
d&montre la formule nouvelle 


b n 
fa) — & Lx(a) fa) = SIT& u) — 2 Le) Too] I) (u) du. 
N.Obrechkoff (Sofia). 
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Merli, Luigi: Aleune osservazioni sulla interpolazione delle funzioni diseontinue. 
Boll. Un. mat. Ital., III. S. 4, 140—146 (1949). j 
Im Gebiete —1<x<1, das g heiße, liege eine Folge von Abszissen 

«9 (k=1,...,n) vor. Auf Grund dieser Schaltstellen läßt sich eine Funktion 
f(x) in g durch das Hermitesche Schaltpolynom (H. Sch.-P.) 4,,.1(%) annähern 
[zu Schrifttum und Bezeichnungen s. L. Merli, Giorn. Ist. Ital. Attuari 11, 1—12 
(1940)]. Ist f(x) in g stetig und sind x\® die Nullstellen des n-ten Tschebyscheffschen 
Polynomes erster Art, so ist lim H,,_1(x) = f(x). Wie ändert sich dieser Befund, 


n>%o 

wenn f(x) im Ursprunge O (x = 0) eine Unstetigkeit erster Art aufweist, sonst aber 
in g stetig bleibt? Es gilt dann, wie Verf. zeigt, in jedem, O ausschließenden Teil- 
gebiete von g das bei der Annahme der Stetigkeit von f Gesagte. Um das Verhalten 
der H. Sch.-P. bei O zu ergründen, betrachtet er die Funktion f(x) = |x|/z für 
z=+0, f(0)= 0. Dann bleiben die H.Sch.-P., dem Grade 8r +1 angehörig, 
zwischen —1 und 1. Rechts von O haben sie alle den Größtwert 1; dagegen streben 
ihre Kleinstwerte im ersten Gebiete rechts von O, das von zwei Schaltstellen x,, 
und &,,_, begrenzt wird, mit r— oo, d.h. bei deren Heranrücken an O, gegen 0. 
Das ist das Seitenstück zu der Gibbsschen Erscheinung bei der Fourierschen Reihe: 
Ihre Teilsummen streben gegen einen die Zahl 1 überschreitenden Grenzwert und 
schlingen sich um die Gerade y = 1, was beides vom Verhalten der H. Sch.-P. 
abweicht. L. Koschmieder (Tucumän). 

Leja, Franeiszek: Une methode d’approximation des fonetions r&elles d’une 
variable complexe. Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr. 3, 202-206 und französ. Zu- 
sammenfassg. 206 (1950) [Polnisch]. 

f(z) sei eine reelle, beschränkte Funktion, definiert auf dem Rande B eines 
ebenen Bereiches D, welcher den Punkt oo enthält. B sei von positiver Kapazität. _ 
Setzt man 


I |L® (2, &im)| ent) — F (2,1, Cm) 
j=0 


[L®) die Lagrangeschen Polynome vom Grade n, C(%) ein System von n + 1 Punkten. 
auf B] und 


ls @ A) ent flog Vr@, A, co), RE RN 
2MeB 
so gilt für beliebiges z und A lim f„(2, A) = f(z, A). Ist f(z) stetig auf B und das. 
[0,0] 


n> 
Komplement A von D + B leer, so gilt 
: 1 
(1) N DR zEB). 


Ist A nicht leer und läßt sich e/@ in B gleichmäßig durch Beträge von Polynomen 
approximieren, so existiert (1)in A + B und ist in A gleich der Lösung des Dirich- 
letschen Problems für A mit den Randwerten f(z) auf B. Tautz (Freiburg). 
Stuloff, N.: Über die Entwickelbarkeit von Funktionen in verallgemeinerte- 
Dirichletsche Reihen. Math. Z., Berlin 53, 273—-284 (1950). 
Wenn sich eine Funktion f(x) der Zahlen <>0 in eine verallgemeinerte- 


. * . © — . 
Dirichletreihe f(x) = = a, e ”*® mit a,>0,% >20 entwickeln läßt, so er- 


füllt f(x), wie man ganz leicht erkennt, die Bedingungen: 1. f(x) stetig für x > 0 
2. f(x) unendlich oft differenzierbar für x > 0. 3. (— a ae) für > O-und 
allen = 0,1,2,.... 4. im (—) fm (2 i 

en= ld... 4 m [tim ( Sm (A| + lim F(n) = (0). — Vert.. 
zeigt, daß umgekehrt jede Funktion f(x), die diese vier Bedingungen erfüllt, eine ver- 
allgemeinerte Dirichletreihenentwicklung besitzt. Der Beweis wird unter Ausnutzung 
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der Tatsache geführt, daß jede Funktion f(x), die 1.—3. erfüllt, eine Belegungs- 
1 

funktion y(u) besitzt, so daß f(x) = 1! u“ dp(u) wird. Die monoton wachsende 
ö 


Funktion y besitzt abzählbar viele Sprungstellen, deren Lage die Dirichletexpo- 

nenten und deren Sprunghöhen die zugehörigen Dirichletkoeffizienten bestimmen. 
Maak (Hamburg). 

Zitarosa, Antonio: Alcune estensioni dei teoremi di Young-Hausdorff e di 


_ Paley. Giorn. Mat. Battaglini 79, 209—224 (1950). 
d 


Soit 9, (2) une suite orthonormale dans un intervalle (c, d) etsoient c, = Fi !9„dx 


c 
les coefficients de Fourier d’une function f(xz)eEL (1 <r <oo). Lorsque 
9.()|<M(e<x<d;n=1,2,...), F. Riesz a demontre certaines inegalites 
d 


1/r {ee} 1/r 
entre | fi fax) et | >|c, r) et d’autre part Paley a demontre des ine- 
e n=1 

d 1/r Y 


oo 1/ 
galites entre ir d<e| et >= lc„"n=2) (cf. Zygmund, Trigonometrical 
1 


c n= 
series, Warszawa 1935, pp. 191 et 202; ce Zbl. 11,17). L’A. genralise ces in6galites 
au*cas ou |p,(2)| <y(x) et y(x)E L?. Or ces resultats se trouvent, sous une 
forme plus generale, dans un travail de Marcinkiewicz et Zygmund [Fundam., 


Math., Warszawa 28, 309—337 (1937); ce Zbl. 16, 205], oü les auteurs supposent 
d 1/8 
seulement que (j |9 1? de) ZN in =1,2:3), Horvdth (Paris). 


c 
Campbell, Robert: Sur les fonetions developpables en series de fonctions de 
Weber. C. r. Acad. Sci., Paris 231, 1024—1026 (1950). 
Die Arbeit gibt Bedingungen, unter denen eine Funktion f(x) in eine Reihe 


B5 A, D,„(x), in der D, (x) die Weberschen Funktionen des parabolischen Zylinders 
n=0 


(für ganzzahliges n) darstellen, entwickelbar ist. Unter Benützung der Ortho- 
gonalitätseigenschaften der Weberschen Funktionen und der Rekursionsformel 
xD,(x) =D,;,(%) + nD,_,(x) kann die Summe 8,(x) der ersten n Glieder der 
Reihe wie folgt dargestellt werden: 


1 ra 

n (%, t 
ge Ver ! —t 
Durch passende Aufspaltung des Integrals gelingt es unter der Voraussetzung, daß 
fit) - e®/* im Lebesgueschen Sinne summabel ist, zu zeigen, daß 


lim 8,(2) = 3 [f(x + 0) + fe 0). 


1|Dr@) D,e) 


Bl nt Das) Du) |’ 


fit) dt mit @,(8, t) = 


n>X& 
Bei der Beweisführung, die nur skizziert ist, wird u. a. die Darstellung der Weber- 
schen Funktionen durch die Formel von d’Adamoff benützt. H. Unger. 


Carlson, B. €. and 6. S. Rushbrooke: On the expansion of a Coulomb poten- 
tial in spherieal harmonies. Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 626—633 (1950). 

Sind zwei Punkte: P, (r,, 0,,9,) bzw. P, (rz, 05, 95), bezogen auf dasselbe Zen- 
trum gegeben, so ist bekanntlich 1/ P, P,in eine Reihe von Potenzen vonr,/r, entwickel- 
bar mit geeigneten Kugelflächenfunktionen als Koeffizienten. Der Hauptzweck vor- 
liegender Abhandlung ist, eine entsprechende Reihe zu entwickeln im Falle, daß die 
Punkte P, bzw. P, sich auf zwei Zentren beziehen, deren eines in bezug auf das 
andere etwa durch die Polarkoordinaten R,©,® gegeben wird. Hierfür kommen 
hauptsächlich zwei Methoden in Betracht; bei der einen bedient man sich der Max- 
wellschen Theorie der Pole, bei der anderen der erzeugenden Funktion für die assozi- 
ierten Legendrefunktionen. Das Interessante dabei aber ist die einfache Form, die 


b* 


a N 
sich ergibt, wenn man die Reihe in Abhängigkeit von Wignerfunktionen aus- 
drückt — Funktionen, die zweckmäßige lineare Kombinationen von gewöhnlichen 
Kugelflächenfunktionen sind. S.C. Kar (Calcutta). 

Rau, Heinz: Über die Entwieklung einer stetigen Funktion nach Jacobi- 
schen Polynomen. Arch. Math., Karlsruhe 2, 251—257 (1950). 

Nel presente lavoro I’A. ritrova, per via elementare, che lo sviluppo in serie 
di polinomi di Jacobi di una funzione f(x) continua in -1<x <led ivi dotata 
di derivata limitata e continua, eccettuato al piü in un numero finito di punti, 
converge uniformemente ed assolutamente in ogni intervallo-I+nsx <1—n, 
0 <n<i1. La dimostrazione & ispirata a quella data da H. Prüfer [Math. Ann., 
Berlin 95, 499-518 (1926)] per provare, sotto le stesse ipotesi, la sviluppabilitä di 
f(x) in serie uniformemente ed assolutamente convergente di polinomi di Legendre. 

J. Cecconi (Pisa). 

Kanter, Louis H.: The zeros of the Jacobi polynomials and the corresponding 
Christoffel numbers. Duke math. J. 16, 125—130 (1949). 

Es seien P,(x) die im Gebiete (a, b) zum Gewichte w(x) gehörigen orthogonalen 
Polynome, x,» =1,2,...,n) ihre n reellen, verschiedenen Nullstellen; dann gilt 
mit einem willkürlichen Polynome o(x) vom Grade 2n — 1 die Formel der mechani- 

d 


n 
schen Quadratur nach Gauß und Jacobi [ e(x) w(«) dt = ee), wo 
| v=l 


a 

}, die reellen Christoffelschen Zahlen (C.Z.) bedeuten. w(x) enthalte einen Para- 
meter r: dann hängen x, und A, von v, n und r ab. Verf. erörtert hier die Frage, 
wie sich x, und A, mit 7 ändern, wenn v und n fest bleiben. Sind P,(x) zunächst 
die Gegenbauerschen Polynome (G.P.),d.h.ist a=—1, b=]1, w(xz) = (1— x)*, 
dann nehmen die C.Z.),(a)in —1l <a <0 einsinnig ab. — Es seien P,(x) zweitens 
die Jacobischen Polynome mit w(z) = [1 — x)/a]*P [(1 + x)Ja]P®, a >2, und 
es gelte a'(T) >20, P(r) =0, a’(T) + P’(r) >0. Dann nimmt erstens A,(r) bei 
nichtpositiven echten x und ß mit wachsendem 7 einsinnig ab. Ist zweitens 
alt) >P(r) >—1 und nimmt x,(r) >0 mit r zu, so nimmt dabei A,(r) ab. — 
Schranken der C.Z. bei den G.P. von mindestens zweitem Grade: Im Gebiete 
—+<isH wobii=«&-+ 3, genügt die zu x,(A) gehörige C.Z. A,(A) der Un- | 
gleichung © >A,(A) > A,($). — Im Gebiete 4>—% nimmt A, (A) für die G.P. | 
vom Grade 2 und 3 mit zunehmendem 4 ab. L. Koschmieder (Tucumän). 

Gel’fond, A. O.: Über die verallgemeinerten Polynome von $. N. Bernstein. 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 14, 413—420 (1950) [Russisch]. 

Verallgemeinert und vertieft ein Resultat von Hirschman und Widder (dies. 


Zb1. 33, 111). Sei 2>0 und q,,(@) =. ir . 0,20 
’ Apr? — oe 
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N N 
=1+ 3 0,k=0,...,n. Hierbeiseie,—= ]T &, 0%, min 5 
s=k s=k ksssn 
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. .. ” . . s#N 
und es verschwinde höchstens ein & in der Reihe der &,. Für den Fall paarweise 
verschiedener & stimmen die q,,„(%) im wesentlichen mit den H, ,(x) von Hirsch- 
man und Widder überein. Vermöge einer elementaren Identität wird die Relation 
a ß 5 & 1/a | 
15 = Ie;n(X) gezeigt. Sei 7, = Ci _ —. ) des (i — =)] %, %n=1 (falls 


&n 


&r+1 
.. . . . 2 
%, = k, erhält man 7, „— k/n). Für ein f(x) sei B,(f) = = IT) In (X). Mit dieser 
* . Ar 0 
Bezeichnung hat man: f sei auf [0, 1] definiert und stetig in irgendeinem Teilinter- 
vall [a’, 5’. Für die Folge o, gelte: y-0 <<<... >00, I 1/a;—oo. 
1 


Dann konvergiert B,(f) in jedem [a, BJ] mit a <a <b <b' gleichmäßig gegen f. — 


Bi. 36 r> Beet 
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‚Falls feLipd,0 <A<1, gibt Verf. eine Schranke für |f(x) — B, (f}|, welche nur 
von den, und der Lipschitzbedingung abhängt, für deren genaue Angabe auf die 
Arbeit verwiesen werden möge. Schmetterer (Wien). 

Bernstejn, $. N.: Über einige Eigenschaften der zyklisch monotonen Funk- 
tionen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 14, 381—404 (1950) [Russisch]. 
Verf. hat in den Atti Congr. internat. Mat., Bologna 2, 267—275 (1930), zitiert 
als (I), eine Reihe von Sätzen über regulär monotone Funktionen ausgesprochen, 
welche unter anderem hier bewiesen und vertieft werden. Für den ganzen Ideen- 
kreis vgl. man auch des Verf. Buch „Legons sur les proprietes extr&males et la 
meilleure approximation des fonctions analytiques d’une variable reelle‘ (Paris 1926). 
Vornehmlich befaßt sich die Arbeit mit der Klasse der zyklisch monotonen Funk- 
tionen Z, deren Ableitungen f(®(x) im Definitionsintervall das Vorzeichen nicht 
ändern und überdies f(x) fÜH2 (x) <0, «= 0,1,... erfüllen, und damit im Zu- 
sammenhang mit gewissen Extremumsaufgaben stehen. Es wird gezeigt, wenn f(x) auf 
[0, 1] €Z und zusammen mit allen Ableitungen einmal in [0,1] verschwindet (Rand 
einschließlich), dann ist f(x) CO sin xx oder C cos $ x. Eine wichtige Rolle spielen 
die analog charakterisierten Polynome m-ten Grades S,,(x), C,(x) aus Z, welche 
durch die Bedingung S®)(x) = OW)(x) = 1 normiert werden. Wie man leicht 
zeigt, liegt die einzige Nullstelle von S®(z) [0% (x)], k <m, entweder in 0 oder 
in 1. Die Polynome sind nahe verwandt mit den Eulerschen Polynomen. Sei 
L„ = max |S,(z)| = |S„(1)| = max |O,„(x)| = |C„(0)|. Unter allen Polynomen 
0<z2<1 0<2<1 


T 
des Grades m auf [0, 1] aus Z mit (1) |P@%(x)|=1 weichen +%,(x), + C,„(x) 
am wenigsten von der 0ab. Hieraus folgt, aus f(x2)EZ auf [0,1] |f(x)|< M kann 
man auf max |f(x)| < M/L,.ı schließen, das Gleichheitszeichen gilt nur für 
0<zs1 


I)=-+ M Syallmul= + O41/Lmsı). Durch Betrachtungen über die Größen- 
ordnung von L,, ergibt sich, daß f(x) ganz ist vom Grade < n/2. Daraus werden 
zahlreiche interessante Folgerungen gezogen, insbesondere ein in (I) zitierter Satz 
über notwendige und hinreichende Bedingungen für ganze Funktionen des Grades 
p (Darstellbarkeit derselben als Differenz zweier Funktionen derselben Art aus 
Z in jedem beliebigen Intervall der Länge <n/2p, aber keinem größeren). — 
N(N,„) sei die Klasse der auf [0,1] unbeschränkt oft (m-mal) differenzier- 
baren Funktionen, die mit allen ihren Ableitungen mindestens einmal in [0,1] 
verschwinden. Dann gilt für jedes gemäß (1) normierte Polynom aus N„_ı 
|P„(z)| SL,. Aus f{x)€e Nund max |f(z)|=1 folgertman max |f” (x)|>1/Z,, 
0<z<1 0<z<1 


[vgl. (T)]. Daraus ergibt sich: Wenn die ganze Funktion endlichen Grades f(x) mit 
allen ihren Ableitungen mindestens eine Wurzel aus irgendeinem Intervall der 
Länge d hat, dann ist f(x)=0, falls f(x) vom Grade p <n/2d ist. Dies gilt 
nicht für p = n/2d (sinn x/2d). Dies liefert für diesen Spezialfall eine Aussage über 
die Whittaker-Konstante. — Die Theoreme über die minimale Abweichung von der 
Null lassen sich auf beliebige regulär monotone Funktionen übertragen. Die Kon- 
struktion der S,, und („entsprechenden Polynome hängt natürlich von den typischen 
Zahlen ab. Schmetterer (Wien). 

Ghizzetti, Aldo: Sui eoeffieienti di Fourier di una funzione limitata, com- 
presa fra limiti assegnati. Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., III. S. 4, 
131—156 (1950). 

Dans ce travail l’A. donne une condition necessaire et suffisante pour qu’une 
suite 5 (, = %;k=0, +1, +2,...) soit la suite des coefficients de Fourier 
ie 
= x) ekz de 

k ao f( ) 


d’une fonction reelle f(x), periodique en 27, mesurable et qui v£erifie presque par- 
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tout Pinsgalit6 0< f(x) SI. — Soit (=; k=0, 14,42%...) une suite. 
28 . d 
de nombres complexes; supposons que F(z) = exp (— 2 mis c,2*) soit une fonc- 


. © * 
tion holomorphe pour || <1 et posons Fe) =1-—1e"'% = 8,2%. Soit de 


plus s, = 2sinnc, et 5 ,—= 5,. Definissons les determinants D, (k = 01,29 
et F,(k=1,2,3,...) par 


Br a 8 35 8; 

SS ge le 5 S—1 
D; — : N et Fr Be eh a 

ER S-+2 S-r+3 "91 


Soitt & <m <&, <m << <&, <m <E+2r. LA. appelle une fonction 
- 9(x) „reetangulaire d’ordre n aux extremites gauches £,“, si p(a)=1 ‚pour 
&.<& <nG—l,...,n) et o(x) = 0. ailleurs. — La condition necessaire et 
suffisante pour qu’une suite c, soit la suite des coeffiecients de Fourier d’une fonc- 
tion f(x) du type mentionne est qu’on se trouve dans l’un des trois cas suivants: 
ER re u N Ra ee D, >02 
DD >0,.D, =D 4-00) 0 LED lIE -  yenre 
le cas a) f(x) = 0 ou f(x) = 1 presque partout. Dans le cas b)ona F,„#0 et 
f(x) coineide presque partout avec lafonctionrectangulaire d’ordre n aux extremites 


gauches £,, qui verifie B3 &,=argF,. Dans le cas c) f(x) n’est pas une fonction 
i=1 


rectangulaire. Horvath (Paris). 

Salem, R. et A. Zygmund: La loi du logarithme iter6 pour les series trigono- 
mötriques lacunaires. Bull. Sci. math., Paris, Il. S. 74 ,, 209—224 (1950). 

Das von Khintchine und Kolmogoroff [Math. Ann., Berlin 96, 152—168 
(1926) und 101, 126—135 (1929)] herrührende Gesetz des iterierten Logarithmus 
wird teilweise auf trigonometrische Lückenreihen ausgedehnt. Verff. beweisen 
nämlich, indem sie sich auf die Betrachtung F. Rieszscher Produkte der Form 
II (1 + a,cos n, x) mit N,+,/%, >q >1 stützen, bzw. auf deren Verallgemeinerung 
von der Form ]JJ (1 -+ P, (z)), wo die P, Polynome mit Termen der Form a, cos n, & 

oo 


bedeuten, den folgenden Satz: 3 (a,cosn,x + b,sinn,x) sei eine trigono- 


2=1 
N 2 
metrische Lückenreihe mit n,,,/n.zqg>1. Seifenert =a? +b}, BB = N = : 
kei 
My= Max |c,|. Unter den beiden Voraussetzungen By—oo und 
ı1SksN 


My = 0 (By/(loglog By)}) für No 
N = 


gilt für die Teilsummen Sy= 5 (a,cosn,x +b,sinn,x) für fast alle x die 
k=1 


Limesungleichung lim sup {Sy (z)/(2 BY loglog By)t} <1. Garten. 
N 


>00 

Mensov, D. E.: Über die Konvergenz trigonometrischer Reihen dem Maße nach. 
Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. Steklov 32, 99 S. (1950) [Russisch]. 

Detailed proofs of theorems listed in a previous paper of the author with the same 
title (this Zbl. 30, 302). There is also a discussion of the upper and lower limits in 
measure of a sequence of measurable functions. If the f,(x) are finite and measurable 
on [e, 5], the upper limit in measure is defined to be the (unique) function F (x), 
possibly infinite on a set of positive measure, such that 1. lim {meas [f,(z) >o(a)]- 

Nn>00 


[P(2)>F(x)]} = 0 for any (x) measurable on [a,b], and 2. lim {meas [f, (2) >y(x)]- 
[F(2)>y(x)]}>0 for any measurable y(x) such that ea [F(x) —-yv(z)] >0. 
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This is shown to be equivalent to the possibility of a representation 


 n(&) = 9,(%) + &,(x), where lim In) = Fix) and &,(x) converges to zero in 
measure. @.@. Lorentz (Toronto, Canada). 
Zamansky, Mare: Sur les series de Fourier. C. r. Acad. Sci., Paris 230, 
2256—2258 (1950). 
As an application of the results of his previous note (this Zbl. 37, 178), the author 
gives the following I Suppose that f(x) is the integral of an integrable 
function @(x), and let f(x), @'(x) be their conjugate functions. Then there is a set 
EC, “ of measure & End that on E and relatively to E, @' (x) is the derivative 
of f(x). E may be taken to be (0, 2) if f(x) exists everywhere. @.@. Lorentz. 
TEL Leopold: Über einen Satz 2 Hardy und Littlewood. Mh. Math., 
Wien 54, 135—139 (1950). 
Folgender Satz ist bekannt (Hardy und en „Sei ss, die n-te Partial- 
summe der Fourierreihe einer periodischen Funktion f(x) an einer Stelle x = x, 
abet f(x) L-integrierbar sein soll in jedem Intervall, ie %, nicht enthält, und 


y f(x) de konvergent für e—0 [f(x) wird Cauchy-Lebesgue-integrierbar ge- 

2% +5 x 

napnt]. Es sei s die Summe der Fourierreihe, und es gelte 
sE 


Sa TE u { 


Dann gilt 
EN 

2 ee) ee) % —s für 
A, = a,cos kx, + b,sink x, wo a, und 5, die Fourierkoeffizienten von f(x) sind“. 
Verf. gibt folgende interessante Verallgemeinerung: ‚Es sei o, das n-te O,-Mittel 
der Fourierreihe einer Cauchy-Lebesgue-integrierbaren periodischen geraden Funk- 
tion f(x) an der Stelle x = 0, esgelte 0, = 0 (n”),o(t)=0O (t?), wobei undy 
durch «/(1—a) >y,y >1,& <1 verknüpft sein sollen. Dann gilt 


Sr sinken 27 5 
Ba E: = [p()de=o(l), Ba N 


= Ö 
ey Sandro Faedo (Pisa). 

Pipes, Louis A.: The summation of Fourier series by operational methods. 
J. appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 298—303 (1950). 

L’A. illustra ai teeniei con alcuni esempi (e senza preoccupazioni critiche) la 
possibilitä di sommare una serie di Fourier costruendo la serie che ha per termine 
generale la trasformata di Laplace del termine generale della serie data, sommando 
la serie cosi ottennuta e invertendo infine il risultato. Sandro Faedo (Pisa). 

Morrison, I. F.: An alternative method for the summation of Fourier series. 
J. appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 939 (1950). 

Breve complemento a un metodo di sommazione delle serie di Fourier fondato 
sulla trasformazione di Laplace esposto da L. A. Pipes (v.: la recensione preced.). 

Sandro Faedo (Pisa). 

Matsumura, Yoshimi: On the summability of Fourier series. J. Osaka Inst. 

Sci. NE 1, 91—95 (1949). 


Ist — a B= > (a,cosn x + b„sinn x) die Fourierreihe einer integrablen Funk- 


tion, so ei Be: Behr die Folge ihrer en 35 0), N 

fast überall (C, 1)-summierbar zur Summe f(x). Anknüpfend an Z. Zalewasser 
[Studia math. 6, 82—88 (1936); dies. Zbl. 15, a zeigt Verf., daß für jedes positive 
ganze k auch sr (X), Sr (X), . .., nr (X), ... fast überall (©, 1)-summierbar ist. 


Entsprechendes gilt für die konjugierte Fourierreihe. Friedrich Lösch. 
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Mohanty, R.: The absolute Cesäro summability of the successively derived ; 


allied series of a Fourier series. Proc. Edinburgh math. Soc., II. 8. 8, 163—176 
(1950). 

Im Anschluß an die Untersuchungen von L. S. Bosanquet [namentlich Proc. 
London math. Soc., II. S. 49, 63—76 (1945)] über die C-Summierbarkeit der r-fach 
abgeleiteten konjugierten Reihe einer Fourierreihe, behandelt Verf. das entspre- 
chende Problem für die absolute C-Summierbarkeit und gelangt dabei zu folgendem, 
dem Bosanquetschen ganz analogen Ergebnis: Die Funktion f(f) sei in (—, 7) L- 
integrierbar und besitze die Periode 2x. Ihre Fourierreihe sei 


äl x f co 
Zt 5 (a,cosnt + b,sinnt)= IA,(), - 
n=1 0) 
oo oo 
und die konjugierte Reihe ist dann N (b,cosnt—a,sinnt) = $ B,(t),fernersei 
1 


n=1 
et +) +fe NN, pl) wm ZA,cosnt A, 

ve)=tlfle + — Hz, yim & B,sinnt, B 
Die r-mal abgeleitete konjugierte Reihe ist dann bei i= x 

d 

ass) (5) B,(@) = D>,( Ian RB A,hzw DI Ne 
für gerade bzw. ungerade r. Eine notwendige und hinreichende Bedingung für 
die |C,& + r| -Summierbarkeit der Reihe (1) zur Summe s(« >1, r >0 ganz) 
besteht dann in der Existenz von Konstanten a, derart, daß erstens die ungerade 
Funktion 9 (£) in (0, x) |OL|-integrierbar und ihre konjugierte Reihe beit=0 |O, & I- 


[0,0] 
summierbar ist, zweitens g(£)/? in (0,r) |CL|-integrierbar ist und Ze [ m =8 
IT 
ö 


gilt, wobei für gerades bzw. ungerades r 


r! |? ar-1 A Bee pr 
ee En N TE Roy 
g( ) jr ve) nn en bzw. gr pw- ‚=, En 


Ist f(t) in (—r, x) von beschränkter Schwankung, so gilt die Aussage für x > 0. 
Garten (Tübingen). 


Spezielle Orthogonalfunktionen : 


e Magnus, Wilhelm and Fritz Oberhettinger: Formulas and theorem ie: 
h . : s for th 
special funetions of mathematical physies. New 5 ishi 
; SEE ical physies ew York: Chelsea Publishing Company 


Burchnall, 3. L.: On th -poise 
A nall, n the well-poised 3F3a. J. London math. Soc. 23, 253—257 


Verf. betrachtet die Lö i le t 
poised« Be chtet die Lösungen der Differentialgleichung (Dgl.), die er ‚well 
-a)(-b)y=a(ö+a)(ö+b)y, 
; d 
wobei ö den Operator ©. bedeutet. Sie stellt einen besonderen Fall der hyper- 


geometrischen Dgl. dar. Durch die Substitution t — (x — 1)2/4 NEN RE 
: x al x geht 
hypergeometrische Dgl. für yals Funktion von tüber. Durch Da es vie 


dieser Dgl. mit der ursprünglichen ergeben sich Relation i 
A { en : 
9f} für verschiedene Argumente, z. B. die Gaußsche ee mi 


: 19 (1 — x)? 
„(abi +d +5; =, 2a +b;9a +2b;1—a, 
Dann betrachtet Verf. die Dgl. 3. Ordnung: 


W-a(-b)ö-)y=x(ö+a)(ö+b)(ö4c)y 


— 
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und zeigt, daß die Lösungen dieser „well-poised“ Dgl. in der Nachbarschaft aller 


ihrer Singularitäten vollständig durch Ausdrücke von Funktionen 3°, darzustellen. 


sind, was für die allgemeine hypergeometrische Dgl. 3. Ordnung nicht gilt. Mit 
Hilfe der gleichen Substitution wie oben leitet er die Whipplesche Formel und mit, 
ihrer Hilfe folgende Formel her: 
Ta) I'(b) I‘(c) al (a —i1)2 
Tara Hr la, za +b +; — Az ) 
I'(a) I(b —a) I(c — 
ur . m (42),PF,2a,a+ba+c;i+a—-b,1+a-c;e). 
Mann (München). 
Norlund, N. E.: Hypergeometrische Funktionen. Mat. Tidsskr. B, Kobenhavn 
1950, Festskr. t. J. Nielsen 18—21 (1950) [Dänisch ]. 


Verf. betrachtet eine Differenzengleichung für u(x) der Form 


a,b,c 


n et 
Fe n—s Beni n—1—$ 

1 ( AZOKE), Aula) ( )a A 
d) 2, lins Bee, Ra) A ul), 
wo Q(x) ein Polynom n-ten Grades und R(x) ein Polynom niedrigeren Grades bezeichnen. Diese- 
Gleichung hat ein Fundamentalsystem von Lösungen, die sich durch einfache Integrale und 

hypergeometrische Reihen der Form darstellen lassen = x +iy) 

[3 oo 


ni F I pn. ., m .) ETF (&)» (&), > (An)y »v 
Yı» Y25 * +» In N (Yı), (Y2), ug (Yr)y 
wo ,=0(&+1)---(«+»-—1). Es werde nun 
Aa +n)=(e +0) +0) (+), Katmn)— Ra+n—1))=(&—P—y) (ae B—yn) 
gesetzt und angenommen, daß die Zahlen &,, %,, ...., &, Oder Y1, Ya » » -, Y„n keine ganzzahligen 


oder verschwindenden Differenzen haben. Wenn in Gl. (1) statt u(x) das Integral 
b 
(2) ux)= f "(1 -z)Py(e) dz 
a 
substituiert wird, erhält man durch teilweise Integration, daß dies Integral eine Lösung der 


Gl. (1) darstellt, falls y als Lösung der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung (9 = zd/dz) 
(8) B-)@ 0) @-)y=2:W@ ++) HR ty) HB Yn)Y 


aufgefaßt und der Integrationsweg so gewählt wird, daß die integrierten Terme verschwinden. 
In der Umgebung von z = 0) hat Gl. (3) n Lösungen der Form 


I sa) 
(4) a A a S 
wo der Reihe nach s=1,2,..., n. Werden in (2)a=(,5b=1 gewählt und in Gl. (1) y, aus. 


(4) eingesetzt, so ergibt sich für die Differenzengleichung (1) die Lösung 


5 KENN REN Tu EEE ARSA )= 0) 
I<+,+ß-+]1) % +1-0,.:., +1-0,2 4, +ß+1 x 

eine in bezug auf x meromorphe Funktion mit Polen erster Ordnung ne = —a,—a,—1, 

—a,—2,.... Erteilt man s die Werte 1, 2,...n, so ergibt sich ein Fundamentalsystem von 

Lösungen. Die Reihen (5) sind alle konvergent, wenn die Bedingung 

(6) Rattan t tm ty tat tm tm -DAM<0 

erfüllt ist. — Zwischen allen in der Arbeit angegebenen Lösungen bestehen bemerkenswerte 

lineare Beziehungen mit periodischen Koeffiizenten, worüber Verf. in einer späteren Arbeit zu 

berichten beabsichtigt. Gran Olsson (Trondheim). 


Ceschino, F.: Les fonetions hyperg&omeötriques d’ordre sup6rieur A deux va- 
riables.. Ann. Soc. sci. Bruxelles Ser. I, 64, 13—21 (1950). 

Verf. verallgemeinert Appells hypergeometrische Funktionen (h. F.) nach dem 
Gesichtspunkte, dem 1870 Pochhammer bei der Gaußschen h.F. gefolgt ist. 
Dazu betrachtet Verf. das Integral 

h 
GEN RRER: 7.2) Br ke SE RE 
Be) I A N m Da 
dessen Grenzen g und h die Werte a,,...,a,,%,y, ©0 annehmen können; die a, 
sind voneinander verschieden und endlich. Er gewinnt das Gefüge & zweier linearer 


partieller Differentialgleichungen n-ter Ordnung, denen H, genügt; auf ihre Wieder- 
gabe sei wegen ihres Umfanges verzichtet. Weiter besteht zwischen den vom Verf. 
wohl nicht durchweg einheitlich bezeichneten p, , = @+° H,Jox öy? (r,s — 0, 1, a } 
n— 1) nach J. Kampe de Feriet [der übrigens in dem von P. Appell und ihm | 
verfaßten Werke, Fonctions hypergeomötriques et hyperspheriques. Polynomes 
.d’Hermite, Paris 1926, die Lehre von den in Rede stehenden h. F. nach einem andern. 
Gesichtspunkt aufgebaut hat, s. dort S. 143] auf Grund der Werte gewisser Deter- 
minanten mindestens eine Beziehung. Verf. zeigt, daß es höchstens eine solche 
gibt; d.h. aber, daß H, außer & nur noch eine zusätzliche Differentialgleichung er- 
füllt. — Damit sich das allgemeine Integral von $ durch die wegen des Wertevorrats 
von g und h möglichen N = (n + 3) (n + 2)/2 Integrale ausdrücken lasse, muß 
NZn-—-1,d.h. n<7 sein. Für n = 6 sind die 36 Integrale 4, gerade durch 
‚eine Beziehung verbunden. — Verf. wählt a, in H, gleich 0 und sucht dann die Potenz- 
reihe in x und y, die & genügt. — Man betrachte das zu © adjungierte Gefüge und 
den Fall der Übereinstimmung beider. Ist dabei n ungrade, so wird H, zu einem 
Polynom (n — 3)/2-ten Grades sowohl in x als auch in y. — H, läßt sich nach h.F. 
H,-, entwickeln. Man kann p,, durch eine h.F. H, mit abgewandelten Werten 
4, u darstellen; H, befriedigt auch eine Art von Verwandtschaftsbeziehungen. — 
Verf. prüft seine Ergebnisse immer am Appellschen Fall. L. Koschmieder. 

Ferrer Figueras, Lorenzo: Über eine mögliche Ausdehnung einiger Eigenschaf- 
ten der Legendreschen Polynome. Rev. mat. Hisp.-Amer., IV. S. 10, 12—15 (1950) 
[Spanisch]. 

Verf. bildet den Ausdruck u, , (2,2) = [1— x? + («— 2) 2]-V?, der fürg = 2 
in die Erzeugende der Gegenbauerschen Polynome übergeht. Er verallgemeinert 
diese (und somit erst recht die Legendreschen) Polynome, indem er durch den Ansatz 


ml) = > Pi,» (x)z" Polynome P},(x) erzeugt; um ihre Eigenschaften 


geht es dem Verf. Aus einer von ihm noch nicht veröffentlichten Arbeit führt er 
folgende an: Genügt u einer partiellen Differentialgleichung 
8 


22 EA, (a) ma — 0 

r=0:=0 ” Out oz j 
wie dies unter einer gewissen, die Zahl s betreffenden Bedingung der Fall ist, so 
erfüllen die P7,,(x) eine gewöhnliche lineare Differentialgleichung. — Verf. 


schließt mit dem Beweise, daß die Ds nur dann zueinander im engeren Sinne 
orthogonal sind, wenn p = 2 ist,d.h. wenn es sich um die Legendreschen Polynome 
handelt. L. Koschmieder (Tucumän). 

Robin, Louis: D6veloppements en series entidres des fonctions de Legendre 
et associ6es de Legendre, au voisinage de chacun des points singuliers +1. C.r. 
Acad. Sci., Paris 231, 746—748 (1950). 

Nel Trattato di E.W.Hobson ‚The theory of spherical and ellipsoidal har-_ 
monies‘“ [Cambridge 1931, p. 220—227; questo Zbl. 4, 210] le espressioni delle 
funzioni di Legendre Pr (u) e delle funzioni associate Qm (#4) in prossimitä di 
—le +1 sono date nell’ipotesi dim ed nreali e non interi. —L’A. dä senza dimostra- 
zione le formule di rappresentazione di P (u), Qm (u) per m ed n qualunque. Ad 
es. per n qualunque ed m non intero, |u + 1| <2,siha 


m er (-m-—1)! + 1\m/2 1 
P “ .u+ 
n (4) een F(-mn+1,14+m; #52) 


sen NT tZimn — 1\m/2 
Te Te 
55 ( ) ar F n,n+1,1-+m; 5 
dove F & la funzione ipergeometrica di Gauss, <!= I (x + 1), e nel secondo termine 


si prenderd —-imn se Ru >0 e il segno se Ru <0. Giovanni Sansone. 
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_ Harries, W.: Zwei Sätze über die Nullstellen der Bessel-Funktionen. Z. an- 
.gew. Math. Mech. 29, 381—382 (1949). 

Die Wärmeleitungsgleichung (Diffusionsgleichung) wird gelöst für eine n-dimen- 
 sionale Kugel, die für £ <0 eine im Innern konstante Temperatur 7, besitzt und 
_ deren Oberllache zur Zeit = 0 auf die Temperatur 7 gebracht wird. Die Lösung 
ist eine Entwicklung nach Nullstellen von Besselfunktionen. Da nun Wärmeinhalt 
zur Zeit {= (0 und somit auch der gesamte Wärmestrom für {>0, ferner die 
Endtemperatur im Innern der Kugel bekannt ist, ergeben sich folgende Zusammen- 
hänge zwischen Besselfunktionen und deren Nullstellen: 


1 1 für J 0 
Re er 
1 1 ost SiRlege | 
= für I, () = 0. 
2 I »]7(p) Se! Jos nn DE Je 1 A 


Dabei ist p = n/2 — 1. Ob diese Beziehungen auch gelten für beliebige Werte von 
?, natürlich mit Ausnahme der Stellen —1, —2, —3,..., wird nicht bewiesen. 
Mann (München). 
„* Luke, Yudell L.: Some notes on integrals involving Bessel funetions. J. Math. 
Phys., Massachusetts 29, 27—30 (1950). 
Eine Fülle von Aufgaben aus dem Gebiet der Aerodynamik, der Akustik und 
der Theorie der Netzwerke führt letzten Endes auf Integrale der Form 


en, 2,1, = [ eku w Z, (Au) du, 


worin Z, eine gewöhnliche oder eine modifizierte Zylinderfunktion bedeutet. Mittels 
der bekannten Rekursionsformeln und durch teilweise Integration gelingt der Nach- 
weis, daß die Funktion @(v,n, x,i) als bekannt angesehen werden kann, sobald 
@(0, 0, x,) bekannt ist. — Zieht man noch die Lommelsche Entwicklung für Z, (Au) 
heran, so läßt sich damit eine analoge Entwicklung für die Funktion @(n,n, x, A) 
gewinnen. Zum Schluß werden einige Nutzanwendungen der aufgestellten allge- 
meinen Beziehungen gebracht. H. Buchholz (Seeheim). 


Srivastava, H. M.: On Bateman’s funetion and an allied funetion. Bull. Cal- 
cutta math. Soc. 42, 82—88 (1950). 
Verf. untersucht die von Bateman (dies. Zbl. 3, 125) betrachtete Funktion 
n/2 


Bl) =, / cos (xtgd — nd) dd, 


die für ganzzahlige n durch Seetars und Besselsche Funktionen ausdrückbar ist. 
2 


Er führt ferner die Funktion 7, (2) = — = sin (etg@—nd)d® ein. Für diese 


Funktionen werden verschiedene Tl Rorelonsfeknghe Differentialgleichungen, 
Beziehungen zwischen k, und T,) hergeleitet sowie die Laplacetransformierten 
insbesondere von 7, berechnet. Die Fourierkoeffizienten von sin (xtg9— nd) 
werden durch die k, ausgedrückt. K. Prachar (Wien). 


Szegö, G.: On the relative extrema of Legendre polynomials. Boll. Un. mat. 
Ital., III. S. 5, 120—121 (1950). 

Seien %, m %2, m - : » %n-ı, ndie Punkte, indenen | P„ (x) | seine relativen Maxima 
ER en annimmt. Dann wird gezeigt Ua en Venunar Set 
ist. Haupthilfsmittel beim Beweis ist die Funktion 


2) (Pr (2))® 
x) = GR, (x))? un r + 1% 
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für die man zeigen kann: f (%,,2+1) = Hr,n+u F(%r,n) = 4,, und f(2) <O für 
EI, mL: K. Prachar (Wien). 

" Todd, John: On the relative extrema of the Laguerre orthogonal functions. 
Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 122—125 (1950). 

Das Analogon zum Ergebnis von Szegö (s. vorsteh. Referat) wird für die 
Laguerreschen Funktionen ®,(x) = e*!® L, (x) bewiesen. Die Rolle des dortigen 
(x) übernimmt hier ®2(2) +z(n +1—4a)1(®, (©)). K. Prachar (Wien). 

Szäsz, Otto: On the relative extrema of ultraspherical polynomials. Boll. Un. 
mat. Ital., III. S. 5, 125—127 (1950). 

Das Resultat von Szegö (s. die beiden vorsteh. Referate) wird auf ultrasphäri- 
sche Polynome ausgedehnt, wobei sich herausstellt, daß [I (n+1)/ I (n+ 2%] ,,n (A) 
für n>r-+1 mit n monoton fällt. Dabei sind u,,„ (A) die zu P} (x) gehörigen 
Analoga der loc. eit. definierten 4, ,. K. Prachar (Wien). 

Szäsz, Otto: On the relative extrema of Bessel funetions. Boll. Un. mat. Ital., 
III. S. 5, 225—229 (1950). 

Verf. untersucht die relativen Maxima u, „ von |A,()| = |(2/t)* I(& + 1)Ja()]» 
wobei >—-1,1>0,r=1,2,... Er beweist 


I Mes I en Il 430 > sun Me ae 
1081 Ura+ı <ur,a für], & >-—1. 


Die ersten beiden Resultate folgen aus einem allgemeinen Satz von Pölya über 
das Verhalten der relativen Extrema von Funktionen, die einer Differentialglei- 
chung von bestimmter Form genügen (siehe G. Szegö, Orthogonal polynomials, 
New York 1939, p. 161; dies. Zbl. 23, 215). III ist ein Analogon zu den von Szegö, 
Szasz und Todd bewiesenen Tatsachen für Legendresche und ultrasphärische 
Polynome und Laguerresche Funktionen (s. die drei vorsteh. Referate) K. Prachar. 

Gatteschi, Luigi: Approssimazione asintotica degli zeri dei polinomi ultra- 
sferieci. Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V. S. 8, 399-411 
(1949). 

Es werden die Nullstellen der ultrasphärischen Polynome PA (cos 9) ab- 
geschätzt. Verwendet wird hier eine Methode von Tricomi (dies. Zbl. 34, 324). 
Sie gestattet es, aus einer asymptotischen Entwicklung (im vorliegenden Fall aus 
der verallgemeinerten Stieltjesschen Entwicklung für großes rn) den Fehler ge- 
nauer abzuschätzen, der entsteht, wenn man die fraglichen Nullstellen durch die 
Nullstellen der Näherungsfunktion ersetzt. Verf. erhält für die r-te Nullstelle 
©, von PA} (cos ®) 

= A1—A)(n +i+B) 
9, tomra MAD mrirn Ed, Holm), 
n—2)+3 n 2r +r—1 
I |+1=r=[5]. 4-4 ® 
wo o(n, A) ein O(n*) ist und auch in Abhängigkeit von A abgeschätzt wird. 
K. Prachar (Wien). 

Gatteschi, Luigi: Sull’approssimazione asintotica degli zeri dei polinomi sfe- 
rici ed ultrasferiei. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 305—313 (1950). 

Verf. verbessertseine asymptotische Formel (vgl. vorsteh. Referat und die dorti- 
gen Bezeichungen) zu folgender: 

A1l—A 2% 
9,=d, — (1-5) e0tg9, + 0m, 2), 
n—21A+3 


wobei | 5 ]- ısr<[Z], "210, 


2r+i—1 
= nn © el <1BAll A) (am). 


K. Prachar (Wien). 
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Tortrat, Albert: Sur les fonetions d’Hermite derivees de V’exponentielle qua- 
 dratique e?(%) et quelques &quations integrales. C. r. Acad. Sci., Paris 226, 298— 
- 300 (1948). 

L’A. donne une gen£ralisation des polynomes d’Hermite. Soit 9(x,) = 0,,%;%, 
une forme quadratique definie positive de discriminant A. Les &,= (1/2) (0p/0x,) 
sont les variables conjuguees. y(&,) = o(x,) = P,,;E,$; est la forme polaire reci- 
. proque. 


SS hi RE, 
yi = exp {p (&,) op, —h)} = 22 UHaıe ER, (&.): an - II 2m n,! 


et 


aD Ikden = e(& = > )) = > IT«, A) 


sont les fonctions gen6ratrices des deux suites de polynomes d’Hermite, orthogonales 
l’une & l’autre sur l’intervalle (— 00, 00) relativement au facteur e?(®), L’A.donne 
une suite de proprietes pour les systemes de polynomes et l’&quation integrale dont 
les fonctions propres sont les polynomes H,,. N.Obrechkoff (Sofia). 

Tortrat, Albert: Sur les fonetions orthogonales d’Hermite derivees d’une expo- 
nehtielle quadratique. Valeur asymptotique. C.r. Acad. Sci., Paris 226, 543—545 
(1948). 

L’A. generalise et complete les r&sultats de la Note pr&cedente (voir ref. pr&ced.). 
Pour les fonctions 

(> a ori 


br == zn Ca Ye JE, == eP 1 


a Ari 
n; 0%; 


il trouve des relations, qui generalisent les proprietes connues dans le cas d’une 
variable et des inegalites pour f„,. L’A. donne aussi l’integration du systeme aux 
derivees partielles satisfait par les f,. N. Obrechkoff (Sofia). 
Hodapp, Walter: Über die Hermiteschen Funktionen zweiter Art von reellem 
und rein imaginärem Argument. Arch. Math., Karlsruhe 2, 186—191 (1950). 
Verf. untersucht diejenigen Lösungen h,(z) (n= 0,1,...) der Hermiteschen 
Differentialgleichung y’— xy’ +ny= 0, die nicht Polynomlösungen sind. In 
einem ersten Abschnitt werden diese als Hermitesche Funktionen zweiter Art be- 
zeichneten Lösungen für reelles Argument x und in einem zweiten Abschnitt für 
imaginäres Argument ix betrachtet. — Bei den Funktionen von reellem Argument 
interessiert vor allem die Lage der Nullstellen. Zur Einschließung derselben wird 
der Oszillationssatz in der von H. Prüfer angegebenen Form herangezogen, wobei 
Verf. sich auf verschiedene Sätze aus einer Arbeit des Ref. stützt (dies. Zbl. 30, 
119). Als numerische Ergebnisse werden untere und obere Schranken sowie Nähe- 
rungswerte der Nullstellen von h, (x) bis h, (x) mitgeteilt und mit den aus den Reihen- 
entwicklungen ermittelten Werten verglichen. Am Schluß des ersten Abschnitts 
asymptotische Entwicklungen der Funktionen von reellem Argument. — Im zweiten 
Abschnitt werden die in der Theorie der Grenzschichtströmung auftretenden Funk- 
tionen h,(ix) näher untersucht, auch hier am Schluß asymptotische Entwicklungen. 
— Die in der Arbeit benutzte Methode zur Einschließung von Nullstellen ist so 
allgemein, daß sie auf jede lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
anwendbar ist. Quade (Hannover). 
Pollaezek, Felix: Sur une famille de polynömes orthogonaux qui contient les 
polynömes d’Hermite et de Laguerre comme cas limites. ©. r. Acad. Sci., Paris 230, 
1563—1565 (1950). 
Nel presente lavoro l’A. studia i polinomi P,, (2; A, 9) che sono definiti mediante 
la seguente formula di ricorrenza 


nP,-?2 [m —-1+%)cosp —-zseng] P,ı-(n-2+24 P,_2 = 0 


n= 123... A=b Par =), A010 <a <a Dame: che i polinomi 


(2; A, ) sono ortogonali in —oo <z <oo con la funzione peso 


ö g 9 21 
e@)=Ce#2m2TA+iz)TA-i2), C er 


e trova le relazioni di ortogonalitä 


n 


I n+24 
SPORT 
L’A.osserva infine che casi limiti dei polinomi P,(2;A,9) sono i polinomi di 
Hermite e di Laguerre. ! J. Cecconi (Pisa). 
Horton, €. W.: On the extension of some Lommel integrals to Struve func- 
tions with an application to acoustie radiation. J. Math. Phys., Massachusetts 29, 
31—37 (1950). 
Die Eigenschaften der durch 


= Se Ie)de (Ro) > -5)  Do=/-H@Qd (Rn>-1) 


(J, = Besselsche, H, = Struvesche Funktion) definierten Funktionen werden unter- 
sucht, Integraldarstellungen werden angegeben und einige Integrale mit Produkten 
einer Besselschen und einer Struveschen Funktion bzw. von zwei Struveschen 
Funktionen im Integranden werden auf die Funktionen (,(z) und D,(z) zurück- 
geführt. — Anwendung auf die Berechnung des Schallstrahlungsdiagramms einer 
schwingenden halbkreisförmigen Scheibe in einer unendlich ausgedehnten starren. 
Ebene, wobei als Amplitudenverteilung r?’-1sin?”Z (r, & = Polarkoordinaten auf 
der Scheibe, & = + n/2 = gerader Rand der Scheibe) zugrunde gelegt ist. 
J. Meixner (Aachen). 


Shanker, Hari: Certain integral representations for Whittaker functions. Proc. 


Cambridge phil. Soc. 44, 453—455 (1948). 
Unter Benutzung eines Ergebnisses von N. A. Shastri [Proc. Indian Acad. 


Sci., A20, 211—223 (1944)] werden für die Whittakerschen Funktionen M,,n(2) 


und W,,„(2) einige Integraldarstellungen angegeben, deren Integranden W, 
Zylinder- und verallgemeinerte hypergeometrische Funktionen enthalten. 
Kreyßig (Darmstadt). 

- Meixner, Josef: Entwicklung eines Produktes zweier Kugelfunktionen mit ver- 
schiedenen Argumenten nach Kugelfunktionen. Arch. Math., Karlsruhe 1, 173—181 
(1949). 

Viele Beziehungen zwischen den Funktionen der mathematischen Physik lassen 
sich so deuten, daß eine Lösung der Wellengleichung, in der sich die Koordinaten 
eines Bezugskreuzes spalten (d.h. die in ihm als Malwert von Funktionen je einer 
Veränderlichen erscheint), nach Wellenfunktionen entwickelt wird, in denen sich 
die Koordinaten eines andern Bezugskreuzes spalten. Verf. belegt diese seine Be- 
merkung mit einem bekannten und gibt für sie ein neues Beispiel, indem er erstens 
von Kugelkoordinaten 


„m > 


(1) z=rsindcosp, y=rsindsing z=rcos®d, 
zweitens von drehelliptischen Koordinaten 


2)  =<-VE—-NA—dcosp y=-VE—N(—Psing, z=E7+a 

ausgeht. Die Polarachse des ersten Kreuzes fällt mit der Drehachse des zweiten 
zusammen, die Ursprünge beider liegen, wenn der Festwert «+ 0, getrennt. Der 
Brennpunktsabstand in (2) ist gleich 2 gesetzt. — Verf. beschränkt sich hier auf 
den Sonderfall der Potentialgleichung p. Sie hat in (1) gespaltene Lösungen 
r’%% (cos d) e'#P, wo S hier und weiterhin eine beliebige Kugelfunktion (K.-F.) 
bedeutet; », 4 sind willkürliche Zeiger. In (2) besitzt p gespaltene Lösungen der 


Gestalt gr (E) SE (m) e'#?. Es gelingt dem Verf., in dem Ansatz 
> oo 
-@) DEm)= 2 Alarm) (u = c0sÖ) 


die Vorzahlen A,(a) so zu bestimmen, daß ®(£&, 7) Malwert zweier K.-F. in & und N 

‚wird. St ist eine der in bekannter Weise benannten besonderen K.-F. ®, 0, P,Q. 
Als Funktion von & genügt D(£, n) der Differentialgleichung ® der K.-F.; die Ein- 
setzung der Reihe (3) in ® liefert für die A, eine lineare Differenzengleichung zweiter 
Ordnung, von der sich eine Lösung im wesentlichen als hypergeometrisches Polynom 
von a”? angeben läßt. Verf. summiert nun die Reihe 


(4) eR Adlar-&_,@r), Pe tm tat Mna—1 [vel. (2)] 


durch die Bemerkung, daß sie nach den Umlaufsbeziehungen in bezug auf die Ver- 
änderliche & zu O7 ,_ı(£) verhältnisgleich sein muß; aus dem asymptotischen Ver- 
halten der Reihe bei großen & findet man einen zweiten Malteil O“(n) und damit, 
_ endgültig die Formel 
DL,_1 (8) Del) 2 ri PUR ILTU) un] 


(at To+u+1) P f en a 
= > t! To +u-—t+]) (5: Fan 750% a 2) 
— Enta 
(2 + mM +a2+2Ena— 1)" 2 ) 
( N € N ) t Ve+mM+a+2£2na—1 


Sie gilt auch, wenn man in ihr O auf geeignete Weise durch $, P, @ ersetzt. — Die 

Konvergenz der Reihe (3) untersucht Verf. eingehend; eine Wiedergabe der darauf 

bezüglichen Ergebnisse unterbleibt hier. — Er verzeichnet die Vereinfachungen 

von (5) in den geometrisch ausgezeichneten Sonderfällen a=0, a=1; ferner die 

Grenzfälle v=n, u = m mit ganzen n, m und n Zm >0. Aus diesen entstehen 

durch weitere Besonderung zwei schon im Schrifttum vorhandene Formeln. Am 
Schluß Ausblick auf verschiedene mögliche Verallgemeinerungen. Koschmieder. 


Funktionentheorie: 


Lekkerkerker, C. G.: On power series with integral coeffieients. I, II. Proc. 
Akad. Wet. Amsterdam 52, 740—746, 1164—1174; Indag. math., Amsterdam 11, 
270— 276, 438—448 (1949). 

In der Arbeit, die in zwei Teilen gedruckt ist, wird ein Satz von H. Graetzer 
(dies. Zbl. 29, 392) in der folgenden Weise verallgemeinert: Seien 9,,...,p, mit, 
—1<p,<''.'<p,<-+i1 und n,...,9, reelle Zahlen, dann existiert eine 
Potenzreihe f(x) mit beschränkten, ganzen rationalen Koeffizienten, so daß 
fo) =mle=1,...,r) erfüllt ist. Dieses Resultat ist enthalten in dem noch 
allgemeineren: Es mögen 9,,...,?, verschiedene komplexe Zahlen mit nicht- 
negativem Imaginärteill und 0 <|p| <1(o=1,...,s) sein. Ferner seien 

8 

Y:-..,7, positiv ganz und 3 r„—=r. Schließlich seien ng _ =1,...,ro5 

o= 
o=1,...,s) r reelle oder auch komplexe Zahlen, so existiert eine Potenz- 
reihe mit beschränkten, ganzrationalen Koeffizienten derart, daß die 
Beziehungen fe (9) = Mo für alle Paare o, o gelten. Hiervon wird noch eine 
weitere Verallgemeinerung angegeben. Die Beweise sind sämtlich konstruktiv. 
Th. Schneider (Göttingen). 


Lehner, Joseph: Note on power series with integral coeffieients. J. London 


“math. Soc. 25, 279—282 (1950). 
In Verallgemeinerung eines Satzes von H. Graetzer (die. Zbl. 29, 392), daß 
für eine komplexe Zahl x, mit |x,| <1 stets eine Potenzreihe mit ganzrationalen 


nn 


‘wenn z2—1 strebt innerhalb des (den Einheitskreis bei z=1 von innen mit Potenzordnung 


‚das Verhalten von f(2) am Rand des Konvergenzgebietes von (1), sondern um das Verhalten 


Koeffizienten und dem Einheitskreis als Konvergenzkreis existiert derart, daß x, 
Nullstelle dieser Potenzreihe ist, wird gezeigt: Sei Z eine endliche oder abzählbare 
Menge komplexer Zahlen, die alle im Innern des Einheitskreises liegen, dortselbst 
aber keine Häufungspunkte haben mögen; E sei die Menge der konjugiert komplexen 
Zahlen. Dann gibt es eine Potenzreihe mit ganzrationalen Koeffizienten und dem 


Einheitskreis als Konvergenzkreis, die in den Punkten der Mengen E und E und | 


nur in diesen verschwindet. Als Anwendung dieses Satzes zusammen mit einem 
Satze von Carlson folgt die interessante Feststellung: Keine transzendente Zahl 


des Betrages größer als Eins ist Nullstelle einer Funktion, die durch eine Potenzreihe |T 


mit ganzrationalen Koeffizienten dargestellt wird. Th. Schneider (Göttingen). 


Gaier, Dieter: Über stetiges und asymptotisches Verhalten von Potenzreihen 


und Dirichletschen Reihen am Rande von Summationsgebieten. Math. Z., Berlin |F 


53, 291-308 (1950). 


3 
Das Funktionselement (1) f(z) = N a„2” besitze einen endlichen, positiven Konvergenz- | 
Nn= 


N | 
radius, und es sei s,@)= I a,2’, 5, = s„(1). Zu dem Abelschen Problem, aus dem Ver- 


oO 


halten von s, (2,) für n — oo in einem Randpunkt 2, des Konvergenzgebietes auf das Verhalten 
von f(z) für z—2, zu schließen, und seinen Verallgemeinerungen liefert Verf. vielseitige Bei- 


träge. — Es sei 
N 
NEN ET n+k—v 
OCANSSJS,, K n ) mit s%, an EN GE 


die Cesäro-Transformation k-ter Ordnung (k > 0) der Folge s,„. Mit gewissen Konstanten 
(4,0<asi,ga>— sei 


(2) C,ln;s)= An +nlolm MMUrktd) für n— co. 
Dann [hat (1) den Konvergenzradius 1 und] strebt 
(3) da) >ATI+k+gQTA+R, 


berührenden) Bereiches ®(a, c), charakterisiert durch O<r<1—c|p|!* mit z=re'P,; 
c > 0 beliebig, fest; |p| genügend klein. Der Beweis läuft auf den Nachweis hinaus, daß eine 
‚gewisse Matrixtransformation permanent für Nullfolgen ist. Spezialfälle waren bisher schon 
bekannt. Für g=(0, & = 1 entsteht der klassische C,— A-Satz für Stolzsche Annäherung im 
Winkelraum; zu den Fällen g=0,a=%bzw.k=q=0 vgl. J. Karamata (dies. Zbl. 19, 
113) bzw. eine Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 23, 238). Die gemachte Aussage ist in einem gewissen 
Sinn die bestmögliche. — Bei den weiteren Untersuchungen handelt es sich nicht mehr um 


der analytischen Fortsetzung von f(z2) am Rand von Summationsgebieten. Es kann ange- 
nommen werden, daß 2 = 1 der betrachtete Randpunkt ist. Es bedeute z. B. E, das Euler- 
Knoppsche Summierungsverfahren erster Ordnung, (C,.E,(n; s,) die C,-Transformation der 
E,-Transformation von s,. Es gelte (2) mit C, E,(n; s,) anstatt O,(n; s,). Dann ist f(z) regulär 
in dem Kreis K,:|2— !/,| < ?/,, und es gilt (3) mit 2@ A anstatt A, wenn z— 1 strebt inner- 
halb eines Bereiches, der sich an K, bei z = 1 von innen mit: der Potenzordnung 1/& anschmiegt, 
so wie oben B(«,c) an den Einheitskreis. Verf. behandelt allgemeiner die Summierung durch 
‚das E,„-Verfahren (p > 0), und gewinnt den darauf bezüglichen Satz ebenso wie den auf das 
$,-Verfahren (vgl. die Arbeit des Ref.: dies. Zbl. 34, 329) bezüglichen analogen Satz als Spezial- 
fall der Verhältnisse, die bei Summierung von (1) mit Hilfe der verallgemeinerten Eulerschen 
Reihentransformation im Sinne von K.Knopp [Acta math. 47, 313—335 (1926)] vorliegen. — 
Beweistechnisch schwieriger zu bewältigen ist die Frage nach dem Verhalten von f(z) am Rand 
des Borelschen Summationsgebietes von (1). Es sei wieder z—= 1 der untersuchte Randpunkt. 
[0,0] 


Die Voraussetzung betrifft das zu (1)und 2=1 gehörige Borelsche Integral f e*D(x) dx mit 
) 


2 
DI) > a: Dasselbe soll O,-summierbar sein bezüglich seiner oberen Grenze, d.h. 
v=( = 


[07 
für > oo strebe C, B(o; s,) = wo" 8" (0) > A mit S®" (wo) = [ e*o() (o—t)"dt, bzw. 
(0) 


| 
| 
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0; B(o; 8), =A o! +0 (u -HU+R+D). > fürn — oo. 
Dann ist f(z) regulär in dem Kreis K:|2—}| <}, und es gilt (3), wenn 2—1 strebt inner- 


halb des durch 2=4 +0e? Wso<st—c Ip ji ; e>0 beliebig, fest; |p| genügend: 
klein) charakterisierten Bereiches. Das Haupthilfsmittel zum Beweis ist eine geeignete Dar-- 


stellung von f(z) in K. Dort ist nämlich, unter der alleinigen Voraussetzung S'” (w) =O(o°) 
bei &— oo für ein reelles s, 
1 
2) = — —— 
ETER)) 
i Zum Beweis dieser Tatsache führen Methoden von G. H. Hardy und M. Riesz (The general 
‚theory of Dirichlet’s series, Cambridge 1915). Eine ähnliche Formel im Rahmen der Theorie 


des Laplace-Intergals gab auch G. Doetsch (Naturforschung und Medizin in Deutschland 
. 1939 —1946, 2, Wiesbaden 1948, S. 107 unten). — Schließlich geht Verf. noch zu Dirichletschen 


oo 
Reihen N a,e*r* über. Gilt (4) bei Ersetzung von (7, B(w; s,) durch die Rieszschen R,,.- 


Pr 
n=1l 


Mittel (k > 0) von s, = = 2 a,, so gilt (3) mit 2? anstatt (1 — 2), wenn2—( strebt in dem 


00 
2} Be) et 1) g(R) (t) dt. 


Busch 0 |7I<c0o Z—=6 Sr BOERCH U beliebig, fest; a >0) charakterisierten Bereich. 

Zum Beweis sind die gleichen Hilfssätze, die man im vorangehenden Fall benötigte, dienlich. 

Auf’die Möglichkeit der Übertragung des letzten Ergebnisses auf Laplace-Integrale weist Verf. 
abschließend noch hin. Meyer-König (Stuttgart). 


Castro Brzezieki, Antonio de: Über die analytische Fortsetzung der Dirichlet- 
schen Reihen. Rev. Acad. Ci. exact. fis. natur., Madrid 43, 139—166 (1949) 
[Spanisch]. 


Für die Dirichietsche Reihe (1) f (s) = za, e-’'ns sei © die Konvergenz- 
n= 


abszisse, A die Abszisse der absoluten Konvergenz und H die Abszisse der Holo- 
morphie. In Analogie zu einem bekannten Satz von Pringsheim über Taylor- 
sche Reihen wird zuerst für Dirichletsche Reihen folgendes bewiesen: a) Die Reihe (1) 
sei über R(s) = (© hinaus analytisch fortsetzbar. Für die Reihe 


22 - 
2) = dm er imis 


mögen die Bedingungen 


3) Iimt-0; limin(A,,—A)=h>0; lim sup 08 Dil _o 
i>oo '"i io i> oo i 

gelten. Dann sind alle Punkte der Konvergenzgeraden R (s) = €" von (2) sin- 

guläre Punkte von 9 (s) . Also ist (2) über R (s) = ©” hinaus nicht analytisch fort- 

setzbar. b) Außer 0 Reihe (1) mit € als Konvergenzabszisse seien betrachtet die 

Reihe (4) 9 (s) = = a,e-#n®, für die lim > — () und lim ai (na u) =h>09 


Nn>SOFn n> 
ist, und eine 3. Reihe (5) y (s) = > a,e’», wo v,—=A, + 4, oder 9, = A, "Un 
N = 


ist. Da (4) nicht fortsetzbar ist, folgt, daß auch (5), welches auch ihre Konvergenz- 
abszisse sei, über ihre Konvergenzgerade nicht analytisch fortsetzbar ist. c) Die 


e oo 
Reihe (1) habe die Konvergenzabszisse € und die Reihe (6) @ (s) = = b„e#ns 
0 


mit der Konvergenzabszisse 0’ erfülle die Bedingung 7 —" >9>1 für 


n—=1,2,3,..., so daß also (6) nicht über R (s) = © hinaus analytisch fortsetzbar 


ist. Bildet man nun die Summe (7) y(s)=f(s) +9 (s) = > c„e’r®, so sind 
3 Fälle möglich. Ist C’ >(, so hat (7) die a C' und ist über 
St (s) = ©’ hinaus nicht fortsetzbar. Ist €’ <C so hat (7) die Konvergenzabszisse 
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C, und f(s) und y(s) haben auf R (s) = C’ dieselben singulären Punkte. Ist A 
lich 0’ = (0, so hat (7) die Konvergenzabszisse € = 0’ und ist über R (s) = 
hinaus nicht fortsetzbar. E. Göllnitz ee 

Hirschman jr., LI. and J. A. Jenkins: On lacunary Dirichlet series. Proc. 
Amer. math. Soc. 1, 512517 (1950). 


Dee &e) = Zlog (1 +); fa= aeg 


habe die Konvergenzabszisse y, <oo und die Abszisse der Analytizität 9, > — 0. 
Der Konvergenzexponent 7 der A sei kleiner als eins. Für ein bestimmtes s,— y,+ tt, | 


(Nullstelle von f) und o—0-+ sei |f(s, + o)| <const exp (- 0*). Dann gilt: 


für u >t/(1— 7) folgt f(s) = 0. — Dieser Satz läßt sich so verallgemeinern: m(o), 


eine wachsende Funktion es a > 0), heißt Maßordnung einer Nullstelle ss =yı +it,.. 


wenn |f(s, + )| Sm(o) gilt in einem Intervall 0 <o<b (irgendein Wert). (0) ; 
ist implizit a durch exp (-en) =m (n). Gilt dann — dies angewandt auf 
Ytii,— füro>oo limf(e)-ene)=—-@©, soist f()=0. Der unan- | 


schauliche Beweis stützt sich auf einen Satz von Bernstein, ‚Theorie des series, 
de Dirichlet“ Paris 1933 p. 141 (dies. Zbl. 8, 115). Hoheisel (Köln). 


Yu, Chia-Yung: Sur les thöor&mes de M. Mandelbrojt du type de M. Hadamard 
dans la theorie des series de Dirichlet. ©. r. Acad. Sci., Paris 230, 1490—1491 (1950).. 


Der Hadamardsche Satz über die Singularitäten einer aus zwei Reihen 
Za,e"n:, &b,e”n® komponierten Reihe a,b, e”® wird hier ohne jede Vor- 


aussetzung über das Verhalten der gegebenen Reihen in der Umgebung ihrer singu-- 
lären Stellen bewiesen. Mandelbrojt [Acta math. 55, 1—32 (1930)] und Brunk. 
[Duke Math. J. 12, 1—21 (1945)] leisteten die entscheidende Vorarbeit. 
Hoheisel (Köln). 
Bohr, Harald: On multiplication of summable Dirichlet series. Mat. Tidsskr.. 
B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 71—75 (1950). 


oo oo 1 
Es seien f,(s) = > an ® und f,(s)= > a, n-® zwei gegebene Dirichlet-- 


sche Reihen und f(s) = = 04 Ne} = 2 „Im ay, ihr Produkt. Mit Hilfe frühe-- 


rer Sätze des Verf. und GE M. Ei we Summabilität solcher Reihen wird 
folgender Satz bewiesen: Wenn für o >0 f, (bzw. f,) summierbar ist von der 


Ordnung r, (bzw. 7), 7, >r, so ist f summierbar von der Ordnung: | 


rsrsr,+r+ 1), sobald 
rf, — r für Be 
3, +72 +1-r) für Vale ale #2 
Die angegebene Schranke ® für o ist exakt. Vgl. auch H. Bohr, Math. Z. 52, 
709—722 (1950). 4A. Pfluger (Zürich). 
Bowen, N. A. and A. J. Maeintyre: An oseillation theorem of tauberian type. 
Quart. J. Math. (Oxford II. $.) 1, 243—247 (1950). 
Verff. beweisen über ganze Bunksonen ein Theorem vom Tauberschen Typus,. 
in dem jenes von Valiron und Titchmarsh als Grenzfall enthalten ist: Die 


o>Ölr,r,r) =! 


ganze Funktion f(z) = II ( + —) von der Ordnung e mit 0 <o <1 und lauter: 
negativen Nullstellen erfülle die Bedingung 


0<ı < lim int El@) < lim aup en) re 


<> +9 <>+® 2 


Dann existieren 2 Ph ER und ®(A, A) mit Op —1 für A/A —1,so daß: 


(A, A)=lim in! ‚ Slim Sup; rn SP(A, A) ist. Der Beweis ist analog wie ein 
Nn— 00 
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B. 
E- 
_ von Bowen (dies. Zbl. 30, 49) für den Fall A = A gegebener. Die exakten Werte 
für y und ® werden vermutet. Pfluger (Zürich). 
z Hiong, King-Lai: Sur une extension du second th6oröme fondamental de 


R. Nevanlinna. C. r. Acad. Sci., Paris 230, 1635—1636 (1950). 
Hiong, King-Lai: Sur les fonetions meromorphes et leurs dörivöes. C. r. 
Acad. Sci., Paris 231, 323—325 (1950). 
Eine zentrale Aussage der ersten Arbeit ist die folgende: Ist f(x) meromorph, 
sind @(2) und y(2) #9’(x) ganz, und ist weiter T(r,9)=o(T (r,f)), T (r, y) 
=o(T (r, f)), dann gilt 


A-oMTEN<NED+Nen + N )+SW, 


_ wobei das Restglied S die aus der Wertverteilungslehre bekannten Eigenschaften 
besitzt. — In der zweiten Arbeit wird der Defekt von @ in bezug auf 
f als ö@)=1-lmN (r,1/(f—9)):T “ f) definiert; für ö(p) >0 heiße © 

- Ausnahmefunktion in bezug auf f(x). Verf. behauptet u. a. ee 
Sei ö(p) = 1 in bezug auf f (x), f (x nen und weiter u oO ne N). 
Dann gibt es höchstens ein ganzes y(2)&_' (x) mit T (r,y)=o(T (r, f')) und 
ö(y) =1 in bezug auf f’. Alle Sätze werden ohne Beweis gegeben. 

R, @. af Hällström (Abo). 
Pham, Tinh-Quat: Quelques propriet6s des fonetions m6romorphes p6riodi- 
ques. Ann. sci. Ecole norm. sup., III. S. 67, 307—320 (1950). 

Gewisse Eigenschaften, welche Verf. für periodische ganze Funktionen endlicher 
Ordnung bewiesen hat (dies. Zbl. 33, 267), werden auf periodische meromorphe 
Funktionen Fiz), z2=x+:y, endlicher Ordnung verallgemeinert. F(z) kann 
höchstens einen Borelschen Ausnahmewert haben, der auch Picardscher sein kann. 
Verf. definiert eine charakteristische Funktion 7'(y, F), die analog der Nevanlinna- 
schen charakteristischen Funktion ist, und erhält den ersten Hauptsatz. Mit Hilfe 
desselben wird ein Satz über den Defekt ö(a) bewiesen, wo a ein derartiger Wert ist, 

daß IF) - a|> 1 auf einer unendlichen Folge von Geraden y = Konstante ist. 
Sei D eine der imaginären Achse parallele Gerade und 

5 aN[y, D(e),Z] 
Ts 

wo N [y, D(e),Z] die Anzahlfunktion des Wertes Z in einem e-Streifen um D be- 
zeichnet. Wenn y (D,Z) = 0 für drei Werte Z ist, so ist y = 0 für sämtliche Werte 
Z, außer vielleicht einer Menge von linearem Maß Null auf der Riemannschen Kugel. 
Es existiert wenigstens eine Gerade D, die für jedes Z, außer höchstens zwei der-. 
selben, positives y (D,Z) hat. V. Paatero (Helsinki). 

Tliieff (Hiev), Ljubomir: Über die 3-symmetrischen schlichten Funktionen. 
Annuaire Univ. Sofia, Fac. Sci., Livre I 46, 161—164 und deutsche Zusammenfassg. 
165 (1950) [Bulgarisch ]. 

S, sei die Klasse der in |z| < 1 schlichten, regulären Funktionen der Form 

ke) = 2 +"! AM) 2 +.... 

Nach einer Methode von V. Levin [Proc. London math. Soc. 39, 467—480 (1935); dies. Zbl. 


12, 171] wird bewiesen: Wenn f,(z) € S,, so gilt: |a$”| < 0,687, laß) | < 0,652, |a{®| < 0,666, 
; Ja) < 0,687, |a9| < 0,712, |a”| < 0,764, 1 < 0,822 und allgemein 


(3) |2 
la] s Fr: 


Hieraus und aus einer weiteren Ungleichung nr En 36, 189) folgt: Wenn fz(2) € 8;, so 
sind ihre Abschnitte o®)(z) =z + af?) = +...+a9) Art! fürn =1und n>3 im Kreise 
zl <$ ıyS schlicht. Die Schranke 4 1V8, ist genau. (Autoreferat.) 
Tlieft (Iliev), Ljubomir: Über die Abschnitte der schlichten Funktionen, die 
, den Kreis lz] < 1 konvex abbilden. Annuaire Univ. Sofia, Fac. Sci., Livre I 46, 
153—-157 und deutsche Zusammenfassg. 158&—159 (1950) [Bulgarisch]. 
6* 


Ka 
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Es sei o bzw. o, die Klasse der in |z| <1 schlichten, regulären Funktionen der Form 


Keı)=2:+%2 +... bw. ,@)=2+ OTZE RT ZI RELENER d16 121 <1 konvex ab- 
bilden. Es wird gezeigt: 1. Ist f,(@) €o, |a|<r, |2]|<r, O<r<1l, 2,3 #2, so gilt i 


fa (21) — fr (22) Er . 
2) — 2% (1 4 rk)2l% 
istihr Abschnitt 8 ®—= 2 + al®) zr+ıı ll, t 
2. Ist f. (2) € o,, so istihr Abschnitt 8,” = h Sa N Ik 


in ei = (1 (1 + : )> iz a schlicht. 3. Ist f€o, so ist der Abschnitt 8,@) = 


naı 
2 +0,22 +... +a,2" firn=2 und n>5 im Kreise |z2| <# schlicht. _ (Autoreferat.) 


Magnaradze, I. 6.: Über eine Verallgemeinerung eines Satzes von I. I. Privalov 
und seine Anwendung auf einige lineare Randwertauigaben der Funktionentheorie 
und auf singuläre Integralgleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 68, 657— 


660 (1949) [Russisch ]. 
“ Gegeben seien durch folgende Gleichungen verknüpfte Funktionenpaare 


N t 
Yty) = 2 [he wel. 
L 


ei.) 


p(t) ist hierbei als komplexe Funktion auf der geschlossenen, stückweise glatten | 


Kurve Z der Länge ! in der komplexen Ebene definiert. Falls Z ein Kreis ist, tritt 
an Stelle des Funktionenpaares ®, y das folgende Paar: 
1 2n zei 
ga) =z;J Fa)ets"— de, 0) = fer, 0 <m,<2r. 
) 


Privalov hat gezeigt, daß, falls fim Intervall <0, 2”) der Hölderschen Bedingung 
genügt mit dem Index x <1, auch g die gleiche Eigenschaft zukommt. Dasselbe - 


gilt für das Paar @,y, wenn L keine Rückkehrpunkte besitzt. — In der Arbeit 
werden eine Reihe von daran anknüpfenden Ergebnissen analoger Art in knappster 
Form ohne Beweise zusammengestellt, die sich auf allgemeinere Klassen von Funk- 
tionen als solche, die der Hölderschen Bedingung genügen, beziehen, insbesondere 
auf solche Klassen H,A,, für die gilt (0 <r <I) 
sup [9 (t(s3)) -P(t(s))| = 0 (T* log”? rt logf 771» - - logem at), 
2-57 

wo a, P, Py - : :, Pm gegebene reelle Zahlen sind, welchen im einzelnen die verschie- 
densten Werte erteilt werden. Anwendungen ergeben sich für analytische Funk- 
tionen der Art 


Bl) = 2 E77 z nicht auf Z gelegen, 


or 


bezüglich des Charakters ihrer Randwerte, falls z sich Z nähert, und — wie auch 
für Funktionen, die der Hölderschen Bedingung genügen — in der Theorie der 


singulären Integralgleichungen vom Typus A(t,) @(ty) + . f ee de= 1) 


ü 
mit 4A?() = K?lt,t) auf L. Svenson (Regensburg). 


Lammel, Ernst: Über das Verfahren von Theodorsen zur numerischen Be- 
rechnung der Abbildungsfunktion eines einfach zusammenhängenden Bereiches. 
Mh. Math., Wien 53, 257—267 (1949). 

Es wird eine hinreichende Bedingung abgeleitet für die Konvergenz des be- 
kannten Näherungsverfahrens von Theodorsen [Aeronautics, Rep. Nr. 411, 1—13 
(1931); dies. Zbl. 3, 175] zur konformen Abbildung eines einfachzusammenhängen- 
den Sternbereiches mit der Randkurve £(0) = ee(®)+i® auf das Innere des Ein- 
heitskreises. z = e'?. Theodorsen führt die Bestimmung der Abbildungsfunktion 


ED FR BE Nr Zr ee Ze na ar air) MET a BR: 
in 1 KR re Be a ee EEE er 
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E urüek auf die Lösung einer Integralgleichung für e(p) = —@ + ©(p), die durch 
 Iteration ‚gelöst wird: 


- 


= 


+1 (P) = 5 u vep' + ,(p)) ts dp, v=0,1,2,. 

Dabei ist hier der ee des Integrales zu verstehen. Die Schnelligkeit der 
Konvergenz hängt in der Praxis von einer passenden Wahl von &,(p) ab. Mit &(p) 
ist die gesuchte Abbildungsfunktion eindeutig festgelegt. Einen Konvergenzbeweis 
hat Theodorsen selbst nicht erbracht. Verf. beweist die Konvergenz des Ver- 
fahrens unter den Bedingungen: 1. y(©) und &,(P) sind periodische Funktionen 
mit der Periode 27, welche beliebig oft an sind, 


d&, (9) 
2. =, r laund Zu (dp <1, 
1 42e+1) A?” 27 
E A+s2) 1-4 md dp SLv=0L2... 
ae Be ME 
0s9s2n dd 0SOS2n a9? 


Wählt man &,(p)=0 so ist 2. von selbst erfüllt und an die Stelle von 3. kann 
Y une era 
AZ trund Be. d-Ayy1-4: 


gesetzt werden. Neuerdings wurden von Opitz (dies. Zbl. 35, 56) und von Wittich 
(dies. Zbl. 37, 55) weitere, weniger einschneidende hinreichende Konvergenzbedin- 
gungen angegeben. Heinhold (München). 


Caratheodory, C.: Bemerkung über die Definition der Riemannschen Flächen. 
Math. Z., Berlin 52, 703—708 (1950). 

In seinem Beweise des Uniformisierungssatzes [Ber. Verh. sächs. Akad. Wiss, 
Leipzig, math.-physische Kl. 93, 147—160 (1941); dies. Zbl. 27, 309] hatte van 
der Waerden die topologische Fläche kombinatorisch durch Dreiecke erklärt und 
den topologischen Teil des Beweises an dieser Darstellung geführt, dann aber erst 
der Fläche die konforme Struktur mit Hilfe von Umgebungen aufgeprägt. Dem- 
gegenüber soll hier beides zugleich geschehen. Die Dreiecke werden als Jordansche 
Bereiche in der Ebene gegeben. Es geht nun nicht an, zwischen zugeordneten Seiten 
s und s’ verschiedener Dreiecke A und A’ beliebige topologische Abbildungen vor- 
zuschreiben; das würde im allgemeinen in den Punkten der Seiten keine komplexe 
Struktur ergeben. Deshalb wird vorausgesetzt, daß die Endpunkte von s durch 
einen Bogen t außerhalb A, die von s’ durch einen Bogen t’ innerhalb A’ verbunden 
sind. Die Abbildung von s auf s’ wird durch die konforme Abbildung des Gebietes 
zwischen s und t auf das zwischen s’ und {’ bestimmt, wobei s genau in s’ übergehe, 
die Endpunkte gemäß der kombinatorischen Zuordnung und ein gegebener Punkt 
von sin einen gegebenen Punkt von s’ abgebildet werde. Eine weitere — notwendige 
— Voraussetzung kommt darauf hinaus, daß die so mit Ausnahme der Triangulations- 
ecken bestimmte konforme Struktur sich auch auf die Ecken selbst ausdehnen läßt. 
Auf Grund dieser Voraussetzungen läßt sich der Uniformisierungssatz in vander 
Waerdens Weise und mit Hilfsmitteln aus des Verf. „Conformal representation 
(Cambridge 1932; dies. Zbl. 5, 168) beweisen. Hinweise auf die Ergebnisse von 
T.Radö [Acta Litt. Sci. Univ. Szeged 2, 101—121 (1925)] beschließen die Arbeit. 

H. Kneser (Tübingen). 

Myrberg, Lauri: Normalintegrale auf zweiblättrigen Riemannschen Flächen 

"mit reellen Verzweigungspunkten. Ann. Acad. Sci. Fennicae, AI, Nr. 71, 51 8. 
1950 
= der reellen Achse ist eine Menge isolierter Punkte e,e,.:. 
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gegeben; das Komplement ihrer Ableitung «& sei mit 7, bezeichnet und 9(®) sei 
eine reellwertige, in 7’, eindeutige analytische Funktion, die in den e, einfache 


Nullstellen hat. Der Gleichung y?= g(x) entspricht dann eine zweiblättrige | 


Riemannsche Fläche F mit den Verzweigungspunkten e,. Es wird darauf eine 


kanonische Homologiebasis A,, Bj, Ag, Ba, - : -, An, Bu, - ; - eingeführt. Auf solchen | 
Flächen untersucht Verf. Integrale erster Gattung. Sie sind im wesentlichen von | 


h (x) 


der Form w(x) = | — dx, wo hin T, eindeutig und analytisch ist. Er betrachtet | 


y(%) 


eine Unterklasse davon, sogenannte Normalintegrale, die folgenden Bedingun- 


gen genügen: 1. w(x) ist reellwertig, 2. } dw = 0 für jedes nullhomologe C (d.h. 
6 


© berandet eine endliche oder unendliche zweidimensionale Kette), 3. Auf der ka- | 
nonisch zerschnittenen Fläche F’ ist der Imaginärteil von w beschränkt. Die B- | 


Perioden solcher Normalintegrale sind reell, die A-Perioden rein imaginär. Auf 
nullberandeten Flächen sind die Normalintegrale durch ihre A-Perioden ein- 


deutig bestimmt. Durch eine unendliche Folge geschlossener Flächen werden | 


R 2rifürv—n 5 
Elementarintegrale 9,(n =1,2,...) mit z N do„= en konstruiert. Auf 


nullberandeten Flächen sind die Normalintegrale und nur diese durch konvergente 
[0,0] 

Reihen der Form w=c,+3«9, mit beschränkten Koeffizientensummen 
1 


|& «| <M darstellbar. — Die Elementarintegrale 9, stellen ein gewisses Typen- 

problem. Zur Vereinfachung sollen die e, nur einen und zwar einseitigen Häufungs- 

punkt haben. Die , bilden die obere Halbebene auf ein Schlitzgebiet ab. Die 

Häufungsfigur der Schlitze ist nun für alle , entweder ein Punkt (parabolischer 

Fall) oder eine Strecke (hyperbolischer Fall). Die Divergenz der Reihe 
oo 


De ist eine hinreichende Bedingung für den parabolischen Typus. Die 
1 &v-ı 
oo 


; log &,,_ : ; : ; s 
Konvergenz der Reihe 32 ne: | ! d,=&3,— €, _1, ist eine hinreichende Bedingung 
2 v 


für den hyperbolischen Typus. — In einem dritten Teil konstruiert Verf. auf ge- 
wissen positiv berandeten Flächen nichtkonstante Normalintegrale, für welche 
sämtliche A-Perioden verschwinden. Ist das lineare Maß der Häufungsmenge & 
positiv, so ist diese Konstruktion immer möglich. Pfluger (Zürich). 


Virtanen, K. I.: Bemerkungen zur Theorie der quadratisch integrierbaren 
analytischen Differentiale. Ann. Acad. Sci. Fennicae, A I, Nr. 78, 6 S. (1950). 

Im Anschluß an seine frühere Arbeit [Ann. Acad. Sci. Fennicae, A I, Nr. 69 
(1950)] betrachtet Verf. auf einer Riemannschen Fläche F die Klasse A der qua- 
dratisch integrierbaren analytischen Differentiale dw mit folgender Eigenschaft: 
Ist A,B,,...4, B,,... eine kanonische Homologiebasis auf F, so bilden die 


Perioden ii dw, ' dw eine vollständige Periodenbasis von w. Mit Hilfe des zur 
B 


An n 
Klasse A gehörenden Kernvektors A (x, z) wird ein.Differential dw, aus A konstru- 
iert, das die einzige nicht verschwindende A-Periode ik dw, = 1 besitzt. 
; Pfluger (Zürich). 

Schiffer, Menahem: Various types of orthogonalization. Duke math. J. 17, 
329366 (1950). 

Verf. setzt es sich zum Ziel, die Theorie der Systeme von orthogonalen ana- 
lytischen Funktionen unabhängig von den tiefen Abbildungs- und Existenzsätzen 
der Funktionentheorie aufzubauen. Zugleich soll der Zusammenhang zwischen den 
Kernfunktionen für verschiedene Metriken bezüglich desselben Gebietes hergeleitet 
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' werden. Sei B ein durch n geschlossene analytische Kurven (C, begrenztes Gebiet 
der komplexen Zahlenebene. 2 sei die Klasse aller in B analytischen Funktionen 
f(z), die einin B+C (C=$0,) stetiges, nicht notwendig eindeutiges, Integral 


2a 
=F(2,)— f (2) dz besitzen und für die auf C eine quadratisch integrable Funktion 


2ı 
‚u(t) existiert, so daß für zwei Punkte i, und t, auf demselben (, gilt 
bz 
FÜ)-F@=f und. 
- In2& wird die Metrik ||f||? = ji \u(t)|* ds eingeführt. Es existiert ein orthonormales 
C 


 Funktionssystemf,(z), f f,(t) }®) ds = ö,,, wobei die Funktionen f,(z) und ebenso 
6 


‚die Kernfunktion k(z, £) 3 fn(«) f,(&) auf C analytisch sind. Als einziges 
=1 


_ tiefer liegendes Hilfsmittel der Funktionentheorie wird der Abbildungssatz für den 
‚einfachsten Fall verwendet. — Die Funktion Kt (z, &) = k (z, ©)? besitzt die Eigen- 
‚schaft Ei K+(z,&) F(&) de=Ff (ze), d.h. Kt ist ein reproduzierender Kern be- 

B B 


'züglich der Dirichletschen Metrik im Bereiche 2” der Funktionen mit eindeutigem 
Integral in B; K* gehört i. A. &’ nicht an. Ist K” (z,£) die zu dieser Metrik ge- 
n N 
‚hörende Kernfunktion, so ist K” (2,&) = Kt (z,Ö) SF 3 ‚Ynr w(z) @,(&), wo 
-die Funktionen »’ ausden Perioden von K* berechnet werden können. Die Funktionen 
.k und K besitzen innere Variationsformeln, was das monotone Verhalten gewisser 
Werte der Kernfunktionen bezüglich des Gebietes erklärt. Es wird weiter das har- 
monische Maß der einzelnen Randkomponenten konstruiert und die Verwendung 
‘von verschiedenen Metriken in der Theorie der Differentialgleichung 
Ap=P(x,y)p (x, y) 

‚besprochen. Kriszten (Zürich). 

Bers, Lipman: The expansion theorem for sigma-monogenie funetions. Amer. 
.J. Math. 72, 705—712 (1950): 

Eine komplexe Funktion f(z) = wu(x, y) +iv(x, y) heißt &-monogen, wenn 
ihr Real- und Imaginärteil den Differentialgleichungen 
(A) (2) u, = Tu(y) vu; 02(2) u, — — T3(Y) du 
genügen. Durch Einführen der formalen Potenzfunktion a2" (z,,2) wurde bewie- 
sen, daß jede &-monogene Funktion in einem regulären Punkt eine konvergente 
Reihenentwicklung der Form f(z) = a,Z"(z,, 2) besitzt, wenn die Funktionen o 
und r analytische Funktionen sind [L. Bers und A.Gelbart: Trans. Amer. math. 

Soc. 56, 67-93 (1944)]. Dieser Satz wird in der vorliegenden Arbeit verallgemeinert 
‚auf den Fall, daß die Funktionen o und r nur zweimal stetig differenzierbar sind. 
Es ergeben sich interessante Anwendungen, z. B. ist jede Lösungsfunktion von (1) 
beliebig oft differenzierbar. Kriszten (Zürich). 

Poor, Vineent C.: On the two-dimensional derivative of a complex function. 
Proc. Amer. math. Soc. 1, 687—693 (1950). 

Es wird neben den areolar monogenen Funktionen eine zweite Klasse von spe- 
ziellen polygenen Funktionen, die der Verf. ‚mean monogenic‘“ nennt, betrachtet 
und auf den engen Zusammenhang zwischen den beiden Klassen hingewiesen. 
‚Schreibt man die Differentialgleichungen der areolar-monogenen Funktionen kom- 
plex, so gilt D?fe@)=0 (D- olöx a volöy; f@)=w-+iv), ebenso die Diffe- 
rentialgleichungen der zweiten Klasse D? f(z) = 0. — Damit ist aber der Zusammen- 
hang trivial und die aufgestellten Sätze ergeben sich ohne Schwierigkeiten. 

Kriszten (Zürich). 
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Slivinskij, V. E.: Über analytische Funktionen von Veränderlichen von 
Zolotarev-Krylov. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 72, 465—468 (1950) [Rus- 
sisch ]. £ | 


Slivinskij, V. E.: Über eine Anwendung der verallgemeinerten Theorie einer 
komplexen Veränderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 74, 897—899 (1950) | 


[Russisch ]. | 
I. Verf. verallgemeinert die Resultate von Krylov (dies. Zbl. 29, 37) über Funk- 
tionen der hyperkomplexen Variablen z= 2%, + 270 + "+ %,1 @""1 (w Lösung | 


einer algebraischen Gleichung n-ten Grades) auf Funktionen einer hyperkomplexen | 
Variablen, wo durch eine quadratische Matrix X und die algebraische Gleichung 
durch die charakteristische Gleichung von X ersetzt wird. Da dem Ref. die zugrunde 
gelegten Arbeiten nicht zugänglich sind, sind ihm die Resultate nicht klar geworden. 
— II. Ein System von gewöhnlichen Differentialgleichungen dz,/dt = u, (%...,%-1) | 


wird mit Hilfe der analytischen Funktionen von Krylov integriert, falls die Funk- 
2 & re 1 > . . . 
tion - f(2) = 55 u, w‘ als Funktion der Variablen z2= 3 x, w* in seinem Sinne 
i=0 


— n=0 
analytisch ist, d. h.”eine Ableitung besitzt. Die Differentialgleichung kann dann 
n—1 | 
geschrieben werden = — f(z), das ergibt / n- =t+Ü 6 ze C„@";C, Konstante) 3| 


Ein Beispiel beleuchtet die elegante, aber wenig allgemeine Methode. 
Kriszten (Zürich). 
Lukomskaja, M. A.: Über eine Verallgemeinerung einer Klasse analytischer 
Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 73, 885—888 (1950) [Russisch]. 
Die Lösungen u (x, y) und v(x, y) des elliptischen oder hyperbolischen Systems 
von Differentialgleichungen c,u, +e,v, =a,u, +b,v, (=1,2;a,b, c, e stetige 
und stetig differenzierbare Funktionen von x und %) werden zur komplexen Funk- 
tion f(z) = u +iv zusammengefaßt. Falls die Koeffizienten a, b, c, e gewissen Be- 
dingungen genügen, so können analog zuL. Bers und A.Gelbart[Trans. Amer. math. 
Soc. 56, 67—93 (1944)] eine Integralfunktion und eine Ableitung definiert werden, 
die selbst wieder Lösungen des Differentialgleichungssystems sind. Die auftreten- 
den Formeln und die Bedingungen für die Koeffizienten gewinnen nach Ansicht 
des Ref. sehr an Übersichtlichkeit, wenn die verwendete komplexe Schreibweise 
durch die Matrizenschreibweise ersetzt wird. Kriszten (Zürich). 
Lelong, Pierre: Propriet6s mötriques des variet6s analytiques eomplexes d6- 
finies par une &quation. Ann. sci. Ecole norm. sup., III. S. 67, 393—419 (1950). 
Es werden mit Hilfe subharmonischer Funktionen von 2p reellen Veränder- 
lichen Aussagen über die Nullstellenmannigfaltigkeiten analytischer Funktionen 


fu -- 2%) = or f(M) von p komplexen Veränderlichen 2,,..., 2, gewonnen. 
log |f(M)| ist subharmonisch und gleich dem Newtonschen Potential — od 
>= 


einer positiven Massenbelegung u auf f= 0 von konstanter Flächendichte plus einer 
harmonischen Funktion [H. Poincar&, Acta math. 22, 159 (1899)]. Verf. gibt einen 
neuen Beweis [bereits skizziert in: P. Lelong, Ann. sci. Ecole norm. sup., III. S. 
62, 301—338 (1945), Theorem 4] mit Hilfe des Mittelwertes A von log |f(M)| ge- 
nommen über die (2? — 1)-dimensionale Hyperkugeloberfläche vom Radius Rum M.. 
A ist bei festem M, eine konvexe, nicht abnehmende Funktion von log R. Der 
Flächeninhalt des Durchschnitts von f=0 mit einer Hyperkugel B(M,R) 
(Radius R um M,) ist proportional zu 7 r 3 R°”?. Mit Hilfe des Inhalts einer 
analytischen Fläche wird bei einer simplizialen Zerlegung des Raumes die Anzahl der. 
Simplexe nach oben abgeschätzt, die Punkte der Fläche enthalten. Bildet man A 
speziell um einen Mittelpunkt M, auf f= 0, so gibt lim dA/dlog .R die Ordnung, 
R>0 
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der Nullstelle M, an, und für R+0 kann man »(M,R)= »; dildlog R als 
_ „mittlere Ordnung‘ der Nullstellen f= 0 in der Hyperkugel B(M, R) deuten. 
— Ist fein Polynom, so ist v(M, R) kleiner gleich dem Grad. log |f(M)| gehört zu 
einer Teilklasse der subharmonischen Funktionen, die Verf. „plurisubharmonisch“ 
_ (plsh.) genannt hat (P. Lelong, a.a. O.). Unabhängig und etwa gleichzeitig hat 
K.Oka diese Funktionen unter dem Namen: „foncetions pseudoconvexes“ ein- 
eingeführt und angewendet [K. Oka, Töhoku math. J. 49, 40 (1942)]. Beim Über- 
gang von log |f(M)| zu beliebigen plsh. Funktionen bleiben die meisten Eigenschaften 
des Mittelwertes A erhalten, so — daß A logarithmisch konvex ist. Jede plsh. Funk- 
tion ist subharmonisch, besitzt also ein Potential (s. oben), das aber im allgemeinen 
nicht mehr plsh. ist. Die Massenverteilung u einer plsh. Funktion ist nicht be- 
liebig, sie genügt einem Kontinuitätssatz. — Es schließen sich Sätze, inbes. Ab- 
schätzungen über Familien von plsh. Funktionen an, die sich jeweils auf Familien 
von analytischen Funktionen anwenden lassen. Z. B.: Zu einer Familie ® vonin D 
regulären Funktionen, die {= (0 auch als Grenzfunktion nicht enthält, gibt es zu 
jedem A, kompakt enthalten in D, zwei Zahlen A und w, so daß |f(M)| > A 0” 
für alle fE®, falls der Abstand von M vom Rande von A und von f= 0 größer 
als o >0 ist. — Eine Folge f, in D regulärer Funktionen konvergiere in D gleich- 
mäßig gegen f=0. Dann konvergieren die „gemittelten Nullstellenordnungen“ 
v„(M,R) für R=-0 im Innern von D gleichmäßig in bezug auf M, gegen v(M,R), 
während das für die Ordnung des einzelnen Punktes nicht gilt. Für Polynome 
werden noch genauere Aussagen gewonnen. — Das Studium der Nullstellenflächen 
f= 0 mit diesen Methoden bildet einen gewissen Ersatz für die einfache Zerlegung: 
log |f(z)| = log II(2 — z,) + log |g(2) |, 9(2) # 0, die bei mehreren Veränderlichen 
nicht mehr möglich ist. H. J. Bremermann (Münster). 


Fuks, B. A.: Die natürlichen Grenzen analytischer Funktionen von komplexen 
Veränderlichen. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 4 (38), 75—120 (1950) [Russisch]. 

Während des Krieges gelang K. Oka die Lösung der Hauptprobleme über (schlichte) 
Regularitätsbereiche für analytische Funktionen von zwei komplexen Veränderlichen. Die 
vorliegende Arbeit enthält neben einer Übersicht über den ganzen Problemkreis wesentliche 
Vereinfachungen der Beweise vonK.Oka. Die Untersuchungen des Verf. werden für beschränkte 
Bereiche durchgeführt. Grundlegend ist der folgende Satz des Verf.: Es sei D ein beschränkter 
Bereich des Raumes der Veränderlichen (w,z), der den Punkt w=z=0 enthält. Es sei 
w=u+iv. Die Teilmenge D, von D enthalte alle Punkte von D mit v > a,; und es sei D, 
diejenige Teilmenge von D, deren Punkte der Ungleichung v < a, genügen. Es gelte a, <0 <a. 
Wenn jede zusammenhängende Komponente der offenen Mengen D, und D, ein Regularitäts- 
bereich ist, so ist D ein Regularitätsbereich. — Der Beweis dieses Satzes beruht darauf, daß 
zunächst ein „‚Weilscher‘‘ Bereich A konstruiert wird, der D mit vorgegebener Genauigkeit 


approximiert. Ein Weilscher Bereich A besitzt die Eigenschaft, daß jede in A reguläre Funk- 
tion f(w, z) eine Darstellung durch ein Weilsches Integral besitzt. Die erste Cousinsche Auf- 
gabe der Konstruktion einer in A meromorphen Funktion mit vorgegebenem singulären Ver- 
halten in den Punkten von A (Äquivalenz in bezug auf Subtraktion) führt auf eine Integral- 
gleichung mit einem Weilschen Integral. Die Lösbarkeit dieser Integralgleichung und damit 
des Cousinschen Problems für A läßt sich beweisen. Danach beruft sich Verf. auf den Satz 
von Cartan: Wenn das erste Problem von Cousin für A stets lösbar ist, so ist A Regularitäts- 
bereich. Aus Konvergenzsätzen über Regularitätsbereiche von Behnke und Stein folgt dann, 
daß auch D Regularitätsbereich ist. Der Satz des Verf. zeigt die Möglichkeit, aus zwei Regulari- 
tätsbereichen einen dritten zusammenzusetzen. Dadurch wird der Übergang von den funk- 
tionentheoretischen Eigenschaften der Bereiche in Randpunkten zu den funktionentheoretischen 
Eigenschaften der ganzen Bereiche ermöglicht. Als schwächste Lokaleigenschaft der Rand- 
punkte formuliert Verf. folgende: Der Bereich D heiße analytisch konvex im Sinne von Har- 
togs, wenn in jedem Randpunkte (w,£) von D gilt: 1. Wenn auf der Ebene w = » in einer 
Umgebung des Punktes (»,£) kein Punkt von E = R, — D liegt, so gebe es zu jedem e > 0 
ein ö>0 mit folgender Eigenschaft: Für jedes w mit 0<|w— w|< ö gebe es ein z mit 
|2—£|<s, so daß der Punkt (w, z) in E liegt. 2. Die Eigenschaft 1. bleibe bei homöomorphen 
Abbildungen w, = f(w, z), z, = p(w, z) der Umgebung von (w, Z) erhalten [f und p seien dabei 
regulär in einer Umgebung von (w, £)]. Von K. Oka stammt der folgende Hauptsatz, den Verf. 
mit seiner Methode erneut beweist: Ein Bereich, der im Sinne von Hartogs analytisch konvex 
ist, ist Regularitätsbereich. Der Beweis benutzt einen Satz, der die Verbindung zwischen dem 
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Begriff der analytischen Konvexität im Sinne von Hartogs und dem Begriff der subharmoni- 
schen Funktion knüpft: Der Bereich D sei analytisch konvex im Sinne von Hartogs. d(w, 2) 
sei der Abstand des Punktes (w,2)€D vom Rande von D. Dann ist — In d(w,z) eine sub- 
harmonische Funktion. Beim Beweis dieses Satzes wie auch an anderen Stellen seiner Unter- 
suchungen verweist Verf. auf Stellen in seinem Buch: Theorie der analytischen Funktionen 
von mehreren komplexen Veränderlichen (Russisch, Moskau-Leningrad 1948). Zum Schluß 
gibt Verf. mit seinen Methoden einen sehr einfachen Beweis des folgenden Satzes, der sich auch 
aus den schon genannten Sätzen und früheren Ergebnissen von Levi folgern läßt: Der Be- 
reich D werde durch eine zweimalstetig differenzierbare Hyperfläche 9 = 0 begrenzt, auf welcher 
der Levische Differentialausdruck L(@) > 0 ist. Im Innern von Dseig < 0. Dann ist D Re- 
gularitätsbereich. Thimm (Bonn). 


Modulfunktionen. Fastperiodische Funktionen: 


Mötral, Paul: Fonetions presque automorphes inf6rieures: les presque eyeli- 
ques et les presque elliptiques. C. r. Acad. Seci., Paris 231, 941—943 (1950). 

Verf. gibt eine Definition für „fastelliptische Funktionen“. Anm. des Ref.: 
Man zeigt leicht, daß jede fastelliptische Funktion doppelt periodisch ist. Es han- 
delt sich demnach nur um eine vertrakte Definition der elliptischen Funktionen. — 
Verf. definiert außerdem ‚„fastzyklische Funktionen“. Ref. kann diese Definition 
nicht verstehen. Verf. teilt mit, daß den fast zyklischen Funktionen dieselben Eigen- 
schaften zukommen wie den ‚fastloxodromischen Funktionen“. Da diese Funk- 
tionen sämtlich konstant sind (siehe Anm. des Ref. dies. Zbl. 34, 347), dürfte das- 
selbe von den ‚„fastzyklischen Funktionen“ gelten. — Verf. hat sich auch mit ‚fast 
Fuchsischen Funktionen“ beschäftigt, über die er wahrscheinlich bald Näheres be- 
richten wird. Maak (Hamburg). 

Folner, Erling: Note on the definition of almost periodie funetions in groups. 
Mat. Tidsskr. B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 58—62 (1950). 

Es sei @ eine Gruppe und E eine Teilmenge von @ mit der charakteristischen 
Funktion k(x). Dann wird 


N 
m HE —= unt Gr obGr— Ik(ca,d) 

Une an 
als obere Dichte von E bezeichnet. Es wird gezeigt, daß eine (komplexwertige) 
Funktion f(x) der Elemente x€ @ dann und nur dann fastperiodisch ist, wenn für 
jedes < > 0 die obere Dichte m E(e) der Menge E(e) aller Verschiebungselemente 
t(e) von f(x) größer als 0 ist. Dabei ist r€E@ ein Verschiebungselement 7(e), wenn 
ob = Iflerd) — f(ed)| Se. Damit ist gezeigt, daß eine von Jessen angegebene 


c, 

Definition der eigentlichen Bohrschen fastperiodischen Funktionen auf den Fall 
der Funktionen auf beliebigen Gruppen übertragen werden kann. Da der Beweis 
des obigen allgemeinen Satzes sehr einfach ist, hat man hiermit außerdem die Äqui- 
valenz der Bohrschen und der Jessenschen Definition von fastperiodisch auf elemen- 
tare Weise gewonnen, ohne von der Bogoliouboffschen Herleitung des Hauptsatzes 
über eigentliche fastperiodische Funktionen, welche die Jessensche Definition ver- 
anlaßte, Gebrauch zu machen. Maak (Hamburg). 


Foelner, Erling: A theorem on almost periodie funetions of infinitely many 
variables. Danske Vid. Selsk., mat.-fys. Medd. 25, Nr. 14, 15 8. dkr.2,00 (1950). 

Der Begriff ‚vollperiodisch (fully periodie)“ wird für stetige fastperiodische 
Funktionen von unendlich vielen Veränderlichen so definiert, daß der Satz gilt: 
fi®) = f(%, %, ...) ist dann und nur dann vollperiodisch, wenn die Menge der 
verschobenen Funktionen f(& -+ A) hinsichtlich der gleichmäßigen Konvergenz 
abgeschlossen ist. Die Definition verlangt, daß die Menge der Periodenvektoren h 
von f(&) nicht in einem echten Teilraum (d. h. hier: abgeschlossene lineare Teil- 
menge; Topologisierung wie üblich durch ‚koordinatenweise Konvergenz“) des 
Raums der Vektoren a= (a,,a,,...,0, 0,...) mit schließlich verschwindenden 
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- Komponenten enthalten ist. — Der Beweis stützt sich auf Struktursätze über Moduln 
“ und Sätze über unendliche Systeme von linearen Kongruenzen. Ein entsprechender 
Satz für den Fall endlich vieler Variablen wird mitbewiesen; B. Jessen hatte ihn 
auf andere Art (unveröffentlicht) bewiesen und damit das Problem für unendlich 
viele Veränderliche aufgeworfen. Th. Kaluza jr. (Braunschweig). 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


Biarge, Julio Fernandez: Rekursionsgleichungen. Gac. mat., Madrid, I. Ser. 
2, 157—165 (1950) [Spanisch ]. 
E Come la teoria delle equazioni differenziali lineari puö essere esposta in forma 
- rapida mediante il calcolo simbolico degli operatori, cosi l’A, sviluppa la teoria delle 
equazioni lineari a coefficienti costanti alle differenze finite; l’uso degli operatori 
_ muta il problema in un problema algebrico e i mezzi offerti dall’algebra moderna 
permettono all’A. di dare allateoria una veste allo stesso tempo concisa ed elegante. 
Sandro Faedo (Pisa). 

Stöhr, Alfred: Über einige lineare partielle Differenzengleiehungen mit kon- 
stanten Koeffizienten. II. Der Operator V @ (y1,y2) =P (yı+1,y3) + P (yı—1,Y;) 
#O(y»Yy+1) +0 (y»Yya—-1)—4x%P(y,y;) mit «>1. Math. Nachr., Berlin 
3, 295—315 (1950). 

Diese Arbeit beschäftigt sich mit dem Operator 

voyy)=-dyı +ly) +9 -1LY) +09, +) 
+09, 9% —-1) 4x0 (y, Yo). (zreell). 

Es wird bemerkt, daß es genügt, den Fall «>0 zu betrachten, denn der Fall x <0 
läßt sich durch triviale Rechnung auf den Fall x >0 zurückführen. Es ist ein 
wesentlicher Unterschied zwischen den Fällen 0 <x<1; «<=1 und » >1. 
Ist x >1, so besitzt gemäß Teil I dieser Arbeit (dies. Zbl. 38, 241) die Gleiehume 


@ Voyy)—ifür y-p-0, —Osonst, 
genau eine Lösung, welche im Unendlichen verschwindet. Diese Lösung soll im fol- 


genden durch ® bezeichnet werden. Sie wird in Form eines bestimmten Integrals 
explizit angegeben. Mit Hilfe dieser Darstellung wird folgendes Resultat bewiesen: 


D(Yı, 92) = Po (%; Ya Yo) P (0, 0) + P1 (#5 Yu» yo) P (1,1) + P2 (#5 Yu, Yo); 
dabei sind ?,, 21; Pa Polynome in x mit rationalen Koeffizienten. Sie hängen jedoch 
von y, und y, ab. Die Polynome lassen sich rekursiv berechnen. — Dieselbe Lösung 
der Gleichung wird auch durch elliptische Funktionen und mittels Tschebischeff- 
scher Polynome dargestellt. — Was den asymptotischen Charakter der Lösung ® 
anbelangt, so beweist Verf. folgende Sätze: a) Es gibt eine und nur eine Lösung 
©®(y,%,) der Gleichung (1), für die der Ausdruck En ee in 

[y = max (Iyı |%5|)] im Unendlichen verschwindet, yon ie Lösung D(y,, es 
b) Es gibt eine und nur eine Lösung ®(y,,%,) der Gleichung V P(y,,Y,) = 0 für 
die der Ausdruck (2) im Unendlichen verschwindet, nämlich die triviale Lösung. — 
Zum Fall 0 <x <1 wird nur kurz bemerkt, daß in diesem Falle die Gleichung 
9 ©(y;, 9) = 0 unendlich viele linear unabhängige Lösungen besitzt. — Der Fall 
x = 1 wird im III. Teil dieser Arbeit behandelt. Stefan Fenyö (Budapest). 

Nemyckij, V. V. und V. V. Stepanov: Gewöhnliche Differentialgleichungen. 
|Matematika v SSSR 1917—1947, 481—517 (1948) [Russisch]. 

Sobolev, 8. L.: Partielle Differentialgleichungen. Matematika v SSSR 1917 

— 1947, 518—544 (1948) [Russisch ]. 
Bibliographie. (Differentialgleichungen.) Matematika v SSSR 1917—1947, 
545—582 (1948) [Russisch]. 
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I. This is a fairly complete review of Soviet work on ordinary differential equations 
(d. e.’s) during 1917—47, most of which is attributed to the latter 15 years. Numerical and 
approximate methods are considered elsewhere in the volume. There are useful introductory 
accounts of many of the problems. There are six sections. $1. Analytical theory. The Lenin- 
grad school predominates here, with the contributions of V. I. Smirnov, who extended the 
classical theory of the second-order d. e. with three singularities to that with four singularities,. |7 
and I. A. Lappo-Danilevskij, who developped the theory of analytie functions of matrices, |" 


and applied it to the behaviour of systems of d. e.’s near regular and irregular singularities. |} 


Other writers mentioned are V. I. Krylov, M. S. Gorn$tejn, N. E. Kotin, N. P. Erugin, 


L.M.Sifner, B.L.Krylov. $2. Boundary problems. The leading writer here is M. G.Krejn. |f 
One set of his works extends the oscillation theorems of Sturm for the second-order case to 


d.e.’s of general order, even without the condition of self-adjointness. The work is based om | 
the properties of „Kellogg kernels“, whose Fredholm determinants are positive. A further 
series of Krejn’s works relates to „Mercer kernels“, and the expansion theorem for the 2n-th 
order self-adjoint case. Other work summarized includes that of Z. F. Surikova, A.S. Smo- 
gorZevskij and A. A. Graff on multipoint and integral boundary conditions, D. Sin on the 
L? boundary condition, Ju. V. Rudnev on variational methods and L. A. Ljusternik on a 
class of non-linear problems. $ 3. Special topics. These include d. e.’s with periodie coefficients 
(N. V. Adamov, V. V. Stepanov), a method of Hamel for the second-order d. e. (M.I. El'sin), 


d.e.’s with almost periodie coefficients (B. M. Levitan), linear systems with powers of asmall 7 


parameter (I. S. Grad$tejn). There is then a longer account (2 pages) of important | 
work by N. M. Krylov and N. N. Bogoljubov on nearly linear second-order equations |T 
of van der Pol’s type, extended by Bogoljubov to sytems. $ 4. The curves defined |! 
by d.e.’s. After a historical review six branches of this topie are listed: (1) differential-geo- 
metrical properties, (2) asymptotic properties, (3) types of distribution of integral curves in & 
given region, (4) existence of special types of integral curves, e. g. closed, and the study of their 
neighbourhoods, (5) the variation of the curves with the equation, (6) integral curves in the 
case of non-uniqueness. Progress in these directions is then summarized, the authors being too 
numerous to mention here. $ 5. Stability in the sense of Ljapunov. This is a fairly full account. 
(10 pages) starting with an outline of the theory and reporting in detail on the work of, amongst. 
others, K. P. Persidskij, I. G. Malkin, N. G. Cetaev, G. V. Kamenkov and N.D. Moi- 
seev. There are notes on the seminars where much of the work was done. $ 6. Dynamical sy- 
stems. Soviet work in this field begins in the 1930’s with, on the topological side, A. A. Mar- 
kov, L. S. Pontrjagin and L. G. Snirel’man, and on the metrical side A. Ja. Chinöin, 
A.N. Kolmogorov and V.V.Stepanov. There follows a detailed account of work on limit 
points, recurrent and almost periodic trajectories, dynamical systems in the large, and further 
generalizations of the concept of dynamical system. Among additional authors may be cited 
G. F. Chil’mi, V. V. Nemyckij, M. V. Bebutov, A.N. Tichonov, E. A. Barba$in and 
A. G.Majer. On the metrical side two trends are discerned, the problem of the determination 
of invariant measures, and the study of dynamical systems with given measure; most of the 
work seems to be on the first ofthese. Writers whose work is summarized include N. M. Kry- 
lov and N. N. Bogoljubov, S. V. Fomin, A.N. Tichonov, G. F. Chil’mi and B. P. De- 
midovicd. Most: of the work, it seems, was associated with the Moscow seminar of Stepanovr 
and Nemyckij. 
II. The author sketches the main lines of the development of the theory of partial 
differential equations in the USSR during 1917—1947. There are full explanatory accounts 
“of many new lines ofresearch, particularly of those to which the author has himself contributed. 
There are eight sections. $ 1. This includes a historical survey from the 17th century to the 
present, laying particular stress on the influence of functional analysis on modern research. 
$ 2. New methods. There is a sketch of S. N. Bernstejn’s method of continuous variation 
of a parameter. Among applications of the finite-difference method are mentioned the work 
of L. A. Ljusternik on regular and irregular boundary points in the theory of Dirichlet’s pro- 
blem, I. G. Petrovskij on similar problems in n dimensions, and A.N. Tiehonovon parabolic 
equations. "There is an account of research by S. L. Sobolev and others on the direct varia- 
tional method. Also mentioned are the „functional-invariant“ solutions, of V. I. Smirnov 
and S. L. Sobolev, and a method of Sobolev’s for hyperbolie equations with variable coeffi- 
cients. $ 3. New problems. 8. L. Sobolev considered problems of Cauchy’s type for the infinite 
cylinder and cone, and boundary problems for elliptic equations with degenerate boundaries. 
Others worked on ultra-parabolic equations. $ 4. Qualitative investigation of solutions. The 
theory of the analytic character of the solutions of elliptic equations, begun by S. N. Bern- 
Stejn and continued by I. G. Petrovskij, is claimed as a Soviet achievement. Other contri- 
butions of S. N. Bernstejn are certain important inequalities, a generalization of Liouville’s 
theorem, and results on Dirichlet’s problem for non-linearelliptie equations. M.A.Lavrent’ev’s 
generalization of Picard’s theorem is referred to. There follows an account of various researcheg 
by S. L. Sobolev on (a) the connection between discontinuities and characteristics for „ge- 
neralized solutions“, (b) the Lebesgue classes L? to which may belong the various partial deri- 
vatives of a function, and (c) integrals of an equation, analogous to the integral of energy. $5. 
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Dependence on the boundary conditions. There is given an extended resume of work by S.L. 
Soboleyv on this topic, using integro-differential equations and retarded potentials, and also 
‚of that by I. G. Petrovskij on lacunae, the latter extended by A. M. Davidova and S. A. 
_ Gal’pern. $ 6. Generalization to new classes of functions. There are two types of 
 generalized solutions, one arising from use of some different function-space, the other 
_ starting from the fact that a solution is, roughly speaking, orthogonal to the range 
of the adjoint differential operator. There is a full account of the latter generalization, 
due again to S. L. Sobolev. Other work referred to here is that of A. N. Tichonov on boun- 
_ ‚dary conditions at infinity for certain parabolic equations, and M. A. Lavrent’ev on quasi- 
‚conformal representation, also referred to in the chapter on complex variable theory in this 
_ volume. $7. Systems of d.e.’s The main lines of the theory are attributed to I. G. Petrovskjj. 
"There is a brief account of the classification of such systems, and of results on analytieity and 
- boundary problems. $ 8. Dependence on the form of the region. This is a short account of the 
work of M. A. Lavrent’ev and M. V. Keldys on the stability of Dirichlet’s problem for va- 
_ ziation of the boundary. 
j III. This lists 889 works by some 240 Soviet authors on differential equations. It includes 
-_ works published in foreign periodicals and languages, but not, apparently those published before 
. 1917, even when these are referred to in the text. The work of non-Soviet writers is often cited 
‘in the foregoing texts, but without bibliographical details. 70 of the papers are by one author 
-4G.V. Pfejffer). F. V. Atkinson (Ibadan). 
e Puig Adam, P.: Theoretisch-praktischer Lehrgang über Differentialgleichun- 
gen, angewandt auf Physik und Technik. (Cursos de Analysis para Ingenieros. 
- T. I.) Madrid: Biblioteca Matematica. Rey Pastor-Puig Adam 1950. VIII, 432 S. 
[Spanisch]. 
3 Eine gute Einführung in die Lehre von den gewöhnlichen und partiellen Diffe- 
_ rentialgleichungen. Da sie in erster Linie für Ingenieure geschrieben ist, so werden 
längere Beweise der Existenz- und Konvergenzsätze meist nicht gebracht; doch 
ist die mathematische Strenge durch entsprechende Literaturhinweise gewahrt. 
Ausführlich werden insbesondere die linearen Gleichungen und Systeme behandelt, 
zumal die mit festen Beiwerten, wobei auch die Laplace-Transformation dargestellt 
- wird; unter den partiellen Gleichungen werden die der Strömungslehre nicht er- 
wähnt. Den Schluß bilden kurze Andeutungen über Variationsrechnung, Integral- 
gleichungen und (etwas ausführlicher) komplexe Funktionen. — Das Buch zeichnet 
sich aus durch klare Schreibweise, zahlreiche Übungsbeispiele, sowie sauberen Druck 
von Text, Formeln und Abbildungen. Bödewadt (Brunoy). 


Filippov, A. F.: Hinreichende Kennzeichen für die Eindeutigkeit und Nicht- 
Eindeutigkeit der Lösung einer Differentalgleichung. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. S. 60, 549—552 (1948) [Russisch ]. 

Die meisten der bekannten Kriterien der Eindeutigkeit der Lösung der Diffe- 
rentialgleichung y’ = f(x, y) beruhen auf einem Vergleich der rechten Seite mit 
einer stetigen Funktion. Hier wird ein Kriterium angegeben und bewiesen, bei 
dem die Vergleichsfunktion F(x, y) für x = 0 unstetig sein kann, nämlich: Es sei 
f(x, y) stetig für 0 Sxr sa, |y| sb, F(x, y) stetig für Oo <z sa, Osy<sb, 
F(xz,y) =0, F(z, 0) = 0. Hatdann die Hilfsgleichung y' = F(x, y) in einem Inter- 
vall (0,&) keine Lösung u (x), für die u (0) = w' (0) = 0 ist, außer der identischen 
Nullösung und besteht für beliebige x, y, y, aus dem Bereich 0 <= <a, |y| <b 
die Beziehung |f(z, y) — f(z, yı)| SF (x, |y— y,|), so besitzt die vorgelegte Dif- 
ferentialgleichung in einem Intervall (0, A) nur eine durch den Nullpunkt gehende 
Lösung (Eindeutigkeitskriterium). Hat andererseits die Hilfsgleichung für be- 
liebiges £(0 <£ <h) eine solche und dazu positive Lösung u (x) und besteht im 
Bereich 0 <xz<{$&, y,(2) Sy<sy,(x) +w(®), wo y,(x) eine durch den Null- 

- punkt gehende Lösung der vorgelegten Gleichung ist, die Beziehung 
| iz, y) — fw, yı (®)) ZF(®, y— yı (@)), 
so besitzt diese noch eine zweite von y,(x) verschiedene durch den Nullpunkt hin- 


durchgehende Lösung ,(x) (Nichteindeutigkeitskriterium). Im Falle, daß F(x, y) 
bei x = 0 stetig ist, ist hierin das Eindeutigkeitskriterium von Bompiani enthalten 


94 Be ei 


[Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VI. S. 1, 298—302 (1925)]. 
Die Ergebnisse werden sodann auf die Gleichung y' = Pely®) been wo- 


di di 
bei sich verschiedene Fälle ergeben je nachdem, ob H 0) und j\ 30 konver- 
ö ö 


gieren oder nicht, die für y(x) — 1 auch zu bekannten Kriterien führen (Osgood, | 
Tamarkine). Es werden schließlich auch noch verschiedene Bedingungen an- 
gegeben, unter denen man auf die Existenz oder Nichtexistenz einer Lösung u(z) 


der besagten Art schließen und so die Kriterien anwenden kann. Svenson. 


Dantinne, N.: Applieation de la methode des approximations successives & | 
Pintögration d’une &quation diff6rentielle aux difförences. I, II. Bull. Soc. Sci. | 


Liege 18, 363—374, 445—461 (1949). 
L’A. studia l’equazione differenziale alle differenze di ordine n e lineare 


(1) ym (x —a,) + PB An-ıe (a) yr-dD(e a) +: 
he P> Aue YEZRT = Ao,e (2) y(@—@) = v (x) 


dove 4 (x) & la funzione reale incognita e le funzioni A (x) e v(x) sono reali continue 
e limitate per x 2x, ei numeri reali a, soddisfano alle limitazioni 0 =a, <a, < 
+ <a, <1/Ke, dove e= lim (1 + 1/n)" e K e una costante che dipende dalle 


N> O0 
funzioni A (x). Egli fa uso del metodo delle approssimazioni successive, adattando 
opportunamente quanto si fa per le equazioni differenziali ordinarie. Egli dimostra, 


la convergenza uniforme delle approssimazioni successive a una soluzione della (1), - 


ottenendo cosi il seguente notevole teorema di esistenza: ‚„L’equazione (1) nelle 


ipotesi fatte possiede almeno un integrale y(x) tale che y(x) e le sue prime (n — 1) | 
derivate assumono valori prefissati per x = x, e sono definite e continue per ogni | 


Br Sandro Faedo (Pisa). 


Diliberto, Stephen P.: On systems of ordinary differential equations. Contrib. 
Theory of nonlinear Oscillations, Ann. Math. Studies Nr. 20, 1—38 (1950). 

Dato il sistema dy/dt = A(t) y dove la matrice A = ||a, ‚|| ha per elementi 
a,, ; delle funzioni definite per tin (—00, oo), reali, continue, l’A. dimostra che esiste 
una matrice ortogonale B = ||b,, ‚|| con le b, ; definite per tutti i £, continue 
e derivabili, tale che ss x = By, x soddisfa il sistema de/dt = Ct) &, 
C= BT1AB— B! dBjdt con la matrice C = |le,, ‚|| triangolare [c, ‚(t) = Ose j>i]. 
Un secondo teorema & dimostrato imponendo che gli elementi De della matrice B 
(non necessariamente ortogonale) siano uniformemente limitati. — L’A. si giova di 
queste riduzioni per ottenere piü semplici dimostrazioni e qualche perfezionamento 
di alcuni risultati dovuti a Liapounoff e a Perron [O. Perron, Math. Z. 31, 
748—766 (1930)] sugli esponenti caratteristici. — Altri risultati sulla stabilitä e sul 
numero delle soluzioni periodiche sono dati nel caso che il sistema abbia due o tre 
equazioni scalari. Giovanni Sansone (Firenze). 


‚ Wazewski, T.: Sur les integrales asymptotiques des &quations diff6rentielles 
ordinaires. ©. r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, C1. III40, 38—41 und polnische Zusammen- 
fassg. 42 (1948). 


ber den Verlauf der Integralkurven des Differentialgleichungssystems 


(1) y'(®) u I, y), y= (91; on Y,) 

wird ein allgemeiner Satz hergeleitet und an einem Beispiel erläutert. Dabei wird 
der Begriff der Retraktion einer Menge benutzt. Eine Menge BCA heißt Retrakt 
einer Menge A, wenn es eine stetige Abbildung gibt, die jedem PEA einQeB 


“ 


— 
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zuordnet und wenn dabei Q=P für PeB ist. — In (1) soll die rechte Seite 


stetig in einer offenen Menge 2(x,y) sein, und durch jeden Punkt P€eQ soll 


genau eine Integralkurve gehen. Ferner sei eine offene Menge w(x, )) gegeben, 
 R(o) ihr Rand, ©=@w+ R(w)CQ. Es wird die durch Pe€ w gehende Integral- 


kurve nach rechts bzw. links verfolgt, es sei &ı (P) bzw. ®_ (P) der erste Schnitt- 
punkt mit R(w). QE R(w) heißt Eintritts- oder Austrittspunkt der Menge w, 
wenn Q = w_(P) oder w;(P) für ein P€ o ist. Die Menge aller Eintritts- oder 
Austrittspunkte von ® sei _ bzw. &;. Schließlich heiße »* = w;- (Q — o)_ 


die Menge der Austrittspunkte im engeren Sinne; entsprechend wird gesetzt 
 o* = w_:(2—@);. Dann gilt folgender Satz: Ist = o;, ©, Co, w;Co-+o, 


und », ®, ein Retrakt von w,,aber nicht von w,, so gibteseinen Punkt PEww,,so daß 
entweder &;(P) nicht existiert oder &; (P)€E w; — w, ist. Kamke (Tübingen). 
Ghizzetti, Aldo: Un teorema sul comportamento asintotico degli integrali delle 


 equazioni differenziali lineari omogenee. Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. 


naz. alta Mat., V. S. 8, 28—42 (1949). 
L’A. dimostra il teorema seguente: ‚„L’equazione differenziale lineare ed 
omogenea 


® 
B 


n—1l 
m (= I (2) y" (a) 


con a" "—Ig,(a)eL(a, +o),a>0,r=0,1,2,....n — 1, ammette n integrali 


- indipendenti y,(2) (k=0,1,2,...,n — 1) per cui & 


f 1 
li er (= 0,.1,-..k), 
SALE nl 


vr (@) Lie, +0) (=0,1,=.,%2—]). 


8 


Tale teorema estende un altro ottenuto precedentemente dall’A. e dal Ref. ed & 


ottenuto trasformando l’equazione data in un sistema di equazioni integrali di 
Volterra. Sandro Faedo (Pisa). 
Erugin, N. P.: Über einige Fragen der Stabilität einer Bewegung und die qua- 
litative Theorie der Differentialgleiehungen im Großen. Priklad. Mat. Mech., Moskva 
14, 459—512 (1950) [Russisch ]. 
Voici, d’apres I’A. lui-möme, le resume du m&moire. Considerons le systeme 
differentiel lineaire et homogene: 


dx 2 de, ik : 
(1) Ne are am Ve), 
Supposons 1. que pour un choixfix& des a,,(p=1,2,...,n) etpour a <a <ß 


les parties r&elles de toutes les racines de l’&quation caracteristique de (1) soient 
negatives, 2. que la fonction reelle f(x), definie et continue sur tout l’axe reel,verifie 
les conditions: 2? <zf(z) <ß x? pour 2=+0; f(0) = 0. Soit alors le systeme 
differentiel (2), obtenu en remplagant dans (1) la premiere &quation par: 
da 2 

ma, T, + fl). 

Il est clair que l’origine est une position d’equilibre pour (2). M. A. Ajzerman 
[Uspechi mat. Nauk 4; Nr. 4 (32), 187—188 (1949)] a pos& relativement aux 
donnees precedentes le probleme suivant: „Cette position d’equilibre est-elle stable 
et son domaine d’attraction recouvre-t-il l’espace de phase entier et cela pour 
tout intervalle (x, ß) et pour toute fonction f(x) definis ci-dessus ?“ Le m&me A. 
signalait d&j& qu’& tout intervalle (x, ß) ou peut faire correspondre un intervalle 
completement interieur (&’, 8’) pour lequel la r&ponse est affirmative. C’est ce 


probleme qu’etudie I’A. de cet important travail sous l’hypothese que le theoreme 
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d’existence et d’unieit6 s’applique au systeme (2) dans tout domaine borne. Mais 
il faut noter que plusieurs de ces conclusions interessent l’allure globale des solutions 
du systeme plus general: 
dx dy 

(mais & 2 inconnues seulement), & l’6tude' duquel est consacree la premiere partie 
du m&moire. L’A. donne des criteres pour que les trajectoires de (3) — pour 
ti — -+ 00 — passent — ou ne passent pas — par l’origine (supposee etre position 
d’&quilibre), s’6loignent ou non & l’infini; puis, il indique quelques proprietes de | 
ces trajectoires. — Enfin, l’A. perfectionne larögle de Bendixon (relative & l’exis- | 
tence des trajectoires fermees) et deduit de l& quelques criteres nouveaux pour 
discuter l’existence des trajectoires fermees entourant l’origine. — La deuxieme | 
partie du m&moire est consacree & l’6tude des systemes (1) et (2) pour n = 2; mais | 
l’A. indique que certains de ces raisonnements sont valables pour n quelconques. | 
L’A. reprend minutieusement la discussion des problemes abordes dans la 1iere | 
partie, en y joignant l’&tude de la stabilite des mouvements au sens de Liapounov. 
L’ensemble des r6sultats obtenus permet, en particulier, de röpondre & l’alternative 
d’Ejzerman. Mais l’interet de ce travail depasse largement celui du probleme | 
qui lJui a donn6 naissance. J. Kravtchenko (Grenoble). 

Erugin, N. P.: Qualitative Untersuchung der Integralkurven eines Systems von 
Differentialgleichungen. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 659—664 (1950) [Rus- 
sisch ]. 

Dans un travail anterieur (rapport preced.)l’A.a fait connaitre diverses proprietes 
qualitatives des solutions du systeme differentiel & coefficients constants, dependant 
d’un parametre: 

dx dy 
(1) u urn yray, MT 9 Y- 
Les nombres caracteristiques de (1) seront negatifs si 
A1t92<I; d=-aag— Anl; a <a; My >0. 
Dans cette hypoth£se, I’A. etend, en partie, ses conclusions au systeme obtenu en 


remplagant dans (l)ay par - Y—a&(Yy), 0ury%lYy), > 07 pour 0: 
21 


J. Kravichenko (Grenoble). 

Bulgakov, B. V. und N. T. Kuzovkov: Über die Häufung von Störungen in 
linearen Systemen mit veränderlichen Parametern. Priklad. Mat. Mech., Moskva 
14, —12 (1950) [Russisch]. 

Generalisant les conclusions d’un travail anterieur [Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. 8. 51, fasc. 5 (1946)] les AA. &tudient l’&quation differentielle matricielle: 
dyjdt + fl) y= x(t). Les el&ments de la matrice carree f sont des fonctions con- 
tinues par morceaux; les fonctions de perturbation x(t) sont bornees. Les AA. indi- 
quent d’abord un proced& approch& (graphico-numerique) de determination de 
la matrice fondamentale 6(t) (correspondant au cas homogene z= 0): puis, ils 
(deduisent de lä une expression de la limite sup6rieure des modules des &el&ments 
de y soit pour & donng, soit pour un intervalle (borne ou non) oü t varie. La discus- 
sion d’un exemple illustre la theorie. Les AA. insistent sur les applications pr&a- 
tiques de leur proc6de au probleme de la r&gulation automatique. 

Kravtchenko (Grenoble). 
Malkin, I. 6.: Zur Theorie der Schwingungen quasilinearer Systeme mit 
a Freiheitsgraden. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 353—370 (1950) [Rus- 
sisch ]. 

Soit le systeme differentiel: 


ke ee 
(1) an ae TER AR ON he: 
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_oü les a,, sont des constantes, alors que u est un paramötre petit. Les f, sont p£- 
 riodiques en £ (periode 2 m), continues et d6veloppables en series de Fourier relative- 
. ment a cette variable; ces fonctions admettent des derivees premieres lipschitziennes 
‚par rapport aux &, dans un domaine @. L’A. cherche les solutions periodiques en t 
de (1), se reduisant pour = 0 aux solutions periodiques du systeme degenere 
(correspondant & u = 0). Le systeme degenere admet une &quation caracteristique 
- (E) dont les racines de la forme pi (p entier) seront dites critiques; la r&sonance 
correspond au cas oüı (#) admet des racines voisines des valeurs critiques (la diffe- 
‚rence &tant de l’ordre de grandeur de u) etle probleme &tudie cesse alors d’&tre banal, 
eu €gard, surtout, & la generalit& des hypothöses faites sur les f,. Se placant dans 
ce cas singulier, l’A. commence par discuter & fond les systemes (1) oü les f, 
ne dependent que de £. Il trouve alors des criteres assurant l’existence d’un 
systeme de solutions dependant de m constantes arbitraires. Les conclusions d’un 
_ travail anterieur [Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 633—649 (1949)] permettent 
_ alors & l’A. de caracteriser les cas oü il existe une solution periodique du systeme 
general (1) que l’A. calcule au moyen d’un processus convergent d’approximations 
 successives. — Il est ä noter que la discussion se simplifie notablement si on admet 
Vaafalyticite des f, en x,. J. Kravtchenko (Grenoble). 


Malkin, I. 6.: Sehwingungen quasilinearer Systeme mit nicht-analytischer 
_ Charakteristik der Nichtlinearität. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 13—22 (1950) 
[Russisch ]. 
Soit le systeme oseillant & liaisons completes: (1) &<-+M® x = uFit,x,&), oü 
u est un parametre petit et ou F, continue en £, admet relativement & it la periode 
27x. La determination des solutions periodiques de (1), se reduisant pour u = 0 
aux solutions (periodiques) du systeme degenere (correspondant & u — 0) est classi- 
que lorsque F est analytique en x et &; l’A. resout ici le m&me probleme en supposant 
- seulement que F admet des derivees premieres lipschitziennes par rapport & ces 
variables. J. Kravtchenko (Grenoble). 


Nardini, Renato: Sulla stabilita delle vibrazioni quasi armoniche di un sistema 
dissipativo. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. 8. 6, 
603—608 (1949). 

Vorliegende Arbeit behandelt Fragen der Stabilität von Schwingungen eines 
gedämpften Systems von der Form y' + 2ey' + @?(t)y= 0. Im Falle, daß die 
Dämpfungskonstante e >M ist, wobei M das Maximum eines stetigen @ ist, 
hat bereits R. Einaudi [Ist. Veneto Sei. Lett. Arti, Atti, Pt. II. %,. 425—444 
(1936)] gezeigt, daß die allgemeine Lösung obiger Gleichung für > +00 gegen 
Null strebt und daher für y = 0 stabiles Gleichgewicht für jedes beliebige 7’ von 
herrscht. Für den Fall ce <M hat er einen allgemeinen Lösungsgang gezeigt, 
der die Grenzen des stabilen und instabilen Gleichgewichtes zu bestimmen gestattet. 
— In der vorliegenden Arbeit wird zunächst die Voraussetzung gemacht, daß 
> 0, begrenzt und stetig ist und ebenso die erste Ableitung von ® stetig sein soll. 
Damit wird gezeigt, daß die Lösung der ersten Gleichung und ihre erste Ableitung 
für t— +00 gegen Null strebt, also Stabilität vorhanden ist. Dabei gilt die Be- 


M 3 [0 ; 
dingung c > max — , wobei der Ausdruck max Fri das Maximum des Wertes 
[62] ) 


7 £ 2 1 o( 
er darstellen soll. Dasselbe gilt ebenso, wenn c eine Funktion von i c{f) > =) 
© 

‘ist. Auch dann streben die Lösungen der ersten Gleichung und ihre ersten Ab- 
leitungen für t— -+ 00 gegen Null. — In einem weiteren Abschnitt werden die 
Stabilitätsverhältnisse untersucht, wenn & eine begrenzte Zahl von Einzelwerten 
in dem zu untersuchenden Intervall (ty, ty + 7) annimmt. Als Endergebnis wird 


‚eine Formel für die Stabilitätsbedingung angegeben, in der 7 erscheint. — 


Zentralblatt für Mathematik. 39. fi 


— j. [y- Be 


ER EN EST SE RE EMO SPAR MSN DEE 
98 


Abschließend wird an Hand eines Beispiels die Anwendung der gewonnenen 
Gleichungen gezeigt. era K. Karas (Darmstadt). 
Mitropol’skij, Ju. A.: Langsame Prozesse in nichtlinearen Schwingungssyste- 
men mit mehreren Freiheitsgraden. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 139—170 | 
50) [Russisch ]. 1’ 
En Be (Publ. Inst. Construct. mecan. Acad. Sci. Ukraine 1949, | 
fasc. 10) a 6tudi6 un probleme de vibrations interessant un systeme non-lineaire. | 
L’A. etend sa methode aux systemes & N degr6s de liberte ,@=1,2,...,N),| 
dependant, de plus, d’un parametre 6(t), lentement variable avec le temps t. Le 
mouvement general des systemes en cause est decrit au moyen du systeme diffe- 
tentiel.4 = 1,2... N): 
al N “ 9 
(A) 3% (?) i rd (?) ,=E9,; (7, » 911 +» 1 91% - - > Im; €): 
& est un parametre petit > 0; r=et; les formes I a,,;d;4, I d,;9,9; sont definies 


® 7 
positives & coefficients indefiniment diff6rentiables en 7, pour 7 borne; Ö(t) est tel | 
que dO/di =» (r) 0; Q, sont indefiniment derivables par rapport & tous leurs 
arguments (supposes bornes) pour & petit, periodiques en d (de periode 27). Tr Pour 
T=c#, e=(, (1) se reduit au systeme banal des petits mouvements; relativement 
ä ce systeme, on admet que pour tout r: 1. il existe une oscillation harmonique 
non amortie, de frequence w,(r), dependant de deux constantes arbitraires. 
2. q,; = 0 est la seule position d’&quilibre. 3. la frequence w, (T) est simple; l’equation 
aux frequences propres n’admet aucune racine de la forme no, (r) (n entier). — 
Cela &tant, I’A. cherche & construire une solution asymptotique de (1), voisine de | 
V’oscillation &l&mentaire de frequence w,(T), qui soit de la forme: 


9,;=9,(T) a cos (y + m6$) + Se UM(T,a,0, um) E = 2.25% 


oü les U sont periodiques en det en m -+ » (de periode 27), ol m est une constante: 
dependant de la r&sonance &tudiee et ou: 

da S dyy S n 
ge >) e" A, (7, a, v); FT ©, (T) - mv (r) DE B„(1,4,%). 

n=1 1 
Le principe de la methode du calcul des U, A,, B,, est indiqu6; les approximations 
d’ordres 1 et 2 ont 6t& explicitees; I’A. insiste sur la port&ee pratique des r&sultats 
obtenus qui permettent l’&tude du mouvement &valuant lentement dans le voisinage- 
d’une resonance. — L’A. justifie ensuite les d&veloppements formels qui pr&cedent 
en enongant les conditions suffisantes pour que, pour t borne, l’approximation 
d’ordre n approche & e*+1 la solution reelle; c’est la partie la plus longue et la 
plus delicate du present m&moire. — Il est & noter que le recours au thöoreme du 
travail virtuel abrege la formation des differentes approximations; mais l’&tude 
rigoureuse des propriet6s asymptotiques de celles-ci exige la mise en oeuvre de 
l’appareil formel decrit ci-dessus. — Le m&moire s’acheve par la discussion detaillee 
de quelques exemples simples, importants au point de vue des applications. 

J. Kravtchenko (Grenoble). 

Rauch, Lawrence Lee: Oseillation of a third order nonlinear autonomous 
system. Contrib. Theory of nonlinear Oscillations, Ann. Math. Studies Nr. 20, 
39—88 (1950). 

Die bisher untersuchten nichtlinearen Systeme waren zumeist zweiter Ord- 
nung (eine Ausnahme bildet das von K. O. Friedrichs, On nonlinear vibrations 
of third order. Studies in nonlinear vibration theory, Inst. Math. Mech., New York 
1946). Hier werden periodische Lösungen für ein System 3. Ordnung nachgewiesen, 
das vom Beispiel einer Röhrenschaltung abgeleitet wurde: 


S=a(fr)- 0,8 —2), y=—-a(fR)- x —2), ?=—-@(Yy +2), 


* un ER N 5 ER re a u A A Vechta ir DEN EA 6 
BE NE Ne RZ N RR SIR) Br 
MT U, ER a ER - Mi 1. p- 2 4 x 


welches auf die Gleichung 3. Ordnung 
hE+lk;tkgla))E + hg’)? +gle)oa +0 


- führt. Diese umfaßt die Lienardsche Verallgemeinerung &-+g(@)&+x=0 der 


 Van-der-Polschen Gleichung, aber nicht die von Levinson und Smith behan- 
- delte Gleichung © + g(®,&) & + h(x) = 0. Zum Nachweis geschlossener Lösungen 
konstruiert Verf. ein Ringraumgebiet im (x, y,2)-Raum, an dessen Oberfläche 
alle Richtungslinien des Systems ins Innere führen. Es handelt sich dabei um 
_ einen Teil des einen Doppelkegel umgebenden Raumes, wobei dieser Doppelkegel 
_ seine Spitze im Ursprung hat und symmetrisch zur Ebene #2 = 0 liegt. Der Ring- 
_ raum wird nach außen durch ein Ellipsoid (konstante Gesamtenergie des Systems) 
begrenzt, innen wird der Ursprung durch einen Zylinder ausgeschnitten. Dabei 
. läßt sich zeigen, daß die Integralkurven im Ringraum kreisen und so eine stetige 
Abbildung einer Schnittfläcke Ox-+y—z=0( in sich vermitteln. Der nach 
_ einem Satz von Brouwer vorhandene Fixpunkt dieser Abbildung bedeutet eine 
- periodische Lösung. Über Einzigkeit und Stabilität läßt sich nur soviel aussagen, 
daß der Ringraum alle periodischen Lösungen, darunter en no, enthält. 


_ Über die Funktion f(x) wird vorausgesetzt: x f(x) >0 = f(0); f(x) beschränkt 
und stetig; f(0) >0 vorhanden und (abhängig von ky, ko, k,) ae en — Zum 


- Schluß wird auch Veränderlichkeit der k zugelassen. ae (Brunoy). 


‚Cartwright, M. L.: Forced oseillations in nonlinear systems. Contrib. Theory 
of nonlinear Oscillations, Ann. Math. Studies Nr. 20, 149—241 (1950). 

Ce cours sur l’&quation differentielle (1) @’ + kf(x,k)x’ --g(&,k)=kpfit, k) 
[p(t, k) est une fonction periodique de t de periode T(k)] met en relief la 
variete des methodes, des resultats, et des problemes de nature topologique 


 concernant les solutions periodiques de (1). Plusieurs paragraphes sont 


eonsacres & des questions classiques [nature des points fixes d’une trans- 


- formation, indices, nombres de rotation]. L’A. traite souvent des cas parti- 
_ euliers de (1) [equation de van der Pol]. — Le th&eoreme fondamental (IT) affirme 


que la solution de (1) relative aux conditions initiales =, "= y=y„t=th 


 vwerifie 2 <M,y<M(k + 1), moyennant les hypotheses suivantes: f(x) >25,> 0 


et g(z)signz >b, >0si|e| >1; f(x) > —b,, g(a) <yld)si|e| <E, |p(t,k) <M 
et | f pt, k) di <M. La demonstration de (I) est du type: analyse; elle fait appa- 
raitre une distinction entre les cas k >1 et k <1. — Dans une premiere partie 
l’A. etudie la transformation ® du plan (z, y) induite [apres un intervalle de temps 
T (k)] par le courant defini par (1). Le th&or&me (I) permet de demontrer l’existence 
(non &vidente) d’un ensemble A homeomorphe & un disque, tel que P(A) CA. Il 


en resulte l’existence d’un point fixe de D® et d’une solution periodique de (1). 


Soit $S l’ensemble limite $S = N®"(A). Les Dr(x) [xE A] tendent uniformement 


N 

vers 8. Si—b, >0 [amortissement complet], 8 a un aire nulle. — Dans une 
deuxieme partie I’A. etudie les &quations (1) qui different peu d’une €quation line- 
aire & coefficients constants. Apres un rappel des resultats de differents auteurs 
(Lindstet, van der Pol, Kryloff, Bogoliouboff) I’A. expose la methode 
= Cartwright et Littlewood (V’A., ce Zbl. 38, 249), sur l’&quation 

— k(1— =) x +x=pkAcos (At +d); cette methode ramene l’etude des 
er a l’&tude d’un systeme de deux &quations aux differences finies. — Le 
cours se termine par l’&tude d’une perturbation singuliere [tres grandes valeurs 
de k de facon que (1) se reduise A (2) f(x) x’ = p(t)] ; le theor&me I permet de pre- 


‚eiser les relations entre les solutions de (1) et (2). — Les hypotheses du th&eoreme I 


sont naturelles. Comme on s’y attend, les trajectoires de (1) ont un comportement 

relativement simple dans le cas d’un amortissement complet, alors que les pheno- 

meönes complexes se produisent si db, > 0. En cas d’amortissement complet la sub- 

stitution de f(z,x',k) & f(x,k) n’augmente pas considerablement la diffieulte 
Tr 
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du probleme. Le cas p(t,k)=0 est inclus dans la presente etude et les resultats 
obtenus peuvent &tre appliques & ce cas; cependant les problemes et les proprietes 
relatifs & ce cas particulier ne sont pas tous compris dans l’&tude de (1). 
Reeb (Strasbourg). 
Obmorsev, A. N.: Untersuehung der Phasentrajektorien im Unendlichen. Prik- 
lad. Mat. Mech., Moskva 14, 383—390 (1950) [Russisch]. 
@ 


systeme differentiel: da/dt = P(x,y); dy/d =@(%, y) 2 et e Ba dans tout | 
le plan, pour simplifier) al’equation: (1) = ="o(1-02) O — 7 a Pp er 9° definissant 
la trajectoire de phase. L’A. preeise sur (1) les conditions d’existence du cycle | 
limite o=1, _ celles d’existence des trajectoires fermees telles que: c® <o(t) <1 
et il ö&tudie quelques cas singuliers. Il deduit de la quelques indications sur les 
signesdes d4/dt et do/di dansdes cas particuliers. Un critere de stabilite du cycle limite 
o=1 termine la partie theorique. — La theorie precedente est illustree 
par un exemple, emprunte & l’Electrotechnique. J. Kravtchenko (Grenoble). 
Sacharnikov, N. A.: Über die Bedingungen für die Existenz eines Strudelpunktes | 
und eines Wirbelpunktes. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 513—526 (1950) [Rus- | 


sin@\ramenele 


cd, y= e 


| \ . 2 
Latransformation de Poincare = VI 


sisch ]. 
On considere le systeme differentiel 
dx LAY Fe 


ou X et Y sont des fonctions holomorphes dans le voisinage de l’origine O, nulles 
en O ainsi que leurs derivees premieres. On sait qu’alors O est soit un foyer, soit 
un centre pour (1). On doit & Liapounov un critere necessaire et suffisant pour 
que O soit un centre; ’A. commence par transformer ce critere qu’il presente sous 
diverses formes &quivalentes, plus maniables que la regle primitive. — Dans la 
deuxieme partie du m&moire I’A. donne quelques conditions suffisantes pour que 
O soit un centre. Ex:les fonctions X et Y sont paires et de plus: X (y,2) = — Y (x,Y). 

J. Kravtchenko (Grenoble). 

Sacharnikov, N. A.: Lösung des Problems eines Wirbelpunktes und eines | 
Strudelpunktes in einem Falle. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 651—658 (1950) 
[Russisch ]. 

Soit le systeme: dad =y-+X(z,y); dyldi=—- x — Y(z,y) ou Xet YF | 
sont des polynömes homogenes du 3®°me degre en x et en y A coefficients r&els. — | 
On sait qu’alors l’origine &—= y= 0 ne peut ötre qu’un foyer ou un centre: I’A. | 
donne des criteres permettant de distinguer les deux cas et indique quelques pro- | 
prietes simples des trajectoires dans le voisinage de la singularite. J. Kravtchenko. 

Ansoff, H. I.: Stability of linear oseillating systems with constant time lag. 
J. appl. Mech., New York 16, 158—164 (1949). 

Es werden für die, in der Reglertechnik auftretende, Funktionaldifferentialglei- 
chung ©(t) +a@(t) +bO(t) =c©(t—r) mitreellen konstanten Koeffizienten und 
konstanter Nachlaufzeit 7 >0 mit Hilfe eines Nyquistdiagrammes der Stabilitäts- 
bereich abgegrenzt und auf graphischem Wege Bedingungen für die Existenz einer 
periodischen Lösung aufgestellt. Konvergenzbeweise fehlen. H. Bilharz. 

Popov, B. S.: Sur une condition d’int6grabilit6 de d’Alembert relative ä Vequa- 
tion differentielle de la balistique. Bull. Soc. Math. Phys. Republ. popul. Macedoine 
1, 29—34 und französ. Zusammenfassg. 35—39 (1950) [Mazedonisch]. 

Nach D’Alembert ist die ballistische Differentialgleichung 


y+A®+Bxz+CO)yY+y%—-1=0 (mit 4,B,Cals Konstanten) 
im Falle B?—= A? -+4AC-+4 durch Quadraturen lösbar. Verf. zeigt, daß die 


4 34 | 101 


” 


- Lösungen der Differentialgleichung stets durch hypergeometrische Funktionen 
darstellbar sind und im Falle B2 — 42/k®? +4AO0+4%?2 (k ganzzahlig) durch 
 Quadraturen gewonnen werden können. Die d’Alembertsche Bedingung ist hierin 

‚als Spezialfall = 1 enthalten. Collatz (Hannover). 

Grobman, D. M.: Über die charakteristischen Indices von Systemen, die sich 

von linearen wenig unterscheiden. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 75, 157—160 

(1950) [Russisch]. 

The author states, without proof, limitations on the functions f;(t, &, ...., &,) 
=1,...,n), which ensure that the characteristie indices of the system 


F dx,/dt = Ss Un X a Ti (t; pre %) 
approximate to or equal those of the system dy,/dt = $ a,, y,, the a,, being con- 
stants. The characteristice index of a solution (&%,,...,%,) is defined as 
lim {log 3 |«;| 
t> 00 k 

(presumably it! should replace t here. — Rev.), and differs from Ljapunov’s charac- 
teristic number as regards sign. Writing x and ffor (2,...,x,) and (f»-..,fn) 
it is required that ftt,0)= 0, and that a should satisfy a Lipschitz condition e 
the form If, &°) — fd, A <g(t) |x’ — x”|, where the function g(t) is subject to 
certain integral There are also results for the case in which f is defined 
and satisfies the Lipschitz condition in a finite x-region, including the origin. 
Among previous theorems said to be included is one of Perron [Math. Z., Berlin 
29, 129—160 (1928)]. F. V. Atkinson (Ibadan). 

Teghem, J.: Sur une methode d’obtention d’une integrale de certaines &qua- 
tions differentielles lin&aires, A coeffieients eonstants. Acad. Belgique, Bull. Cl. 
Sci., V. 8. 36, 117—127 (1950). 

L’A. applica alla risoluzione della equazione differenziale 

oo [0,0] 
(1) 0 DEN 50, DER, 
=0 n=0 
(dove a, e b, sono costanti, F una funzione nota ed y una funzione incognita), un 
suo procedimento di sommazione delle serie, che € una generalizzazione della classica 
trasformazione di Eulero. Nella sua Tesi [Bull. Soc. Sci. Liege, 14, 366—376 
(1945)] I’A. ha stabilito aleune condizioni sufficienti per il suo procedimento. In 
questo lavoro egli discute tali condizioni nel caso che il primo membro di (1) si 
1 


riduca a N x,D*y, trattando in modo particolare il caso in cui l’equazione 
i=0 
I 
caratteristica N x; 2” & a radiei tutte distinte. Sandro Faedo (Pisa). 


r=0 

Ledinegg, E.: Über ein dem klassischen Minimumproblem homogener Diffe- 
rentialgleiehungen von Sturm-Liouvilleschen Typus zugeordnetes Variationsprinzip. 
Acta phys. Austriaca 3, 273—276 (1949). 

Die Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung 
(1) («a)y) +lIo@)y=09 mit yla,) = ya) = 0 
als Randbedingung NR entspringt der klassischen Forderung ® eines Ruhwertes 
des im isoperimetrischen Sinne zu verstehenden Integralbruches von festem Nenner 

Cı %ı 
(2) I= N, ya ae] oy”dx mit den Randwerten ®. 
zo z . 

"Durch die von K. Friedrichs entdeckte, in der Variationsrechnung bekannte, sich 
selbst umkehrende Umformung wird / in 


Cı % 
(3) Je forpzazl a1p:dx 
To % 
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mit verschwindenden Randwerten von p’ (x) verwandelt. Auf J angewandt, führt ® 
zu der Differentialgleichung 
(4) (etpy)Y +Jotp=0 mit pPa)=Pr(a)=d, | 
die wieder von Sturm-Liouvillescher Gestalt ist; sie besitzt dasselbe Eigenwert- 
Spektrum wie (1). Die Umgestaltung von (1) in (4), die auch unmittelbar an (1) 
vorgenommen werden kann, ist nützlich, wenn (4) leichter zu lösen ist als (1). — | 
Eine allzu knappe Darstellung und eine nicht immer glückliche Art der Bezeichnung 
erschweren dem Leser das Verständnis. L. Koschmieder (Tucumän). | 
Sears, D. B. and E. C. Titehmarsh: Some eigenfunetion formulae. Quart. J. 
Math. (Oxford II. S.) 1, 165—175 (1950). | 
- This paper is intended as a correction to $ 4.14 and $ 5.8 of the book „Eigen- 
function expansions associated with second order differential equations“ by E.C. 
Titehmarsh. Itisshown that the spectrum associated with the differential equation 


d?D 
ar AD (<x<m) 
when q’ (2) <0,gq(&) > —-©0 as 2 >, g’(2)=O(|g(«)|), O<ce<3/2, g’(x) 
vo 
is ultimately of the same sign and f lg(«)|? dx <oo, is diserete and not 
ö 


continuous as remarked in the book. Two illustrative examples are also discussed. 
f2 S. Minakshisundaram (Waltait/India). 
Krejn, M. 6.: Über das eindimensionale singuläre Randwertproblem gerader 
Ordnung im Intervall (0,00). Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 74, 9—12 (1950) 
[Russisch ]. 
The differential equation is DErly—Ay=0 with the initial condition 
sin AYy,(2) + cos Ay, (2) =0 at x = 0. Here 


; d dy d d?y d d"y 
[2n] = BE A ER EN SEE 
D VEIT (rı de dx (P2 dx? dx (P. = )) 2 
where the 2, - : -, ?„ are real measurable functions such that 
% 17 17 
J In, de, J mdana J Ip.| dx 
are finite for finite x, A = |la,,|} is an arbitrary Hermitian matrix, and Y,(x) 


and t,(2) are n-vectors formed from derivatives of y in a specified manner. He 
forms a vector, or column-matrix, ®(x;}) = (9(% A),...,9,(%,4)) from funda- 
mental solutions @,(&,A), such that 1,(@;) = cos Ae,y,(9,) =— sin Ae, where 
e1...,e, are a set of unit vectors in n dimensions; ®*(x;%) denotes the trans- 
posed and complex conjugate matrix. According then to Theorem 1, to each resol- 
vent, in a certain space, of DI?*] there corresponds a unique „non-decreasing“ 
spectral matrix 7(A), such that for any non-real 2, & 
oo 


D*(s:} 
Ras) -Ras=-e-) [ne 
If further for some a we have T))= 0 tor <a, then 
R(x, s; 2) = / a 


a 
Theorem 2 gives necessary and sufficient conditions for a matrix-funetion T()) to 
be the spectral matrix of a given differential operator, based on formulae of Parseval 
type. Finally, as deductions, Theorems 3 and 4 give sets of conditions for the vali- 
dity of integral transform formulae, and differentiated forms thereof. It is claimed 
that the results are to some extent new even in the second-order case. Atkinson. . 
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M. Euddoorn, V. N.: Über die Fundamentalfunktionen des Operators XIV, Akad. 
“Nauk SSSR, Trudy mat., Inst. Steklov 28, 157—-159 (1949) [Russisch]. 

B L’A. donne le tableau des fonctions Fohlen de l’equation «IV + Ar = 0 
pour six types de conditions homogenes aux limites (obtenus en prenant deux des 
trois conditions = (, «’=0, ©’ =0 & chaque extremite de l’intervalle de 
‚definition de x). Ces expressions sont pr&sentees sous un forme due & l’A. qui en 
simplifie les applications & la theorie des poutres. J. Kravtchenko (Grenoble). 
Minorsky, Nieolas: Sur P’exeitation param6trique. C. r. Acad. Sci., Paris 231, 
1417—1419 (1950). 

Bei der Mathieuschen Gleichung © + (1 + y cos 2t)x = 0 zeigt die Störungs- 
rechnung, angewendet auf ein System von Differentialgleichungen für die Hilfs- 
größen o0= x? +&%°, 9=arctg (&/x), bei Entwicklung nach Potenzen von y. 
‚ein unbegrenztes Anwachsen von o für t— oo, während die Phasendifferenz @ sich 
einem endlichen Grenzwert nähert. Das gleiche Verfahren ergibt bei der nicht- 
linearen Differentialgleichung z+px&+(1+yceos2t)x+ex2?=0 endliche 
Grenzwerte für o und o. Dabei sind ?, e als klein von gleicher Größenordnung wie 
y vorausgesetzt. Collatz (Hannover). 


| Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Barbasin, E. A.: Über eine Bedingung für die Existenz der Schnittfläche. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. S. 70, 365—367 (1950) [Russisch]. 
Soit E, un champ de vecteurs sur la variete compacte V,. Une forme de Pfaff 
-@ est admissible (relativement ä Z,)siw(E,) >0 en tout point de V,. L’A. montre 
‘que l’existence d’une forme fermede admissible » entraine l’existence d’une forme 
ferme&e admissible x = df (oü f est une application deV,, dans le cercle 8,); il en 
tesulte que Z, admet une variete transversale compacte. L’A.enonce, sans demon- 
 stration, une re&ciproque. Reeb (Strasbourg). 
BarbaSin, E. A.: Über die Existenz glatter Lösungen gewisser linearer partieller 
Differentialgleiehungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 72, 445—447 (1950) 
[Russisch]. 
L’A. etudie dans l’espace euclidien E, le systeme differentiel: 
(1) de;H=X (8, 8,..,2,, T=al.:,9, 
les X, etant des fonctions de la classe (,. Des notions appropriees de topologie 
(dues &1’A.) permettent de formuler des conditions d’existence desintögrales premieres 
de (1), possedant des proprietes donnees. Ex: 1. ötre un el&ment de la classe (, et 
ne pas se röduire & une constante sur un sous-ensemble ouvert queleonque d’un 
domaine @ convenable; 2. u, et u, etant deux integrales premieres de (1) la matrice 
|\eu,/öx,|| est de rang 2 dans tout @. — Supposons maintenant que l’origine O soit 
un point singulier, asymptotiquement stable de (1). Alors 1. les trajectoires du 
„domaine d’attraction“ A de O (O exclu) forment un systeme dynamique dispersif 
(au sens de la note de l’A., ce Zbl. 36, 244). Le corollaire de la proposition 3 de la 
presente note &tablit l’existence, dans A, d’une fonction stationnaire de Liapounov 
definie positive, appartenant ä C, et ayant une deriv&e definie negative par rapport 
&t. Ce resultat constitue une extension des conclusions de J. L. Massera (ce Zbl. 
38, 250). On peut trouver une fonction continue 7 (X, X - - -, %,), partout positive 
hors de l’origine, telle que O soit asymptotiquement stable pour le systeme: 
dx,/dt = X, +9, oüles 9, (%, %" . ., %,) verifient l’inegalite: 


n 
= MN (lan Rp. Rn). J. Kravtchenko. 


ArZanych, I. $.: Integration kanonischer Systeme von einem Range größer 
als Null. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 4 (38), 144—-153 (1950) [Russisch]. 
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L’A. considere le systeme canonique de rang r> 0: 
.  eH r A: mE OR, 
Eu DI — = 
(1) % = Op + et F%, Op» Oö N) Ogv 


Tl construit explieitement les systemes d’&quations aux derivees partielles non lineai- | 


(rl, 


res que verifient les integrals premieres de (1) dependant de I constantes; il indique |" 


les simplifications qu’entrainent quelques hypotheses particulieres, faites rela- 
tivement & (1). — Signalons une extension au systeme (1) du th&oreme classique 
de Poisson valable pour r = 0, ainsi que la generalisation de la transformation de | 
Routh. — La longueur des enonces ne permet guere une analyse detaillee du pre- 
sent m&moire. J. Kravtchenko (Grenoble). 

Germain, Paul: Nouvelles solutions de l’&quation de Trieomi. C. r. Acad. 
Sci., Paris 231, 1116—1118 (1950). 

Viene studiata l’equazione di Tricomi, che € una equazione a derivate parziali 
di tipo misto. Generalizzando un risultato di Darboux si danno delle soluzioni di 
tale equazione e se ne segue il prolungamento analitico quando si attraversa la linea 
parabolica. Fra queste soluzioni si ha la funzione di Riemann e la soluzione fonda- 
mentale, che ha una singolaritä logaritmica nell’intorno del punto singolare conside- 
rato. Sandro Faedo (Pisa). 

Germain, Paul et Roger Bader: Applieation de la solution fondamentale ä 
certains problemes relatifs & ’&quation de Trieomi. ©. r. Acad. Sci., Paris 231, 1203 
—1205 (1950). 

Si costruiscono delle soluzioni fondamentali elementari dell’equazione di Tri- 
comi e se ne studia il comportamento quando il punto singolare attraversa la lines 
parabolica. In tal modo si viene a trasportare il concetto di soluzione fondamentale 
dal semipiano ellittico a quello iperbolico. Come applicazione si studiano alcune 
proprietä della funzione di Green che risolve il problema di Trieomi. 

Sandro Faedo (Pisa). 

Hopf, Eberhard: The partial differential equation „+ uu,= u... Commun. 
pure appl. Math., New York 3, 201—230 (1950). 

La physique et en particulier ’hydrodynamique demandent l’&tude des inte- 
grales d’&quations aux derivees partielles lorsque les coefficients des derivees les 
plus elevees tendent vers zero. L’A. approfondit avec rigueur le cas particulier de 
l’equation indroduite et &tudiee surtout intuitivement par Burgers 

ou/öt + u Ou]dx = u Hulda?, u >0. 
II donne explieitement la solution d’ailleurs unique correspondant ä& une donnee 
localement sommable u,(x) sous les conditions 
T % [17 
N W(E)dE= ol) (EX) et H u(s,t)dE > fi ulE)dE (ea quele., t—0) 
ö 

A cot6 de l’ötude pour > +00, u —= c, il approfondit celle de la limite pour 
#0. La limite de la solution existe et est en general discontinue; en gros elle 
satisfait la ou elle est continue, & l’&quation-limite (pour u — 0) tandis que les 
points (x, t) de discontinuite se trouvent sur des lignes assez r&gulieres. Ce passage 
& la limite se fait plus naturellement lorsqu’on remplace l’&quation difförentielle par 
une @quation integrale, comme il y a interet & le faire, on le sait, dans des cas 
etendus. Brelot (Grenoble). 

Kriszten, Adolf: Elliptische Systeme von partiellen Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten. Comment. math. Helvetici 23, 243—271 (1949). 

Verf. geht aus von einem System linearer partieller Differentialgleichungen 


m—1 
(1) > 44 B)u=0, 


vi=0 
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wo die A, sowie B quadratische Matrizen n-ter Ordnung mit reellen Konstanten als 
Elementen sind, ferner u die einspaltige Matrix aus den n reellen Funktionen u, der 
_ reellen Variablen x,. Vorausgesetzt wird nun die Existenz eines Multiplikators 
'1.Ordnung M, d.h. eines Matrixoperators 
a m—1 D 
(2) M= I At + B* 
1 i=0 i 
der, von links her auf (1) angewendet, die vollständige Trennung der w, herbeiführt,, 
d.h. für jedes «, die Differentialgleichung 


E m—1 Pr m—1 2 

: (3) 192 Iir du, Om 2 >= 4; 2 5 ) u, 

‚liefert. Ist (3) elliptisch, so heißt auch (1) elliptisch (für hyperbolische Systeme. 

vgl. H.Malmheden, dies. Zbl. 29, 215). Es gilt nun der 1. Hauptsatz: Es 

_ existiert ein M genau dann, wenn die A,, aufgefaßt als (abstrakte) hyperkomplexe 
Zahlen, eine Cliffordsche Algebra A erzeugen. Die (Matrizen) A* sind dann die, 
im Sinne der Cliffordschen Algebra konjugierten Größen zu den A, also At = A,. 
Esist (1) elliptisch, wenn die Norm einer Zahl aus X positiv definit ist, sofern diese 
Norm reell ist. — Ist nun 


m—\i 
(4) D-(S + 00.)w=0 
| v0 0%; 
die (geeignet definierte) ‚elliptische Normalform‘ von (1), so führt man, die CO, 
m—1 
wieder als hyperkomplexe Zahlen c, gedeutet, z= 3 c,x, als hyperkomplexe 


i=0 
Variable ein und erhält dann w als Funktion w(z) von z. Damit ist zwanglos der 
Anschluß an die Theorie der hyperkomplexen Funktionen erreicht, und es können 
_ die fraglichen Systeme (1) mit den Hilfsmitteln dieser Theorie behandelt werden. 
Ziel der Arbeit ist vor allem die Potenzreihenentwicklungen auf die Lösungen von 
(1) zu verallgemeinern in Verfolgung des Gedankenganges, der zur Reihenentwick- 
lung der Quaternionenfunktionen führt. Weitere Untersuchungen sind in Aussicht 
genommen. Wegen der Ergebnisse im einzelnen sei auf die Arbeit selbst verwiesen. 
Haupt (Erlangen). 
Lahaye, Edm.: Une methode de representation des solutions des &quations 
linsaires hyperboliques du second ordre. Acad. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. S. 36, 
461—473 (1950). 

Verf. erhält für die Lösung des Cauchyschen Problems der linearen hyperboli- 

schen partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung 
m ou m ou 


1 Ya,—= N a, —+bu+E, 

(1) i=ı "0 ıie1 0m 

Q@,, @,, b, E reguläre Funktionen von z, a,,>0, i=1,2,...,(m— 1), Q,m <O, 
eine Darstellung als unendliche Reihe. Die @,, werden zunächst als konstant vor- 
ausgesetzt. Nach Einführung von (m — 1) Parametern: %,,% . . .,%-ı und eines 


das Intervall 0 <r <1 durchlaufenden Parameters 7 wird (1) in eine von r ab- 
hängige Schar von Gleichungen eingebettet, die, für r=1, (1) liefert. Es ergibt 
sich eine Aufspaltung dieser Schar vom Typus: (2) F(u)—=rT (wu) + E*, wobei 
F(u) durch Komposition zweier linearer Differentialoperatoren entsteht und 7 (w) 
ein bestimmter linearer Differentialoperator 2. Ordnung ist. Ausgehend von einer 
einfachen Darstellung der Lösung für 7 = 0, erhält Verf. eine nach Potenzen von 7 
fortschreitende gleichmäßig konvergente Reihe für die Lösungen des Cauchyschen 
Problems von (2) für 0 <r <o <1. Unter Voraussetzung der eindeutigen Be- 
stimmtheit der Lösungen schließt Verf., daß diese Darstellung auch noch für 7= 1 
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eilt, also dort die entsprechende Lösung von (1) liefert. Schließlich weist Verf. 

darauf hin, daß sich seine Methode auch bei regulär variablen Koeffizienten über- 

tragen läßt. Beckert (Leipzig). |\ 
Friedrichs, K. 0.: Nonlinear hyperbolie differential equations for functions of | 

two independent variables. Amer. J. Math. 70, 555—589 (1948). 
Für das quasilineare hyperbolische System 


® z 
RZ u\ _ es 

(*) be EISEN, 

(amn, mn, gm Funktionen von x, y, ul, u,...,wN) sind Cauchysche Anfangswerte 

auf einem gewissen Abschnitt D® der x-Achse vorgegeben: 21(8), 0° (&),.. ., u (=), 


zweimal stetig differenzierbar. Die Koeffizienten a®”, bmr, gm ebenfalls 2mal stetig 
differenzierbar nach allen Argumenten. Es wird die Existenz und Eindeutigkeit der 
Lösung in einem gewissen Nachbargebiet A von ® bewiesen, sowie die 2mal stetige 
Differenzierbarkeit dieses Lösungssystems. — Die Anfangsbedingungen sind also 
„fortsetzbar‘‘. Die Voraussetzung „hyperbolisch‘“ verlangt, daß die Elementar- 
teiler der Matrix amn — kbmn, wo k ein Parameter ist, einfach sind, derart, daß 
die Matrizen a” und 5”* simultan auf Hauptachsen transformiert werden können. 
— Im Beweisgang wird die vollständige Transformation des Systems (*) auf Charak- 
teristiken vermieden wegen der (für die numerische Behandlung bedeutsamen) 
großen Empfindlichkeit der charakteristischen Kurven nichtlinearer Gleichungen 
gegenüber Änderung der Anfangswerte. Die Lösung wird gewonnen aus Lösungen 
gewisser linearer Systeme durch Iterationsprozesse. Die Konvergenzbeweise machen 
eingehende Untersuchungen der Lösungen dieser linearen Systeme mit sehr scharfen 
Abschätzungen notwendig. — Gesondert behandelt wird der ‚„semilineare‘“ Fall, 
wo nur die g”, aber nicht die a*” und 5”* von den wu” abhängen. Stellmacher. 

Ljubov, B. Ja.: Lösung des instationären, eindimensionalen Problems der 
Wärmeleitung für ein Gebiet mit sich gleichmäßig bewegender Grenze. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 57, 551—554 (1947) [Russisch]. 

In manchen technischen Fragen wird die Berechnung eines nichtstationären 
Temperaturfeldes mit zeitlich veränderlichen Grenzen gefordert. Diese wird hier 
im eindimensionalen Fall und bei gleichmäßiger Bewegung des einen Randpunktes, 
während der andere fest bleibt, durchgeführt. Mathematisch gesehen, ist die Wärme- 

2 
leitungsgleichung es = . in einem Bereich 0 <xz<ct zu lösen bei den 
Randbedingungen 7(z,1)= oft) für =0, 120; T(x,t)=yit) für © = ct, 
20; 9(0) = y(0) = 0. — Die aus dem Ansatz 
1, dn x c 
= -@—Pn’lt—n) _ — 2/(t— 2.8 Se 
T@9)= 7, | lune HA] 7 mit =, und B= 2, 


sich ergebenden zwei Integralgleichungen für die Berechnung der unbekannten 
Funktionen u (n) und A (n) vermittelst der Randbedingungen werden durch An- 
wendung der Laplace-Transformation gelöst. Die Übertragung der Integralglei- 
chungen in den Bildbereich ergibt zwei Funktionalgleichungen, die mit Hilfe der 
Methoden der einschlägigen Operatorenrechnung gelöst werden. Es bleibt übrig, 
die Lösungen in den Originalbereich zurück zu übertragen. — Sodann wird die 
gleiche Rechnung für das Gebiet x >ct durchgeführt, wo an die Stelle der ersten 
Randbedingung die andere lim 7(x,t)=0, t>0, tritt, während die Anfangs- 
>00 
werte ohne a ankang gleich Null gesetzt werden können. Durch den Ansatz 
1 @(r — (2 — Bu)? 
MNayrt)= Tere f y = esp( 2 [ J) dn wird den letzten beiden Bedingungen ge- 


a t— Da 
0 


nügt, während die Bestimmung von & (n) durch die übrig bleibende Randbedin- 
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gung nach derselben Methode viel einfacher verläuft, da es sich um die Berechnung 
_ nur einer unbekannten Funktion handelt. Svenson (Regensburg). 
2: Dacev, Asen: Zur Frage der Abkühlung eines inhomogenen Stabes. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 55, 115—118 (1947) [Russisch]. 
Es wird die Aufgabe der Berechnung der Temperaturverteilung (x, t) durch 
"Wärmeleitung in folgendem Fall gestellt: Zwei unendlich lange, dünne, homogene 
‚Stäbe (längsder x-Richtung gelegen) stoßen mit den Enden (im Nullpunkt) zusammen. 
Zur Lösung des Systems der Wärmeleitungsgleichungen für beide Stäbe 
ö ou,/t = a,0%u,[0r®, i=1,2, 

hat man neben den Anfangsbedingungen zur Zeit t=0 u, (8,0) =®,(x) (2 <0) 
und %,(%2,0)=®,(x)(x Z0) dementsprechend noch die Randbedingungen 

u) = U,, k)ou,/0x —= k,Ou,/öx für x = 0. Ausgehend von der bekannten Lösung 
der Wärmeleitungsaufgabe, falls die (gemeinsamen) Randwerte o(f) bei x = 0 ge- 
_ gegeben sind, in Form der Summe zweier Integrale, ist nur noch dafür Sorge zu 
_ tragen, daß die zweite Randbedingung auch erfüllt ist. Der direkte Ansatz hiervon 

führt zu einer Integralgleichung für die Funktion 9(t), in der jedoch Integrale auf- 
_ treten, an denen der notwendige Grenzübergang x — 0 nicht unmittelbar ausführbar 
ist” Diese Schwierigkeit wird dadurch umgangen, daß die zweite Randbedingung 

t 


t 
"in integrierter Form benutzt wird, k, / “aa =k,. / ar in welcher Form sie 
Ö 


die Gleichheit der Wärmemenge ausdrückt, die an der Verbindungsstelle aus einem 
Stab in den anderen fließen. Nunmehr läßt sich in den durch direkten Ansatz der 
Bedingung auftretenden Ausdrücken der notwendige Grenzübergang 2 —0 un- 
mittelbar vollziehen und man erhält für g(t) eine Abelsche Integralgleichung 


t 
2 [ nn — H(t) mit einer aus den gegebenen Funktionen berechenbaren rechten 
A, ı— 
ö 


Seite 4 (t), bei der die Lösbarkeitsbedingungen erfüllt sind. Daraus ergibt sich be- 


t 
kanntlich für (ft) der Ausdruck (ft) -- NT ‚ womit die gestellte Auf- 
ö 
gabe gelöst ist. Sie wird dann noch an der bekannten Lösung der Aufgabe im Falle 
konstanter Anfangstemperaturen, ®, (x) = const, ®,(x) = const, geprüft. 
Svenson (Regensburg). 

Gandin, L. $.: Über die Konvergenz der Methode von S$vee. Priklad. Mat. 
Mech., Moskva 14, 441—443 (1950) [Russisch ]. 

M.Svec [Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 257—266 (1949)] a indique un 
processus formel d’approximations successives pour une classe &tendue de problemes 
aux limites de la Physique Math&matique. L’A. etablit ici la convergence du pro- 
ced& en cause dans le cas particulier de l’&quation de la chaleur 00/0 = 020/02? 
“dont on cherche la solution 6 (z, t), telle que 9 (0,1) = 0, 9 (©, t) = 1. Du coup, 


RT , E 00 o a) 
la methode de Svec est justifi6e pour les &quations du type; 2" (2) 


öde 
qui se ramene, par un changement de variables et de fonction, & l’equation de la 
chaleur. J. Kravtchenko (Grenoble). 


Ladyienskaja, 0. A.: Über die Eindeutigkeit der Lösung des Cauchyschen 
Problems für die lineare, parabolische Gleiehung. Mat. Sbornik, n. S. 27 (69), 175 
—184 (1950) [Russisch ]. 

For the equation U,—= U,, the uniqueness of the solution of Cauchy’s pro- 
blem was shown by A.N. Tichonov [Mat. Sbornik 42, 199—216 (1937), subject 
to a supplementary condition at infinity, of the form 

mag |U(m,t)| < Ce: * ; 


0sStsSh 
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furthermore, in this inequality the power of x may not be increased. The present 
author now extends this result to the case of the general linear 2p-th order „‚k- 
parabolie“ equation, for which the corresponding conditions 


max |U(z, t)| <C exp 0, r??!@2 72) (X)) 
0<st<h 


n * 
where x denotes (2%, %, . . .,%,) and r(x) = \ = x2. In showing that the power, 
N 


2pl(2p — 1), of r(@) may not be increased she indicates a method of constructing 


counter-examples for the special case of the equation 8U dt = (-1)P1 OP Ujda®. 


F. V. Atkinson (Ibadan). 
Win, V. A.: Darstellung einer Quellfunktion für ein Rechteek in Form einer 
bilinearen Reihe nach Eigenfunktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 74, 
413—416 (1950) [Russisch]. 
Let 4,1 Ann be normalised eigen-functions and eigen-valuesof Au+iu=(, 
with boundary condition % = 0, for a rectangle of sides a, b so that 
— 2(a b)? sin (rn me/a) sin (rn y/b), and Am = n?(m?ja? + n?/b®). 


Um n 


oo . 
The results are a) the series 3 u„„(P) unn(Q) %,, is absolutely divergent for 
m,n=1 

all interior points P, @. An outline proof is given, by an argument of Diophantine 
type. In the extension to an n-dimensional rectangular parallelopiped the index of 


[0,0] 
Anm becomes —4n, b) the series 5 ‚mn (P) un(®) EG 
M,Nn= 


uniformly convergent for positive e if P is excluded from a neighbourhood of ®. 
In the n-dimensional analogue the index of A,,, becomes — 3 (n— 1) — e. The order 


° is conditionally and 


of summation may be either in order of increasing /,,,, or by rows and columns. 


A method of proof is indicated very briefly. From b) with e= #, and from the 
completeness of the system of eigen-functions there follows, the author states, the 
validity of the bilinear formula for the Green’s function for the rectangle (cf. R. 
Courant und D. Hilbert, Methoden der Mathematischen Physik, Berlin 1924, 
Bde 57535). F. V. Atkinson (Ibadan). 


Win, V. A.: Über die Konvergenz von bilinearen Reihen aus Eigenfunktionen. 


Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. %4, 653—656 (1950) [Russisch]. 

The author (see preced. ref.) now extends his investigation to the wave-equation 
in an arbitrary n-dimensional region @, with general homogeneous boundary con- 
dition. Denoting by u,, A, the corresponding eigen-functions and eigen-values his 


oo 
results are a) the series _ 3 u,(P) u,(Q) A za converges for all positive e and all 
= 


P,@ interior to G, and uniformly in an interior sub-region of @, the proof being by 


i 


oo . . 
meanvalue theorems, b) the series N u,(P)u,(Q) A; "** converges in mean, inte- 
i=1 
grated with respect to @, under the same conditions as a), and c) if G@is a „eylinder‘ 


. . . . © — — — 
with axis parallel to the x,-axis, theseries N u,(P)u,(Q)A; RP jg under certain 
i=1 


restrietions conditionally convergent. Parts of the proof of a) are left to the reader, 
and the reviewer is doubtful about these. In addition, no use appears to have been 
made in the proof of the boundary conditions. In the cases of two and three dimen- 
sions the results of T. Carleman and Ä. Pleijel (A. Pleijel, this Zbl. 36, 68) are 
more far-reaching. F. V. Atkinson (Ibadan). 

Aleksandrjan, P. A.: Über ein Problem von Sobolev für eine spezielle par- 
tielle Differentialgleichung vierter Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. 8. 73, 
631—634 (1950) [Russisch]. 

Soient: D un domaine borne du plan Oxy, limit6 par un contour J' assez 
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regulier: G un domaine de l’expace Oxyt tel que (2,y)€ED, t>0. L’A. cherche 
dans @G u(&, y, t), solution de: 


2 
E am (Au) + ar —=0; Au=- en 
(® etant une constante reelle ne telles que pr är — 0 pour, 220: 
u(z, y,0)=yy(z, Yy); (Ou/öt)e—o— Yı(l%, Y), Yo et vw, 6tant donndes dans D, continues 
Bur D.-LI', wo trois fois dans D. — L’A. est alors conduit & es un 


_ espace de Hilbert 7, convenable, dont il etudie les proprietes. Il deduit de cette 
_ &tude l’existence et l’unicite des solutions v(x, y, t), dans la classe des fonctions 
‚deux fois differentiables. J. Kravtchenko (Grenoble). 
Aleksandrjan, P. A.: Über das Dirichletsche Problem für die Gleichung der 

Saite und über die Vollständigkeit eines Funktionensystems im Kreise. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 73, 869—872 (1950) [Russisch]. 
z 2 
L’A. etudie les solutions (x, y,4) de: ey ap 

cercle D: (x? + y?) <1, nulles sur la frontiere /’de D. Soit M (A), le spectre du 
probleme (ensemble des 4 auxquels correspondent des solutions non nulles, conti- 
nues sur D-+T'). L’A. montre que pour tout AEM(A), arctg (A/r) est rationnel, 
en sorte que M(}) est denombrable. Il en deduit que toute fonction g(x, y), assez 
 reguliere dans D et nulle sur J' peut £&tre, & e positif arbitraire pres, representee 
par une combinaison lin&aire & coefficients constants des u(x, y, A), A€ M (A) (fonc- 


—( definies dans le 


tions fondamentales du probleme). — Il trouve que ces fonctions fondamentales 
permettent de preciser diverses proprietes de l’espace A, introduit par I’A. (cf. 
ref. preced.). J. Kravtchenko (Grenoble). 


Verblunsky, S.: Sur les fonetions preharmoniques. II. Bull. Sei. math., II. S. 
%4,, 153—160 (1950). 

(Pour la 1° Note v. ce Zbl. 34, 363.) L’A. d&montre direetement dans le 
_ plan d’origine O, que pour une Run preharmonique u definie aux points & 
coordonn&es entieres, une condition qu’on peut mettre sous la forme: 

u+(M)/OM —0 avec 1/OM, entraine u = c*. 
On remarquera que cela est connu pour les fonctions harmoniques et qu’il s’ensuit 
le th&oreme de l’A. par le proced& de subdivision du reseau qui fournit par prolonge- 
ment continu une foncetion harmonique £gale a u sur le reseau initial. Brelot. 

Myskis, A. D.: Über ein Kennzeichen der Subharmonizität. Mat. Sbornik, n. 8. 
25 (67), 315—320 (1949) [Russisch]. 

Bewiesen wird folgender Satz: Die reelle Funktion v(M), erklärt in einem Be- 
reich @ des Euklidischen R,, besitze daselbst stetige partielle Ableitungen 1. Ord- 
nung. Dann ist dafür, daß w(M) eine subharmonische Funktion ist, notwendig, 
und hinreichend, daß für jede endliche (n — 1)-dimensionale Menge 8CG, die 
stetig differenzierbar ist (d.h. in der Umgebung eines jeden ihrer Punkte läßt sich 
eine ihrer Koordinaten durch eine stetige differenzierbare Funktion der übrigen aus- 


2 } : d 
drücken) und deren Inneres J($) ganz in @ liegt, die Ungleichung gilt d 7, de =— 


5 
wo n die innere Normale von S bedeutet. Insbesondere folgt daraus für harmonische 
Funktionen der Satz von Bochner-Koebe. — Die Definition der subharmoni- 
schen Funktionen läßt sich von der Laplaceschen Gleichung auf selbstadjungierte 
elliptische Differentialgleichungen 


I lm) 
De Na a 
Mala 0% 


N * . * ” ” ” .. 
wo 5 a,,8,&, eine positiv definite, symmetrische quadratische Form für 
uk= 
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jeden Punkt von @ ist, unmittelbar übertragen, falls älle Funktionen a,„ in G partielle 
Ableitungen besitzen, die der Hölderschen Bedingung genügen. Es besteht dann 
für zweimal stetig differenzierbare Funktionen v(M) ebenfalls obiges Kriterium der 
Subharmonizität, wobei die Ungleichung durch die allgemeinere zu ersetzen ist: 


d > G;r ©08 (%,, n) ds BR 
Siü,k-l R 
Das gibt die Möglichkeit, subharmonische Funktionen bezüglich einer gegebenen | 
Differentialgleichung oder, anders ausgedrückt, bezüglich eines ‚gegebenen Systems 
a,, auch für solche elliptische Gleichungen obiger Art zu definieren, bei denen die | 
Funktionen a,, die Höldersche Bedingung nicht mehr zu erfüllen brauchen, sondern | 
beliebige in @ stetige Funktionen sind, indem die angegebene Ungleichung als De- 
finition benutzt wird für beliebige in @ stetig differenzierbare Funktionen v(M). 
Die darauf beruhende Theorie der subharmonischen Funktionen führt z. B. zu | 
dem Satz: Eine n-mal differenzierbare subharmonische Funktion bezüglich eines 
beliebigen Systems a,, kann im Inneren von @ kein strenges Maximum besitzen. 
Svenson (Regensburg). 
Warschawski, 8. E.: On the Green function of a star-shaped three dimensional 
region. Amer. math. Monthly 5%, 471—473 (1950). 
Demonstration tres simple d’un th&eoreme de J. J. Gergen [Amer. J. Math. 
42, 746—752 (1931); ce Zbl. 3, 8]: soit D un domaine de R°, etoile par rapport & O; 
la fonction de Green g(M) de pöle O, relative & D, satisfait dans D-O & 
grad g(M)| >g(M)/OM, V’egalite n’ayant lieu que si g(M)= 1/0 M. D’autre part 
l’ensemble Eyr (9(M) > ec) est Etoile par rapport &0 quel que soite >0. J. Deny. 
Pepper, P. M.: The algebraie character of a elass of harmonie funetions in 
three variables. Proc. Amer. math. Soc. 1, 90—98 (1950). 
Une fonction harmonique Hz, y,2)=F(r,cos6,9) des trois variables 
x =1rc0s6, y=rsindcosp, z=rsin@sinp est determinee par la donnee des | 
coefficients A,„, de son developpement suivant les harmoniques spheriques: 
oo n . 
F(r, c0s6,9) = > 55 Ay» r" PO (cos 0) e'”?. 
L’A. donne des conditions suffisantes, portant sur les A„,, pour que F soit une 
fonction algebrique, et ait au plus un nombre donne de branches. La methode 
utilise la representation de S. Bergman [Math. Ann. 99, 625—659 (1928) et 101, 
534—558 (1929)]: 
£ Mi 


Bin 


H (x, y, 2) i g(u, &) de 


oa u=xr --iy 


e En ) 12 ( ee ) . On prend pour C’le cerele-unit& du plan & et 
on obtient des conditions suffisantes pour ’algebrieit& de F en exprimant, & l’aide 
du critere de Kronecker, que g(w, £) est rationnelle. J. Deny (Strasbourg). 

Temljakov, A. A.: Über harmonische Funktionen und Funktionen zweier kom- 
plexer Veränderlicher mit analytischer determinierender Funktion. (Auszug aus 
einer Dissertation.) Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 1 (35), 240—245 (1950) [Russisch ]. 
Eine im Punkte (0, 0, 0) reguläre harmonische Funktion F(x, y,z) gestattet. 

die Integraldarstellung: 


Fand] Imena 


mit uv= x +i(ycost -+zsin t). Der Integrand f heiße determinierende Funktion. 
Es werden Eigenschaften von F untersucht, wenn feine ganze analytische oder eine 
meromorphe Funktion ist. Im ersten Fall handelt es sich um Wachstumsordnung 
und Typ der harmonischen Funktion F. Ähnliche Sätze werden für regulär analy- 


s 
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# tische Funktionen von zwei komplexen Veränderlichen und für biharmonische 
Funktionen aus Integraldarstellungen abgeleitet. Beweise sind in der Note nicht 
enthalten. Thimm (Bonn). 


 Variationsrechnung: 


E Magenes, Enrieo: Un’osservazione sulle condizioni necessarie per la semi- 
_ eontinuitä degli integrali di Fubini-Tonelli. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 19, 
44-53 (1950). 

E Il Ref. ha iniziato la costruzione del calcolo delle variazioni per gli integrali di 
_ Fubini-Tonelli 


I (y,, 9) = /f fx, 2, yı (©), 9, (2), Yı (8), Y3 (2)] de de, 


I(y) = J # f[x, 2,9 (8), y (@), y’ (x), y’(2)] de de, 


_ secondo il metodo diretto di Leonida Tonelli, dimostrando fra l’altro che per la 
 sepiicontinuita inferiore di I(Y,, %) © necessario che sia 


j (A) vu (2, 2%, Yı; %5; Y; Y5) = 0, tus; ( (%, 2, Yı> Ya, Y Y3) = 0; 
queste aan: corrispondono alla Fy,y = 0 per l’integrale curvilineo ordinario. 


-/ F[x, y (x), y (x)] dx, ma mentre questa (con alcuni complementi di 


Br tere qualitativo) € anche sufficiente per la semicontinuit& inferiore di J(y), 
le (A) non sono invece sufficienti ad assicurare la semicontinuitä inferiore di 
I (y,, %5), come € stato giä& mostrato in altro lavoro dall’A. In questa nota egli di- 
_ mostra che, sotto una condizione di uniforme continuitä per la f(x, 2, %,, Y Y1; Ya)» 
& necessario per la semicontinuitä inferiore di /(%,, Y5) che la funzione 
I(z, ?%, Yı» Ya» Yı, Y:) 
Va+y9 d+y) 
sia inferiormente limitata in ogni punto (x, 2, Y,, Y,) al variare comunque di yı € %5, 
condizione questa che & indipendente dalle (A) [mentre per l’integrale J (y) 
F@yy) 
V1+y” 
& in ogni punto (x, y) inferiormente limitata al variare di y see Fyy>0]. L’A. 
dä anche una condizione necessaria corrispondente per la semicontinuitä inferiore 
di I(y). Sandro Faedo (Pisa). 

Magenes, Enrieo: Sulle equazioni di Eulero relative ai problemi di ealevlo 
delle variazioni degli intergrali di Fubini-Tonelli. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 
19, 62—102 (1950). 

(Per la posizione del problema e le notazioni v. la recensione preced.) In questa 
Memoria l’A., continuando a sviluppare la teoria degli integrali di Fubini-Tonelli 
I (y,, 4%.) ed I (y), stabilisce le equazioni di Eulero per le curve estremanti che 
[se 41 (x) e y% (z) sono continue] sono le equazioni integro-differenziali 


% d ee N ’ 

f f1,1%>2; Yı(%), Ya (2); yı(®); vald— LS fw[®,2, Yı (2), 92 (2), Yıl®), ya(@))d2= 0, 
KB) % HE 
I; fu, [8 2, 41 (2), 422), 92 (2), 92 (2)] de J 1ule» u(®) 22) Yı(®),yalz)ldr=0; 


per Pintograle I(y) le due equazioni si riducono ad una sola nella en incognita 
y(x). L’A. considera anche il caso che le estremanti considerate (y, (2), Y,(2)) Siano 
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soltanto lipschitziane o piü in generale assolutamente continue e dimostra che in 


tal caso esse soddisfano a equazioni (B’) che corrispondono alla forma integrale di ' 


Du Bois Reymond delle (B). Parallelamente a quanto ha fatto L. Tonelli per 
d 


l’integrale J(y) = f F[x, y(x), y (x)] dx, VA. d& condizioni sufficienti perche una | 


a | 
soluzione di (B’) lo sia anche di (B) e studia il problema dell’esistenza e dell’unicitä | 
delle soluzioni di (B) sia ‚in piccolo“ che ‚in grande‘, mettendo in luce a questo | 
proposito una notevole diversitä di comportamento degli integrali di Fubini-To- 
nelli rispetto all’integrale classico J(y). L’A. d& anche alcune prime applicazioni 


dei risultati ottenuti alla teoria delle equazioni integro-differenziali; i contributi 


che per questa via si possono apportare a tale campo poco esplorato dell’Analisi 
Funzionale stanno a dimostrare ancora una volta la potenza del metodo diretto di 


calcolo delle variazioni di L. Tonelli. Sandro Faedo (Pisa). 
Faedo, Sandro: Sulle eondizioni di Legendre e di Weierstrass per gli integrali 
di Fubini-Tonelli. Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sei. fis. mat., II. S. 15, 127—135 
(1950). 
Gegenstand der Arbeit ist das Integral 


bd 
Iy %) = S S tl, 2 1), 92), Yı(a), 93 (2)] dad, 


eines der beiden vom Verf. schon früher [z. B. Ann. Mat. pura appl., Bologna 23, ' 


69—123 (1944)] betrachteten Funktionale, die er als Fubini-Tonellische Integrale 
(F.-T.I.) bezeichnet. Das Paar der betraglich stetigen Funktionen %,(2), %g(2) 
heißt eine Kurve ©. Früher hatte Verf. im Hinblick auf die Seitenstücke W der 


Weierstraßschen und & der Legendreschen Bedingung die Vergleichskurve © von 


der Klasse 1 angenommen. Hier setzt er sie nur als gewöhnlich voraus, d.h. nach 
Art von C und so beschaffen, daß sie dem F.-T.I. einen endlichen Wert erteilt. 


Nach dem in der Variationsrechnung geläufigen Verhalten des Integrals 
IC, |! F[x, y(x), y (x)] dx könnte man vermuten, daß zur Halbstetigkeit von | 
d | 


I(y,, y) auf CO nach unten (9,) die Bedingungen & 


d 
ar) S fun ln 2 He), 90), Ha), 9(2)] dz>0 für fast alle x in (a, b), 
c 


d 
12) S fun 2 Ho), le), He), le] de >0 für fast alle 2 in (c, d) 
a 
nötig wären. Dem ist aber nicht so. Verf. erbringt ein Gegenbeispiel &, bei dem 9, 


vorhanden ist, (1.1) aber für jedes & in (a,b) den Wert — 1 hat. Dazu bedient er 
sich des Integrals 


bd 
I 4) = SS Hy), ya] dedz mit Fly, y) = exp (yr ya)—y; 
a c 


© sei die Kurve ,()=0 (<e<I) 9) =222 (W<2<I), — An 
zeigt Verf. ferner, daß 


d 
(2.1) J &, 1% 2, 91 (8), 92(2), 92(2); 91 (8), 9] de > 0 für alle & in (a,b), 


b 
22) [2182 50), Ir), Fl); 9x) ylde>0 für alle z in (c,d) 
— die Bedingungen W, — mit 
O1 (% 2, Yo Yo Ya} Ya, I) = FR 2, Ya Yo» 91, 95) — FR, 2, Ya, Yo Ya Yo) 
— (A — Yı) In 2, Yu» Yo, Yı, Ya) 


| 


| 


| 
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und satsprechenden Ausdruck von Ö, erfüllt sind, während & (1.1) trotz Stetigkeit 
Eon floyr, &f/°yy nicht gilt, — wiederum &bweichend von bekannter Eigen- 
schaft des Integrals I(C). L. Koschmieder (Tucumän). 
Davies, E. M.: On the second variation of the volume integral when the boun- 
_ dary is variable. Quart. J. Math. (Oxford II. S$.) 1, 248—252 (1950). 
An eine frühere Untersuchung [Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 13, 58—64 (1942)] 
 anknüpfend, bei der die Berandung festgehalten wurde, leitet Verf. einen Ausdruck 
für die zweite Variation des Integrals: 


Frl: Ar, ra eu Wr Al an 


- bei variabler le her. ei Definition einer zulässigen einparametrischen 
Schar von Unterräumen V,, = (ul,...,ur;t) formt Verf. die Ausdrücke 
von de Donder für die erste ni zweite Variation um. Beckert. 

MeShane, E. J.: A metrie in the space of generalized eurves. Ann. Math., 
Princeton, II. S. 52, 328—349 (1950). 


| Verf. hat in 3 en [Duke math. J. 6, 513 (1940); 7, 1 und 28 (1940); dies. 
 Zb183, 398, 24, 325] den von L. C. Young in die Variationsrechnung eingeführten 
Begriff. der „verallgemeinerten Kurve“ (v. K.) ausgebaut und zur Herleitung von 
. Existenzsätzen benutzt. In der vorliegenden Abhandlung wird dieser Begriff etwas 
modifiziert und dadurch für manche Untersuchungen (kritische Punkte) geschmei- 
‚diger gemacht. Es handelt sich um Variationsprobleme für Kurven yi (t) im R’. 
Eine Darstellung einer v.K. ist jetzt ein System (u, y,), bestehend 1. aus einer 
_ Maßfunktion u >0, definiert auf einer Klasse von Teilmengen von [a,b] x S, 
dem topologischen Produkt eines i-Intervalles und der Oberfläche der Einheits- 
kugel, welche alle Borelschen Teilmengen enthält und so daß u ([a,£] x S$) eine in 
[e, b] stetige Funktion von tist; 2. aus einem Anfangspunkt %,. Zwei Darstellungen 
- gehören zur selben v. K., wenn (im Sinne einer im Raum der Darstellungen einge- 
führten Topologie) jede in jeder Umgebung der andern liegt. Zu jeder v. K. gehört 


eine gewöhnliche Kurve, ihre „Spur“: Y()= yi + f r! ud(t, r); die „Länge“ 
la, 0x8 


der v.K. ist 4, wd(t,r). Als Integral einer stetigen Funktion F(y,y) wird 
; La, 65] x S 
E*) f F(y(t), r) ud(t,r) bezeichnet. Im Raum der v.K. wird eine Metrik 


eingeführt; mit dieser gilt eine Kompaktheitsaussage: jede Folge von v. K., deren 

Spuren in einem beschränkten Gebiet des AR” liegen und deren Längen gleichmäßig 
beschränkt sind, enthält eine konvergente Teilfolge; und eine Vollständigkeits- 
aussage: jede konvergente Folge besitzt eine Grenzkurve; ferner ist bei stetigem 
F (y, y) das Funktional (*) stetig. — Die Begriffe werden auch auf Kurven in ge- 
wöhnlicher (nicht Parameter-)Darstellung übertragen und ein Existenzsatz für 
 Bolzasche Probleme in dieser Gestalt hergeleitet, deren Integrand 


Ma... „Yu y, 2.0 yet) 
‘der Bedingung f (y, &, r)/|r| > oo für E | > oo unterworfen ist. Für spätere Ver- 
öffentlichung wird die Angabe von Bedingungen in Aussicht gestellt, die gewähr- 
leisten, daß die Lösung eine gewöhnliche Kurve ist. ° Boerner (Gießen). 


"Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


e Michlin, $S. 6.: Integralgleichungen und ihre Anwendungen auf einige Pro- 
 bleme der Mechanik, mathematischen Physik und Technik. 2. verb. u. vermehrte 
Aufl. (Phys.-math. Bibliothek des Ingenieurs.) Moskau-Leningrad: OGIZ Staats- 
verlag für techn.-theor. Lit. 1949. 380 S. 15,50 R. [Russisch]. 
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Das Buch besteht aus zwei Teilen: 1. Teil: Methoden zur Lösung von Integralgleichungen, 
2. Teil: Anwendungen der Integralgleichungen. Im 1.Kap. des ersten Teiles wird die klassische | 


Theorie der Integralgleichungen unter Verwendung des Lebesgueschen Integrales und der Vor- 
b 


aussetzung: [ |K(x, s)|? ds < Const. für die Kerne der Integralgleichung entwickelt. Die | 


2 1 
Darstellung dringt bis zu den Fredholmschen Formeln für die Resolvente vor. Beachtenswert | 
sind hier wie auch in den weiteren Kapiteln des Buches Rechenbeispiele, die in allen Einzel- 
heiten vorgeführt werden. Im 2. Kap. folgt die Hilbert-Schmidtsche Theorie der symmetrischen 


Integralgleichungen. Dabei werden die Näherungsmethoden von Ritz, Kellogg u. a. dar- 


gestellt und an Beispielen erläutert. Im 3. Kap. wird eine Beschreibung von gewissen Typen | 
von singulären Integralgleichungen gegeben: a) Integralgleichungen mit Cauchyschem Kern: | 


& zu £, t Punkte einer ebenen Kurve; b) Integralgleichungen mit Hilbertschem Kern: 


ce 


untersucht, wenn L aus n einfachen Bögen besteht, die paarweise punktfremd sind. Im 1. Kap. 


des zweiten Teiles wird die ebene und räumliche Potentialtheorie mit ihren Anwendungen be- 
handelt. Unter den Anwendungen seien genannt: Torsion prismatischer Stäbe, ebene Potential- 


strömung, konforme Abbildung mehrfach zusammenhängender Bereiche. Im 2. Kap. folgt eine | 


Diskussion der ebenen biharmonischen Gleichung. Charakteristisch für diese Rechnungen ist 
die Verwendung der von Goursat eingeführten Darstellung einer biharmonischen Funktion 
durch zwei analytische Funktionen: % — Realteil (2 @(@) + x@)). Die Randbedingungen er- 


halten die Form: g(&)=xo(&) —&P(E)+yx(&) mit stetiger Funktion g(ö). Unter Verwen- 
dung des Schwarzschen Kernes wird für o und y’ ein System von zwei Integralgleichungen auf- 
gestellt, dessen Lösbarkeit untersucht wird. Z. B. wird auch folgendes Ergebnis von Musche- 
li$vili bewiesen: Wenn sich der Kreis rational auf das Gebiet D abbilden läßt, so führt die 
Grundaufgabe der Elastizitätslehre für D auf eine ausgeartete Integralgleichung. Im 3. Kap. 
wird das Dirichletsche Problem der Potentialtheorie für einen mehrfach zusammenhängenden 


Bereich erneut gestellt. Die Lösung der mit dem Eigenwertparameter A versehenen Integral- 


gleichung mittels der Neumannschen Reihe führt auf einen Algorithmus zur Berechnung der 


iterierten Kerne, den Verf. ‚verallgemeinerten Schwarzschen Algorithmus“ nennt. Auch die 
Lösung der biharmonischen Gleichung wird mit dieser Methode angegriffen. Das 4. Kap. ist 
weiteren Anwendungen in der Elastizitätslehre, der Theorie der Schwingungen und der Theorie ' 
der Wärmeleitung gewidmet. In der Theorie der biharmonischen Gleichung werden die In- 
tegralgleichungen von Muschelisviliund Lauricella abgeleitet und untersucht. Im 5. Kap. 
folgen Anwendungen der Theorie der symmetrischen Integralgleichungen vor allem auf Rand- 


wertaufgaben vom Sturm-Liouvilleshceen Typus. Als Beispiele werden behandelt: Torsions- 
schwingungen eines Stabes, Stabknickung u. a. Im 6. Kapitel werden Anwendungen der Theorie 


der singulären Integralgleichungen gebracht. An erster Stelle steht die folgende Aufgabe vom | 


Hilbert: Es ist eine Funktion zu berechnen, die in einem ebenen Bereich D harmonisch ist 
und auf einem Teil des Randes vorgegebene Werte annimmt, während auf dem Rest des Randes, 
die Werte der Normalableitung vorgegeben sind. Die entwickelten Methoden werden zur Lösung 
von Aufgaben der Elastizitätslehre und der Strömungslehre benutzt. — Zusammenfassend kann 
gesagt werden, daß es sich um ein ausgezeichnetes Buch über Integralgleichungen handelt, dessen 


Wert auch darin liegt, mit einigen Arbeiten der russischen Schule bekannt zu machen, die sonst 


schwer zugänglich sind. Thimm (Bonn). 
Heins, Albert E.: Sur les couples d’&quations intögrales. C.r. Acad. Sci., Paris 
230, 1732—1734 (1950). ö 


Verf. zeigt, inwiefern die von Wiener und Hopf angegebene Methode zur 
Lösung gewisser Integralgleichungen vom Faltungstypus auch auf andere Integral- | 


gleichungsprobleme anwendbar ist. Er legt dies an dem Beispiel des nachfolgend 
angeschriebenen Systems von zwei bei einem elektrostatischen Problem auftretenden. 
Integralgleichungen dar, 


(1) an Wu) J,eru)du=1, wenn Oo <r <A, 
(2) J uf(u)J(ru)du=0, wenn r >1, 


wobei J, die Besselsche Funktion erster Art und nullter Ordnung bedeutet. Wird 


ctg4(o —s) do, O<s, o< 2a. Z.B. wird die Integralgleichung: a p(t) +4 > | 2 dt = ft). | 
L 
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dieses System 
w (1‘) . Fu) Jolru)du =g,(r), wenn 0 <r <oo, 
er 0 


oo 


(2') ) uflu) Jr u) du =g,(r),, wenn 0 <r <oo, 
ö 


geschrieben, in welchem g,(r)=1, wenn 0 <r<1I, 9(r)=(0, wenn r >1, im 


übrigen aber noch unbestimmt gelassen werden, so liefert die Anwendung der 
[0/0] 


 Mellinschen Transformation mit ii r=lg,(r)dr=G,(s),... eine Beziehung, aus 


_ welcher G,(s) und @ (1 +s) durch Faktorisation bestimmt werden können. Die 
gesuchte Funktion f(w) ergibt sich hieraus vermöge der Umkehrformeln der Mellin- 
schen ee — Die soeben beschriebene Methode führt auch bei all- 

{ gemeineren Systemen zum Ziel; so kann beispielsweise g, (r) eine von 1 verschiedene 
Funktion sein, und J,(ru) kann durch eine allgemeinere Funktion von ru ersetzt 

werden, sofern deren Mellintransformierte gewissen Bedingungen genögt. 

Quade (Hannover). 
ZPefora, Richard: Über den Heavisideschen Entwicklungssatz. Mat. Tidsskr. 
B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 82—85 (1950) [Dänisch]. 
Die im allgemeinen etwas längeren Beweise für diesen Satz lassen sich bei Be- 

“ schränkung auf besondere Funktionsklassen recht kurz gestalten. So zeigt Verf., 
daß bei fastperiodischen Funktionen F(t) “ &c,exp (WA,t), wenn die Exponenten 
7, nicht null sind und sich auch nicht bei null häufen, schon die Voraussetzung der 
Konvergenz von Z|c,7z*| für k>1 ausreicht. Dann ist ein k-faches Integral 
von F(t) auch fastperiodisch und wird durch seine absolut konvergente Fourier- 
reihe dargestellt, deren 2-Transformation gliedweise zu gewinnen ist. Die Formel 

- für die 2-Transformation von Ableitungen ergibt dann den Entwicklungssatz. 

Bödewadt (Brunoy). 

Garavaldi, Orestina: Sulla seomposizione delle funzieni fisiche in elementi di 
andamento prefissato. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VII. 
S. 9, 181—183 (1950). 

Die im Stile des Heaviside-Kalküls aufgewiesenen Beziehungen laufen in dem 

_ exakt fundierten Operatorenkalkül (Laplace-Transformation) auf die einfache Tat- 
sache hinaus, daß dem Produkt zweier Bildfunktionen die Faltung der Original- 
funktionen entspricht. Doetsch (Freiburg i. Br.). 

Guinand, A. P.: Fourier reeiproeities and the Riemann zeta-funetion. Proc. 

- London math. Soc., II. S. 51, 401—414 (1949). 

Es sei V (vi. x) = a > 4 eei#(2> 0), wo o alle nicht-trivialen Wurzeln der Z-Funk- 

0)> 


tion durchläuft. Verf. beweist, daß die Funktionen 
Eat, il TO RT) ” © 
A late) tg + 5 (7 4 5) -10e5) 
d et 1 
e" dla) = Verfeie Viiex) + BE (ce + log2r =] 


die Fourierschen (sinus-) Transformierten voneinander sind. c bedeutet hier die 
Euler-Mascheronische Konstante. Dieses Resultat war durch allgemeine Rezi- 
prozitätsformeln des Verf. (dies. Zbl. 31, 110) nahegelegt. Ferner wird die analyti- 
sche Fortsetzung der Funktion V (i ®) studiert, und allgemeine Resultate formaler 
Art, die mit den erwähnten Problemen verwandt sind (die aber den oben erwähn- 

ten Satz nicht enthalten), werden bewiesen. — Verf. bemerkt bei der Korrektur, 

‘daß H. Rademacher Sätze, die denen des Verf. äquivalent sind, angekündigt 
hat. [Bull. Amer. math. Soc. 51, 880 (1945), Abstract No 220.] 

A. Renyi (Budapest). 
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Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Stepanov, V. V. und L. E. Ei’sgol’e: Variationsreehnung. Matematika v 
SSSR 1917—1947, 585—592 (1948) [Russisch ]. 

Smirnov, V. I.: Integralgleichungen. Matematika v SSSR 1917—1947, 593 — 
1607 (1948) [Russisch ]. 
| Krejn, M. 6. und L. A. Ljusternik (Lusternik): Funktionalanalysis. Mate- 
Imatika v SSSR 1917—1947, 608—672 (1948) [Russisch]. 

Bibliographie. (Funktionalanalysis.) Matematika v SSSR 1917—1947, 673— 

697 (1948) [Russisch ]. 

Les trois articles en question constituent des rapports detailles sur l’activite 
des math&maticiens sovietiques entre 1917 et 1947. Le plus important est evidemment 
le troisieme, consacr& A l’Analyse Fonctionnelle; on yrappelle la methode des points 
extremaux de Krein et Milman, la th&orie des cönes de Krein, celle des espaces 
semi-ordonnes de Kantorovitch, la realisation concrete des operateurs lineaires 
dans les espaces fonctionnels celassiques, les travaux de Lusternik (Ljusternik) 
sur l’analyse non lineaire, ceux de Krein et Neumark (Najmark) sur les operateurs 
symeötriques et le probleme des moments, la theorie des algebres normees de Gel- 
fand et celle des repr6sentations des groupes topologiques. Une bibliographie sans 
doute complete termine le recueil. — En se qui concerne l’inter&t proprement math6- 
matique (c’est-&-dire non historique) de cette publication, il est quelgque peu douteux, 
pour de nombreuses raisons; par exemple, parce que les travaux sovietiques sont 
fort connus de tous les sp6cialistes; parce que, d’autre part, une etude de l’Analyse 
Fonctionnelle faite du point de vue d’un pays particulier est n&cessairement incom- 
plete, m&me si la contribution de ce pays a et& importante (comme c’est le cas ici). 


Par exemple, on ne voit pas tres bien comment on pourrait &tudier aujourd’hui 


les repr6sentations de groupes sans connaitre la „Reduction Theory“ de von Neu- 
mann (laquelle permet d’aller, dans certains cas, beaucoup plus loin que la methode 
des points extr&emaux); bref, l’idee de faire un rapport sur les progres r&cents de 
l’Analyse Fonctionnelle est interessante, & condition qu’on veuille bien tenir compte 
de tous les progres r&alis6es et employer les methodes les plus puissantes, quelles 
que soient- les nationalites de leurs auteurs. Ceci dit, on trouvera &videmment dans 
ces rapports des precisions interessantes, par exemple sur les pr&occupations mathe- 
matiques des savants soviötiques en 1947, ou sur l’influence de Plessner dans la 
formation de l’&cole de Moscou (influence que les publications peu nombreuses de 
cet auteur ne rendaient pas Evidente & priori); il serait interessant d’avoir plus 
frequemment de telles informations. R.Godement (Nancy). 

Isaacs, Rufus: Iterates of fraetional order. Canadian J. Math. 2, 409—416 
(1950). 

Verf. untersucht die Iterationsfrage rein kombinatorisch, ohne Stetigkeit, 
Differenzierbarkeit usw. zu fordern. Demgemäß betrachtet er rational gebrochene 
Ordnungen, insbesondere $; also die Aufgabe, f(f(&)) = g(x) nach f(x) aufzulösen. 
— Definitionen: x „führt“ (in » Schritten) auf y, wenn g"(x) — y; x führt un- 
mittelbar auf y, wenn g(x) = y (Zusatz des Ref.). Eine Teilmenge (x, Yo des 
Existenzbereiches von g, in der je zwei Elemente auf (mindestens) ein gemeinsames 
drittes führen, heiße Kette (orbit); x,... sind Glieder der (9-)Kette. Eine ge- 
schlossene (Teil-)Kette, x, = g(x,), heißt ein (n-)Kreis (cycle); eine Kette ent- 
hält höchstens einen Kreis, sie heißt dann eine Kreiskette (eyelic orbit). Die Glieder 
einer Kreiskette, welche selber nicht zum Kreise gehören, aber unmittelbar auf 
Kreisglieder führen, heißen Leitglieder (leader). Alle auf dasselbe Leitglied führen- 
den Kettenglieder, einschließlich des Leitgliedes, heißen ein (Ketten-) Zweig (branch) 
zu dem Kreisgliede, auf welches das Leitglied der Kette unmittelbar führt. Alle 
Zweige zu demselben Kreisgliede heißen ein (Zweig-) Büschel (eluster). — Operatio- 


1 


nen zur Veränderung gegebener Ketten: Zusammenziehung, d. h. Verschmelzung 
von Gliedern, die unmittelbar auf ein bestimmtes gleiches Glied führen; und Ver- 
kürzung, d. h. Weglassen des Anfangsgliedes eines Zweiges. Kreisglieder bleiben 
unverändert. — Folgender Satz wird aufgestellt: Wenn f% =g, so besteht jede 
f-Kette aus p g-Ketten, p|k. Wenn p <k, so ist die f-Kette eine Kreiskette, und - 
die g-Ketten sind esebenfalls; ist m/p die Gliederzahl des f-Kreises, so ist die aller 
zugehörigen g-Kreise übereinstimmend n = m, und es gilt p = (k,m). Der Satz 
wird hier nur für k — 2 bewiesen; dazu werden ferner Bedingungen für die Existenz 
von f gegeben, also für die Möglichkeit der Vereinigung von g-Ketten zu einer 
f-Kette, wobei es sich um Fragen der Isomorphie zwischen den g-Ketten oder zwischen 
den Zweigen und Büscheln innerhalb einer Kette handelt. Verschmelzung oder Ver- 
kürzung sind gegebenenfalls zuzulassen. — Mit diesen Ergebnissen lassen sich frühere 
Sätze über die Existenz einer Abelschen Stufungsfunktion klarer einsehen; diese ist 
nicht immer erforderlich, um die Iterationsaufgabe zu lösen. Verf. gibt auch eine 
Lösung des Mengerschen Problems, die freilich unstetig ist: so wird f(f(2)) = — & 
gelöst durch f(x) =1—- x: (- I) - A (2 >0); fx) = —- fl). 
Bödewadt (Brunoy). 


“=* e Neumann, John von: Functional operators. Vol. II. The geometry of ortho- 


gonal spaces. (Annals of Mathematics Studies, No. 22.) Princeton: Princeton Uni- 
versity Press 1950. V, 107 p., 25 s. net. 


Im zweiten Teil der Monographie über Funktional-Operatoren wird zunächst 
der allgemeine Begriff eines linearen Raumes eingeführt. Im folgenden werden 
dann speziell lineare Räume betrachtet, für die für je zwei Elemente ein inneres 
Produkt mit den üblichen Eigenschaften definiert ist. Damit ist zugleich der Raum 
durch die zugehörige Metrik topologisiert. Es wird sorgfältig untersucht, wie man 
umgekehrt zu einem mit einer Abstands-Definition metrisierten Raum einen Raum 
mit Definition des inneren Produktes zweier Elemente gewinnen kann. — Es werden 
weiter die Begriffe der Separabilität und der Vollständigkeit definiert. Da der 
lineare Raum auf im wesentlichen eine Weise zu einem vollständigen Raum er- 
weitert werden kann, in dem er selbst dicht liegt, wird im folgenden von ihm all- 
gemein angenommen, daß er von vornherein vollständig ist. Ein solcher Raum 
erweist sich allgemein als isomorph einem Hyper-Hilbertschen Raum, d. h. einem 
Raum, bei dem für eine beliebige Menge $ von Indizes & die Elemente durch kom- 
plexe Zahlen (x,) gegeben sind, derart, daß & |x,|? konvergent ist und (x) -+ (Ya) 


KEN 


= Ars Ey) nnd (e,) (Yy:) = ( , Is) ist. — In dem betrachteten Raume werden 
ne 


lineare Operatoren und insbesondere die sogenannten Projektionsoperatoren unter- 
sucht. Der Operator ®, mit dem Definitionsgebiet D, (®,) aus dem linearen Raum 
und ®, mit dem Definitionsgebiet D,(®,) heißen partiell einander adjungiert, falls 
(D,f,9) = (f,D,9) für jedes fED,(®,) und jedes ge D,(®,) gilt. Unter dem zu ® 
adjungierten Operator ®* wird der maximale zu ® partiell adjungierte Operator 
verstanden. ® heißt Hermitesch, falls ® partiell zu sich selbst adjungiert ist: 
(Df,g)=(,Dg), geD(®). D® heißt selbstadjungiert, falls D = D* ist. — 
Es werden verschiedene Charakterisierungen eines beschränkten linearen Operators 
angegeben. Ausführlich werden sodann die unitären Operatoren untersucht. Der 
Begriff der Vertauschbarkeit zweier Operatoren führt auf den Begriff der Re- 
duktion eines Operators durch einen Projektionsoperator. — In einem Anhang 
werden die Schwierigkeiten der Darstellung eines Operators durch Matrizen im 
einzelnen aufgezeigt. — Die Monographie erweist sich wegen ihres klar gegliederten 
Aufbaues und der sorgfältigen Untersuchung des gegenseitigen Verhältnisses ver- 
schiedener Voraussetzungen für das Studium der linearen Räume und ihrer Ope- 
ratoren als ein vorzügliches Hilfsmittel. K. Schröder (Berlin). 
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Sargent, W.L. €.: On linear funetionals in spaces of eonditionally integrabl: 
funetions. Quart. J. Math. (Oxford II. S.) 1, 288—298 (1950). BE 
Il s’agit des fonctionnelles lineaires continues f(x) definies sur 1 espace vectoriel 
(I) qui peut &tre, pur 0<t<1 1. l’espace des fonctions <(t) integrables-Z, 
2. l’espace des fonctions =(t) completement totalisables, 3. l’espace des fonctions | 


t 
simplement totalisables. Dans les trois cas, on norme (J) par «|| = sup f z(u)du ' 
1 0osts1|0 : 
etona f(x) = fi x(t) k(t) dt ou kit)E(EBV) [i.e.ilexiste g(t) € (BV) (fonetion 
ö | 


A variation bornee) presque partout 6gale & k(t); on Ecrira g=k], la norme de 


f(x) &tant ||fl|= V,(k) + ess-lim |k(t)| avec V, (k) = inf V (g) pur ge(BV) | 
) 


et g>k, ess.-lim designe la limite obtenue en negligeant les ensembles de mesure 
nulle. — L’A. &tablit les th6oremes suivants qui ne sont pas une consequence tri- 
viale des enonces de Banach, car (I) est de I° categorie en lui-m&me. 1. La con- 


dition necessaire et suffisante pour qu’on ait lim |f,(x)| <coo est lim ||f,||<o. 
n n 
2. La condition necessaire et suffisante pour qu’on ait (1) lim f,(x) = f(x) quel 
N 
que soit z€ (I) est lim ||f,|| <oo et que (1) ait lieu pour un sous-ensemble fonda- 


e 
mental de (7). 3. Sik,()€E (EBV) pour n=1,2,3,..., la condition n&cessaire et 
1 
suffisante pour qu’on ait lim f x(t) k,(t) dt 

n |0 
que lim V, (k,) <oo et limM,(k,) <oo IM, (k,) est le maximum obtenu en 
N 


<oo quel que soit z{)E (I), est 


N 4 
negligeant lesensembles de mesure nulle]. 4. Sik, (t)€ (EBV) pourn = 0,1,2,3, ...., 
1 1 
la eondition n&cessaire et suffisante pour qu’on ait lim 1 (dk, d = f x(t)k,(t) di 
n 6 2 ö 7 
quel que soit x (t)E (I), est quelim V, (k,) <oo et que lim f k,(t)dt = ji k(t)dt 
n n 0 0 


Ve zl), Revuz (Paris). 

MeShane, E. J.: Linear functionals on certain Banach spaces. Proc. Amer. 
math. Soc. 1, 402—408 (1950). 

Soit B un espace de Banach complexe et X un ensemble oü il est defini une | 
mesure non-negative m; soit ®, (B) l’espace des fonctions sur X & valeurs dans B 
et telles que ||f|?- f est sommable sur X. Dans le cas oü B est l’espace des nom- 
bres complexes on 6crit simplement ®,. — On dit qu’un espace norm& est uniforme- 
ment convexe si & tout e>0 correspond un 6 >0 tel que ||(f + g/2|| <1—6 | 
lorsque |//||= ||g||=1 et ||f—-g|| >e, [Clarkson, Trans. Amer. math. Soc. | 
40, 396—414 (1936); ce Zbl. 15, 356]. Il avait 6t6 d&montre [M. Day, Bull. Amer. 
math. Soc. 47, 504—507 (1941); ce Zbl. 27, 110] que si B est uniformement convexe, 
l’espace ®,(B) est aussi uniformement convexe. L’A. en donne une dömonstration 
nouvelle. — Avec des propri6tes des derivees de normes, ce resultat est utilise par 
’A. pour demontrer un th&or&me sur la representation des formes lineaires continues 
sur les espaces ®, (B), avec p >1. Deux cas partieuliers sont envisages: (1) Dans | 
le cas oü B est l’espace des nombres complexes le th&or&me peut prendre la forme | 
sulvante: Soit Z une forme linsaire continue sur B,(p >1); il existe un del&ment g | 
de l’espace conjugue B,.(p’ = p/(p — 1)) ayant la norme |Z| dans cet espace et 


tel que Z(f) = [ot He) m(da), pour tout fde ®,. (2) Dans le cas ou B est 
l’espace ®, des fonctions complexes f sur un ensemble Y, dans lequel une mesure u 


est definie, telles que ||f||*1-f est sommable sur Y, le theoreme peut &tre enonc& 
ainsi: Soit Z une forme linaire continue sur l’espace de Banach complexe B,(B,); 
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il existe un el&ment g de B,(Br en = pp —1) ER — q/(q--1)] ayant la norme 
- |Z| dans cet espace et tel que L(f 7 PER fs g(y, x x) 2) u(dy)im(de), pour tout 


fde 8,(8,). — L’A. fait remarquer ı un contre- ie que si 9 = 1, le th&oreme 
(1) n’est pas vrai pour des espaces X aussi generaux. Pereira Gomes (Paris). 

Yood, Bertram: Transitive systems of linear operators on a Banach space. 
Proc. Amer. math. Soc. 1, 509—511 (1950). 

E (X) sei die Menge aller beschränkten linearen Operatoren eines unendlich- 
dimensionalen Banachraumes X. © sei eine Menge von linearen Operatoren mit 
Definitions- und Bildbereich in X. Damit & auf X transitiv ist, d. h. zu je zwei 
Mengen %,..,%, und %,...,4, von linear unabhängigen Elementen von X 
einen Operator 7" mit 72,=y, v=|1l,...,n, enthält, ist notwendig, daß zu 
jedem endlichdimensionalen Teilraum F c x en TE® er das auf F die 
Identität ist, und daß esein e >0 gibt, so daß zu jedem UVEE(X) mit ||U|| <e 
und U(F)CR ein VE ©& existiert, das mit 7 + U auf F en Ist & eine 
Halbgruppe, so ist diese Bedingung auch hinreichend. Ist ®C & (X) und transitiv, 
so ist ® in &E (X) dicht im Sinn der starken Topologie. @. Köthe (Mainz). 

Levitan, B. M.: Abschätzung des Restgliedes in der Taylor-Delsarteschen For- 
mel. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 73, 269—272 (1950) [Russisch]. 

Verf. betrachtet den Operator (1) dy — a ylda?—g(x)y (x >0) und beweist im 
Anschluß an die von Delsarte (dies. Zbl. 19, 121) entwickelte Theorie die Bemer- 
kung: Wenn q (2)>0 und monoton fallend, dann ist o, (x) > 0 (n > 0) (Bezeich- 
nung s. dies. Zbl. 19, 121) und im Dreieck mit den Ecken (= — y, 0), (x, y), (x + y, 0) 
ist v (z,y;&,n) >20. Hierbei ist vo die Riemannsche Funktion für die Gleichung 
d,R,—d, R. = — 9, (y) d8”+D f(x), mit den Anfangsbedingungen R,|y=o = 0, 


en Erz DR, (2,4; Per= 14 (z) ss %,.(y) d*f(x). Unter diesen Voraussetzun- 
gen folgert man für y<x janvelber die Darstelling (DR, 0,19) 0 “EI (SO) 22er 


|| <1. Als Beispiel wird en , — u — behandelt. Es gilt (1), 


obwohl der Operator nicht genau die en (1) hat. (Vgl. die zit. Arbeit von 
Delsarte.) — S. 270, 14.2.v.o. heißt es v (x, y;&,n)- statt u (x, y;&,n). 
Schmetterer (Wien). 
Tagamlitzki, Y. (Ja. Tagamlicki): Sur quelques applieations de la theorie 
generale des espaces veetoriels partiellement ordonnes. Annuaire Univ. Sofia, Fac. 
Sci., Livre I 45, 263—285 und französ. Zusammenfassg. 286 (1949) [Bulgarisch ]. 
Nous indiquons dans ce travail comment on peut appliquer la theorie generale des espaces 
vectoriels partiellement ordonnes & l’ö&tude de certains series. La methode repose sur la notion 
d’un vecteur simple, c’est-a-dire d’un vecteur positif, collineaire a toutes ses raingzanles po- 


- 


sitives. Ainsi on trouve, que si un vecteur b est susceptible de larepresentation b = B5 Be 
De = 


les vecteurs p» &etant simples et les nombres p, positifs, et i—bCaCb, le vecteur a lui rare 
[0,0] 
est susceptible de la representation «= N wp, -» << Pv. Nous appliquons ces re- 
A! 
sultats & Less des series de M. Gontcharoff. Les polynomes de M. W. Gontcharoff 
In-ı 
P„(%) = Sat Tan. .[d, u <&<..., se prösentent comme des vecteurs simples 
e 
sans ner 2 general "Vensemble des vecteurs simples correspondant & l’espace respectif. 
(Autoreferat.) 
Mikusinski, Jan G-.: Sur le caleul op6ratoire. Casopis Mat. Fys., Praha 74, 
. Nr. 2, 89—93 und polnische Zusammenfassg. 94 (1950). 

Verf. deutet an, wie man den Operatorenkalkül bei gewöhnlichen Differentialglei- 
chungendurch einen algebraischen Kalkülersetzen kann (was bekannt ist) und behaup- 
tet ohne nähere Angaben, daß man durch Einführung eines Grenzbegriffs auch die 
partiellen Differentialgleichungen mit diesem Kalkül behandeln kann. Doetsch. 
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Alexiewiez, A.: On sequences of operations. I. Studia math. 11, 1—30 (1950). 


X sei im folgenden ein vollständiger metrischer Raum, Y ein beliebiger metri- 
scher Raum. Es sei K eine Menge von stetigen Abbildungen U (x) von X in Y. 
Verf. untersucht, unter welchen allgemeinen Voraussetzungen die für lineare Ab- 
bildungen von Banachräumen bekannten Sätze über die Stetigkeit der Grenzabbil- 
dung einer überall konvergenten Folge U,, (x), das Resonanztheorem und der Satz 
über die Kondensation von Singularitäten gültig bleiben. K heißt gleichgradig 
stetig in x,, wenn zu jedem e>0 ein ö>0 existiert mit o(U (x), U (&)) <e 
für 0 (x, 29) <ö und alle Ue K. Ist ö dasselbe für alle ze RCK,so heißt Kin R 
gleichmäßig gleichgradig stetig. Es werden folgende Eigenschaften von K eingeführt: 
(r,) bzw. (r) bedeutet, daß die Konvergenz einer Folge U, in einer Menge von 
2. Kategorie die gleichgradige bzw. gleichmäßig gleichgradige Stetigkeit impliziert, 
(c) die Konvergenz in einer Kugel impliziert die Konvergenz überall. Von den Sätzen 
seien die folgenden angeführt: Konvergiert U, (x) in einer Menge 2. Kategorie, 
so ist die Menge {U, (x)} gleichgradig stetig in einer Menge 2. Kategorie. Konver- 
gieren die U, (x) einer (r,)- bzw. (r,)-Menge in einer Menge R 2. Kategorie, so ist 
{U,„} gleichgradig bzw. gleichmäßig gleichgradig stetig, in R konvergent und die 
Grenzabbildung ist stetig bzw. gleichmäßig stetig in R. Eine Folge U,, einer (r,)- 
Menge ist entweder nur in einer Menge 1. Kategorie oder mindestens in einer Kugel 
konvergent. Bildet {U,, (x)} für jedes feste p eine (r,)-Menge K, und existiert für 
jedes feste p ein x,, in dem die U, nicht gleichgradig stetig sind, so gibt es eine Menge 
R, deren Komplement von 1. Kategorie ist, in der die Folgen U, für jedes p und alle 
ze R divergent sind. Es gelten analoge Sätze für Nichtbeschränktheit statt der 
Divergenz. Ist X zusammenhängend, Y ein Banachraum und gehört U, einer 


(r,)-Menge an, die mit U stets A U, A reell, enthält, so ist die Menge der Punkte mit - 


lim ||O,(&)|| <oo von 1. Kategorie oder gleich X. Die Voraussetzung, daß Y 
Nn>0o 


ein Banachraum ist, kann in gewisser Weise abgeschwächt werden, doch gilt der 
_ Satz nicht für beliebige vollständige metrische Räume Y. Es werden Anwendungen 
gemacht auf die additiven Abbildungen eines X, das noch eine Pseudogruppen- 
struktur hat, in einen F-Raum, wobei sich Verallgemeinerungen bekannter Sätze 
vom hier betrachteten Typ ergeben. Ferner ergibt sich ein neuer Beweis des Satzes 
von Pettis, daß jede additive und schwach u-absolut stetige Mengenfunktion von 
(E, u) in einem Banachraum u-absolut stetig ist [E ein o-Mengenkörper auf einer 
Menge S, u ein totaladditives Maß mit u (8) <oo]. Es folgen Sätze über unbedingt 
konvergente Reihen in F-Räumen und neue Beweise für die Sätze von Mazur und 
Orliez über die Konvergenz von Folgen polynomischer Operationen von F-Räumen 
in F-Räume. @. Köthe (Mainz). 


Alexiewiez, A.: On sequences of operations. II. Studia math. 11, 200-236 
(1950). 


(Teil I: vorsteh. Referat,) X, und X7 seien reelle lineare Räume, in denen Limes- 


begriffe x bzw. ßim Sinn von Fr&chet erklärt sind, die mit der linearen Struktur ver- 
träglich sind. Eine Folge x,€ X, heißt x-beschränkt, wenn für alle d, aus d,—0 stets 
0%, > folgt. Es werden Folgen U, (x) von (X,, X s)-linearen (d.h. linearen und steti- 
gen) Operationen von X,in X7 betrachtet und es wird untersucht, unter welchen Vor- 
aussetzungen die folgenden drei Sätze gelten: I(X,,X,). Ist U,(x) überall P-kon- 
vergent, so ist die Grenzabbildung U(x) (X,, X5)-linear; IL(X,, X5). Ist U,„(x) 
für jedes x -beschränkt und in einer in X, dichten Menge konvergent, so ist U, (&) 
überall S-konvergent. III, (X,, X) bzw. III, (X,, X). Gibt es zu jedem p ein 2, 
so daß die Folge U,, in , divergiert bzw. unbeschränkt ist, so gibt es ein x,, indem 
alle Folgen 'U,,g=1,2,..., divergent bzw. unbeschränkt sind. Es wird zuerst 
eine Reihe von weiteren Postulaten für den Limesbegriff aufgestellt und an zahl- 
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ichen Beispielen verschiedener Konvergenzbegriffe in Banachräumen, Kanto- 
_ rovitchräumen, Räumen meßbarer Funktionen auf ihr Erfülltsein und ihre Un- 
: abhängigkeit untersteht, Diese Beispiele zeigen, daß es Paare X,, X; gibt, in denen 
_ nur einer der Sätze I, II, III, richtig ist. Es wird dann I (X,, X) unter den folgenden 
Voraussetzungen (a,), (&,) a X, und (b,), (b3), (b,) für X, bewiesen: (a,) Ist 

%,—>0, so gibt es Holen A. >92, 0%, mit A, 0,0; (aa)Ist 2, —0, 1 —0, 


so gibt es eine Teilfolge x,, mit 2 55 Any Un, Konvergent; (b,) Zu jeder Folge x, gibt 
=1 


 eseine Folge 9, + 0, sodaß aus I |jA,| <oo die Konvergenz von IA, 9, x, folgt; 
_ (b,) Konvergiert x, nicht gegen 0, so gibt es eine Teilfolge, aus der keine Teilfolge 
gegen 0 konvergiert; (b,) Ist ima,,=0 für a=1,2,...,und A, —0, so exi- 


- stiert eine Folge q, mit lim ss &; Ag; pa = 0; €, beträgt gleich 0 oder 1, w, > p. 


p i=» 
Analoge Sätze werden für II und III abgeleitet. Sie enthalten die bisher bekannten 
Sätze in F- Räumen und Kantorovitchräumen. G. Köthe (Mainz). 


Landkof, N.: Über die Diehte gewisser Systeme harmonischer Funktionen im 
Raume der auf einer Menge stetigen Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 
55,,7—8 (1947) [Russisch ]. 

* Es sei H eine beliebige-abgeschlossene, beschränkte Menge in der 2-Ebene, die 
keine inneren Punkte enthält. C, bedeute den linearen normierten Raum aller 
reellen, stetigen Funktionen f(z) über Z mit der in gewöhnlicher Weise erklärten 
Norm ||f|| = max |f(z)|. Ferner sei {O,}, k=0,1,..., eine solche Folge von 

; zeE 


oo 
Bereichen mit dem Rand r,, daß E=r, wo r= N r, bedeutet, ist und bei 
k=0 


_ dieser Darstellung von E keiner der Bereiche O, weggelassen werden kann. In 
jedem Bereich O, sei ein Punkt £, fixiert. Az bedeute sodann die reelle lineare 
Hülle der Funktionen 


N ee 
(2 — &) (2 — I) Bl, 3 ß 
Die Frage ist, unter welchen Bedingungen die Klasse der harmonischen Funktionen 
 AgCC% dicht in O5 ist. Gleichbedeutend damit ist dieselbe Frage, bei der Az 
mit GE B3 O0, ersetzt 
k=0 


durch die reelle lineare Hülle Z; der Funktionen In Far: 
ist. — Im Gegensatz zu der Behauptung von Walsh [Bull. Amer. math. Soc. 35, 
519 (1929)], wonach A; stets dicht in (7 sei, gibt Verf. folgende Lösung an: Az ist 


[0,0] 
dicht in © genau dann, wenn die offene Menge N O, keine im Sinn von de la 


== 
Vall&e-Poussin [Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., V.S.24, 368—384, 672—689 (1938); 
dies. Zbl.19, 216,20, 130] irregulären Punkte besitzt. Die Fragestellung samt der Lösung 
läßt sich auch auf den 3-dimensionalen Raum übertragen, wenn man unter Ay die 
lineare Hülle der Funktionen H,(z, y,2), k=0,1,..., versteht, wo H,(x, 9, 2) 
jede harmonische Funktion mit einer einzigen singulären Stelle P, bedeutet, 
 P,€0O,, die durch einen Faktor 1/P P, hervorgerufen wird. Daraus ergeben sich 
Henn bereits bekannte Sätze von Keldys und Lavrent’ev [Acad. Sci. URSS. 
Fil. Georgienne, Trav. Inst. math. Tbilissi 1, 165—186 (1937) p. 168; dies. Zbl. 
17, 207]. Svenson (Regensburg). 
Eberlein, W. F.: Banach-Hausdorff limits. Proc. Amer. math. Soc. 1, 662— 
665 (1950). 
m sei der Banachraum aller beschränkten Folgen x = (x, X): . .). 9 sei die 
Halbgruppe aller regulären Hausdorffschen Transformationen von m % sich [eine 


solche Transformation wird durch eine Toeplitzsche Matrix (a,,,) mit a, = 0 
1 


für n>m und ON N ur (1 — u” rda (u) für n Sm gegeben, «(u) 
ö 
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von beschränkter Schwankung in (0, 1) mit « (0)=0, a(1)=1]. Ein Banachscher 

Limes L (x) auf m heißt ein Banach-Hausdorffscher Limes (BH-Limes), wenn er 

die Bedingung L(Hx)=L(«a) für alle HE erfüllt. Ist zEm, so sei 
L,(x)=limx, Z* (2) =lim x,. 

9. sei die Menge aller definiten H€ 9, d.h. der H, diezu nichtfallenden & (u) ge- 


hören. Es sei ferner P,(x)= inf L*(Hx), P_(«) N L, (He). Eıögle 
€ 


He hr : : 
nun: Ein lineares Funktional L (x) auf m ist dann und nur dann ein BH-Limes, 


wenn P_(x) <L(x) <P. (x) für alle «€ m gilt. Es gibt BH-Limites. Notwendig | 


und hinreichend dafür, daß auf «alle BH-Limites übereinstimmen, ist P_ (x) = P+ (x). 
@G. Köthe (Mainz). 

Monna, A. F.: Espaces lineaires A une infinit6 d&nombrable de eoordonnees. 

Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 1548—-1559; Indag. math., Amsterdam 12, 493 — 
504 (1950). 


Verf. überträgt die von O. Toeplitz und dem Ref. entwickelte Theorie der 


linearen vollkommenen Koordinatenräume auf den Fall, daß als Koordinaten statt 


komplexer Zahlen die Elemente eines vollständigen, nichtarchimedisch bewerteten | 


Körpers K genommen werden. Indiesem Fall kann der duale Raum * eines linearen 


Koordinatenraumes A als die Menge aller u = {u,, ug, .. .} mit Zu,x, <oo füralle | 


x = {&,, %,...}€A definiert werden, während im Fall der komplexen Zahlen die 
Bedingung &|u,x,| <oo lauten muß. A heißt vollkommen, wenn A = 4**. Jeder 
vollkommene Raum enthält zu jeder Fundamentalfolge bezüglich der schwachen 
Topologie einen Limes. Neben der schwachen Topologie wird auch die starke Topo- 
logie betrachtet. Die Frage der Erweiterung einer auf einem linearen Teilraum er- 
klärten schwach topologisch stetigen Limesfunktion auf den ganzen Raum macht 
Schwierigkeiten. Die Erweiterung ist möglich im Fall diskreter Bewertung, jedoch 
nicht immer im Fall überall dichter Bewertung. Der Raum o, der beschränkten 
Folgen ist dual zum Raum oder Folgen y, —0. Der Raumo,allergmit 2 |x,j<oo, 
r >1, ist nicht vollkommen, es ist 0X = 0%. Die Möglichkeit der Übertragung 
weiterer Teile der Theorie der vollkommenen Räume auf den vorliegenden Fall 
wird angedeutet. @. Köthe (Mainz). 


James, Robert C.: Bases and reflexivity of Banach spaces. Ann. Math., Prince- | 


ton, II. $. 52, 518-527 (1950). 


Eine Basis eines Banachraumes B ist eine Folge x,€ B, so daß jedes Element 


[6,0] 
x€ B sich eindeutig in der Form N a,x, a,reell, darstellen läßt. Konvergiert 


Ye 


auch jede Umordnung der Reihe gegen x, so heißt {x,} eine unbedingte Basis von B. | 


Mit Hilfe des Satzes von Eberlein wird bewiesen, daß ein Banachraum B mit der 


2 N 
Basis {x,} dann und nur dann reflexiv ist, wenn a) aus sup 5 a, 2 <oo stets 
n 1. 
. r © 
die Konvergenz von Na,x, folgt, und b) für jedes lineare Funktional fauf B 
lim ||f] 


„= gilt, wobei ||f||, die Norm von f auf der abgeschlossenen linearen 


Hülle Bon ist. Ist die Basis von B unbedingt, so ist B reflexiv, wenn | 
B keinen zu (l}) oder (c,) isomorphen Teilraum besitzt oder wenn B und B* keinen 


zu (,) isomorphen Teilraum besitzen oder wenn B** separabel ist. Für nicht un- 


bedingte Basen ist dies nicht richtig. Es wird ein Beispiel eines Banachraumes B 
mit einer Basis gegeben, der ein maximaler abgeschlossener linearer Teilraum von 


B** ist, ferner isomorph B** ist. B ist also nicht reflexiv und B* .B**, Dos 
sind alle separabel. Weder B noch B* hat eine unbedingste Basis. 
@. Köthe (Mainz). 


Babenko, K. I.: Über Basen im Hilbertschen Raume. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. S. 57, 427—430 (1947) [Russisch]. 


=_ 
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%, %, seien Elemente in einem Hilbertraum AH. Satz 1: Sei | 
N N 
= < ” 
| = a, (% — Yr) B = Ip %x 


für beliebige Zahlen a,. Ist nun {x,} eine Basis, so auch {y,}; ist {x,} eine Grund- 
menge, so auch {y,}. Dies verallgemeinert ein Resultat von Paley-Wiener (dies. 
Zbl. 8, 152), S.100. Satz 1 gilt auch für normierte Räume. Ist {x,} ein Ortho- 
normalsystem, so bilden die {y,} eine Rieszsche Basis [vgl. Alltman, Doklady 
Akad. Nauk SSSR,n.S.69, 483—485 (1949)]. Umgekehrt gilt Satz 2: Ist eine Riesz- 
basis fe} vorgegeben, so gibt es endlich viele Basen A (82071028, it 
I EN He |, so daß fx ein vollständiges Orthonormal- 
system ist. [Wie Duffin und Eachus, Bull. Amer. math. Soc. 48, 850—856 
(1942) bewiesen haben, darf dabei sogar n = 1 angenommen werden.) Literatur: 
N. Bari, Mat. Sbornik, n. S. 14, 1—2 (1944); Hilding, dies. Zbl. 30, 396, 32, 
78; B. v. Sz.-Nagy, dies. Zbl. 29, 144. K. Zeller (Tübingen). 

Day, Mahlon M.: Means for the bounded funetions and ergodieity of the boun- 
ded representations of semi-groups. Trans. Amer. math. Soc. 69, 276—291 (1950). 

Soit & un semi-groupe. Les conditions suivantes sont equivalentes: a) Toute 
representation bornde de & dans un espace de Banach est faiblement ergodique 
{au sens d’Eberlein, ce. Zbl. 34, 64). b) Les representations regulieres de & 
[definies en faisant operer 2 par les translations & gauche et ä& droite dans l’espace 
m(2’) des fonctions born&es sur 2] sont faiblement ergodiques. ce) Il existe pour & 
une moyenne invariante, c’est-ä-dire une forme lin&aire sur m (2), positive, invariante 
par les translations & gauche et adroite. — Dans un groupe, l’existence d’une moyenne 
invariante & gauche entraine celle d’une moyenne invariante. L’A. donne divers 
cas d’existence de moyennes invariantes u. Par exemple: a) Il existe un sous-groupe 
invariant H tel que H et @/H possedent des moyennes invariantes. b) X est un 
groupe resoluble: I’A. precise ce resultat connu en prouvant que u peut £&tre 
approchee, en un sens assez fort, par des moyennes ‚‚finies‘ A [i.e. telles que 
A(f) = 2 4(o) f(o), oü A(c) est nulle sauf pour des o en nombre fini]. — Si le groupe 
2 possede une moyenne invariante, toute representation bornee de & dans un 
espace hilbertien est &quivalente & une representation unitaire; la methode suit 
celle donnee par B. v. Sz. Nagy (ce Zbl. 29, 305) quand @ est le groupe des 
entiers ou des reels. J. Dixmier (Paris). 

Nemyeckij, V. V.: Verallgemeinerung der Theorie der dynamischen Systeme. 
Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 3 (37), 47—59 (1950) [Russisch]. 

L’A. distingue dans son rapport trois elasses de systemes dynamiques (8.D.). 
1. Les S.D. topologiques (S.D.T.) dont les trajectoires sont les classes d’&quivalence 
d’un espace topologique suivant une relation d’equivalence ouverte, satisfaisant & 
certaines conditions locales (exemples: les familles regulieres de courbes et leurs 
generalisations, Whitney, Nemyckij) [autre exemple: les variet6s feuilletees]. 
2. Les S.D. generaux (S.D.G.), definis comme groupes localement compacts et 
abeliens d’hom&omorphismes d’un espace topologique (Birkhoff, Zidkov, Mont- 
gomery et Zippin, Hedlund, Gottschalk). 3. Les S.D. ordonnes (S.D.O.) de- 
finis comme groupes ordonnes d’hom&omorphismes d’un espace topologique (Bar- 
basin). Pour chacune de ces classes lI’A. donne ou rappelle des definitions et 
des proprietes (topologiques) des trajectoires (stabilite, recurrence, dispersion, ete...). 
Alors que la theorie des S.D.G. est devenue classique on connait mal les relations 
entre S.D.G. et S.D.O. Les seuls S.D.T. qui aient ete etudies d’une fagon appro- 
fondie sont ceux dont les trajectoires sont des courbes. Reeb (Strasbourg). 

Kat£tov, Miroslav: A theorem on the Lebesgue dimension. Casopis Mat. 
Fys., Praha %5, 79—87 und tschechische Zusammenfassg. 87 (1950). 

Es sei C ein kommutativer Ring mit Einselement e, in welchem für jedes ze € 


mit$ <1i 
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und jedesreelle A ein A «definiert ist, das den üblichen Axiomen genügt; weiter seil 
gleichzeitig ein Hausdorffscher topologischer Raum derart, daß die Operationen 
© + y, xy und Ax stetig sind. Dann heiße C ein analytischer Ring. Ein Unterring 
C, von CO heiße algebraisch abgeschlossen, wenn Ae€ C, für jedes A und aus @" + 
aaıt...+0,=0,0,€0,xE0 folgt ze O,; ist außerdem C, = C,, so heiße | 
CO, analytisch abgeschlossen. Ist M eine Menge von Elementen aus C, so existiert | 
der kleinste, analytisch abgeschlossene Unterring C, von 0, welcher M enthält; 
C, heißt durch M analytisch erzeugt. Die kleinste Mächtigkeit einer C analytisch 
erzeugenden Menge M CC heißt die analytische Dimension von ©. Die kleinste | 
Mächtigkeit m derart, daß jede abzählbare Menge N CC enthalten ist in einem | 
durch eine Menge M CO einer Mächtigkeit < m analytisch erzeugten (,, heißt die | 
analytische Pseudodimension psdim €. Ist P ein vollständig regulärer Raum, so 
sei C (P) der analytische Ring, der aus allen beschränkten (reell-wertigen) Funk- 
tionen f mit dem Definitionsbereich P besteht; seine Topologie sei die durch die | 
Norm |f| = sup |f(t)| erzeugte. Ist P bikompakt und Hausdorffsch (also normal), 
so zeigt Verf., daß die Lebesguesche Dimension dim P = psdim C'(P) ist. Dieselbe 
Gleichung gilt auch dann, wenn P ein beliebiger vollständig regulärer Raum ist, 
falls man dim P als die Lebesguesche Dimension der Cechschen (bikompakten, 
normalen) Erweiterung ß P von P definiert [diese Definition ist vernünftig; denn | 
es gilt dim M < dim P, falls M normal abgeschlossen ist in P, d.h. M abgeschlos- 


oo 
senin P und jedes f€ O(M) eine Erweiterung F€ O(P) besitzt;ist P= U 4, mit 
n=1l 
normal abgeschlossenen A,, so ist dim P = sup dim 4,]. Nöbeling. 


Praktische Analysis: 


e Grinter, L. E. (Arranged and edited by): Numerical methods of analysis in 
engineering (Suecessive correetions). — A publication resulting from a symposium 
held at Illinois Institute of Technology, Chicago, Ilinois. New York: The MacMillan 
Company, 1949. XVI, 207 p. $ 5,80. 

Lonseth, Arvid T.: An extension of an algorithm of Hotelling. Proc. Berkeley 
Sympos. math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946), 335 — 
358 (1949). 

Sind X, U, zwei nichtsinguläre Matrizen, ® eine Matrix, deren Norm kleiner 
als 1 ist, € die Einheitsmatrix und ist 1X= (E—-B)N, so gilt A1= lim €, 


N— 00 


mit &,, =, 2E-AL,), &,= AT. Dieser Satz wurde von Hotelling (Ann. 
math. Statist. 14, 1—34 und 440—441 (1943)] zur Lösung linearer Gleichungs- 
systeme durch Iteration benutzt. Verf. verallgemeinert das Verfahren unter An- 
gabe einer Fehlerabschätzung auf beliebige lineare Räume und wendet es auf Vol- 
terrasche und Fredholmsche Integralgleichungen zweiter Art an. Anm. des Ref: 
Das Hotellingsche Verfahren wurde wohl zuerst von G. Schulz [Z. angew. Math. 
Mech. 13, 57—59 (1933)] angegeben. Weissinger (Hamburg). 
Hotelling, Harold: Praetical problems of matrix caleulation. Proc. Berkeley 
ee Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946), 275— 
Überblick über die Möglichkeiten, das Produkt von Matrizen, die Inverse so- 
wie die Bigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix zu bestimmen. Nach Erörterung 
verschiedener mechanischer und elektrischer Geräte wird die Inversenbildung nach 
dem Iterationsverfahren von Hotelling (s. vorsteh. Referat, l. e.) sowie durch Unter- 
teilung der Matrix (partitioning), ferner die Möglichkeit einer Tabellierung be- 
sprochen. Beim Eigenwertproblem wird vor allem auf das Iterationsverfahren so- 
wie eine auf dem Cayley-Hamiltonschen Satz fußende Methode von Bennett näher 
eingegangen. Weissinger (Hamburg). 
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Grossman, D. P.: Zum Problem der numerischen Lösung von Systemen 
' simultaner linearer algebraischer Gleichungen. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 3 (37), 
-87—103 (1950) [Russisch ]. 

5 The author studies the method of solving a system of linear equations proposed 
by Fox, Huskey and Wilkinson (this Zbl. 33, 285). If the principal minors are 
all distinet from zero and are not small in comparing with the others, he proposes 
asimplification of the method of erossed multiplication. The author proves the mathe- 

 matical equivalence between the method of Morris and the method of orthogonal 

 vectors proposed by Fox, Huskey and Wilkinson for the case of non-symme- 
trical matrices. He gives also several remarks about the comparation of different, 
methods for numerical solutions of linear equations. Hua (Peking). 

Hamilton, H. J.: A type of variation on Newton’s method. Amer. math. 

Monthly 5%, 517—522 (1950). 
‚ This paper is concerned with a variation of Newton’s method for successive 
approximations to a root 2* of P(z)—= 0 after a first approximation 2, has been 
chosen. Here a function f(z) is associated with ®(z) such that, if z, is sufficiently 

Bee Band rare, Ara nsthön!- zZ, ar wih Ree 

O [e&._1 — 2**]; ke ZI E. Frank (Chicago, Ill.). 

Varoli, Giuseppe: Sopra un metodo di iterazione per la risoluzione approssimata 
delle equazioni. Periodico Mat., IV. S. 28, 44—51 (1950). 

Da in der Foskunäkhernatisehen Teratar die Kriterien (bzw. ihre Beweise) 
für die Lösbarkeit der Gleichung & = »(x) durch Iteration anscheinend unbe- 
kannt sind, füllt Verf. diese Lücke aus. Weissinger (Hamburg). 

Kantorovit, L. V.: Über spezielle Verfahren zur numerischen Integration ge- 
- rader und ungerader Funktionen. Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. Steklov 28, 

3—25 (1949) [Russisch ]. 


Wendet man die Gaußsche Quadraturformel (Quf.) ) auf 2 f(xz)dz mit 2n 


Abszissen an, für in (—1, 1) definiertes gerades und hinreichend c oft differenzierbares 
f(x) bzw. für in (0, 1) definiertes f, welches sich zu einer in (—1, 1) geraden Funktion 
(mit hinreichenden Differenzierbarkeitseigenschaften für x = 0) ergänzen läßt, 


1 1 
1 
dann folgt wegen St&) de=y /f: f(x) dx und den Symmetrieeigenschaften der 
ö 21 


1 
Koeffizienten der Quf. eine Näherungsformel für f f(x) de mit n Abszissen, welche 
0 


' für (gerade) Polynome vom Grade <4n— 2 noch exakt ist. Ähnliche Bemer- 

kungen für ungerade und periodische Funktionen, auch für die Formeln von Cotes. 

Angabe der numerischen Werte für Abszissen und Koeffizienten in allen Fällen bis 

n—=8 einschließlich. Entsprechende Modifikationen für die Abschätzung der 
1 


Fehlerglieder. Integrale der Gestalt a f(p(x)) g(z) dx [f(x) analytisch, @(0) = 0, 
Ö 


(1) =1, p(x) differenzierbar und monoton, g(x) >0, integrierbar] lassen sich 
1 


durch eine einfache Transformation auf Integrale f f(y) p(y) dy mit positivem 
0 


Gewicht p(y) zurückführen, welche man vermöge einer von Steklov gegebenen 
Quf. berechnen und woran man die analogen Bemerkungen wie früher knüpfen kann. 
— Mehrfache Integrale lassen sich vermittels Polarkoordinaten auf die betrachteten 
Fälle zurückführen. Anwendung der Quf. auf Integralgleichungen 2. Art, wobei 
je nach dem, ob der Kern und die auftretenden Funktionen gerade oder ungerade 
sind, zahlreiche Fälle zu unterscheiden sind. Berechnung von Beispielen, u. a. 
das vollständige elliptische Integral 3. Gattung. Schmetterer (Wien). 
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Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. Steklov 28, 26—32 (1949) [Russisch]. 
b 


Angenäherte Berechnung von Integralen der Gestalt il f(x) @(&, x) de mit 


a 
9(x,x) =sin «x, cos& x oder er +i9® („= y(a)<0). Hierzu approximiere man f(«) 
hinreichend genau durch ein Polynom P,„ n-ten Grades, welches in n +1 äqui- 


d 
distanten Stellen mit f(x) übereinstimmt. ii P„eP(a,y)dy läßt sich nach Cotes- 
a 


Steklov in der Form (b—a) 5 B,y, darstellen; B,= B,(a,a,b). Angabe von 
i=0 


Beispielen. Schmetterer (Wien). 
Greenwood, Robert E.: Numeriecal integration for linear sums of exponential 
funetions. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 20, 608—611 (1949). 
Die gebräuchlichen Regeln für die numerische Integration sind etwa von der 
Form 


1 n 
() Stea)dae» 2.10 fa), 
—1 v=0 
wobei die Abszissen gleichmäßig auf das Integrationsintervall verteilt sind, 
am) = —1+2vn, v=0,1,2,...,n, und die Koeffizienten A” in bestimmter 


Weise gewählt sind. Verf. bestimmt die Koeffizienten bei beliebig, aber fest vor- 
gegebenen Funktionen g,(x) so, daß die n + 1 Gleichungen 
N 


1 
(2) [ 9n(2) de= 2, 19 9, (2), m = 0,1,2,...,n 
—1 v— 


gelten. Formel (1) ist dann exakt für Funktionen f(x), die lineare Kombinationen 
dieser Funktionen g,(x) mit konstanten Koeffizienten sind. Speziell ergeben sich 
für g,(2) = @”, m=0,1,...,n, die Gewichte A® der Newton-Cotesschen Nähe- 
rungsformel. Verf. gibt die Koeffizienten A” an speziell für g,,(x) = e”® mit 
m=(,1l,..,n und m—=—k,—-k +1,..,„k-1,k, ‘also n= 2k, schätzt den 
Fehler ab und berechnet für spezielle Beispiele das Integral (1) nach diesen beiden 
Näherungsverfahren, sowie nach Newton-Cotes und zur Kontrolle noch exakt auf 
8 Stellen genau. Heinhold (München). 

Tollmien, W.: Über das Restglied der Mittelwertformeln für angenäherte Qua- 
dratur. Z. angew. Math. Mech. 29, 193—198 (1949). 

Mit einfachsten Hilfsmitteln werden die Restglieder der Mittelwertverfahren in 
Integralform hergeleitet. Verf. zeigt, daß die sonst üblichen Fourierentwicklungen 
der periodischen Bernoullischen Funktionen entbehrlich sind. Die Restglieder ent- 
halten von den zu integrierenden Funktionen Ableitungen beliebig wählbarer Ord- 
nung. E. Weinel (Jena). 

Beard, R. E.: On the coeffieients in the expansion of e* and e-«, J. Inst. 
Actuar., London %6, 152—163 (1950). & 

Während sich die Koeffizienten A, und K, in der Entwicklung von 


” ir T. 
ee = er! (i + = 45 N) bzw. ee (i -+ = I = 
für r <26 entweder direkt aus der Formel 
n” m 
A en bez. Rn (= 1,2,.%) 


n 
oder mittels der tabellierten reduzierten Differenzen AP 0’/p! bequem berechnen 
lassen, ist ihre Bestimmung für größere r mühsam. Da das Verhalten der Ko- 
effizienten A, und K, aber gerade auch für diese Werte von Interesse ist, entwickelt 
Verf. für beide Koeffizienten Näherungsformeln. Georg Friede (Göttingen). 


a: 
De 
* | 


Nikolaeva, M. V.: Über die angenäherte Berechnung oseillierender Integrale. 
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: Kostäl, Rostislav: Sur une methode pour P’analyse des oseillations. Casopis 
Mat. Fys., Praha 74, Nr. 4, 325—327 und französ. Zusammenfassg. 327—328 (1950) 
[Tschechisch]. 
Eine Methode zur Analyse einer Kurve, die aus zwei gewöhnlichen Sinus- 
schwingungen zusammengesetzt ist. Benutzt wird dabei die Folge der 2n-ten Ex- 
trema dieser Funktion; d. h., wenn man alle Extrema, bei irgendeinem beginnend, 
‚durchnumeriert, die Folge aller derjenigen Extrema, deren Nummer durch eine 
vorgegebene gerade Zahl teilbar ist. K. Stumpff (Göttingen). 

Böhmer, P. E.: Zu 6. Hamel: „Zur Fehlerschätzung bei gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen“. Z. angew. Math. Mech. 29, 337—341 (1949). Z. angew. Math. 
Mech. 30, 335—336 (1950). 

Verf. bemerkt zu der genannten Arbeit von G. Hamel (dies. Zbl. 34, 378), 
daß die dort mit C,, bezeichneten Koeffizienten der folgenden Beziehung genügen: 


2a nm +(n—1-oa)(, „ =r(,: 


mit deren Hilfe sie leicht rekursiv berechnet werden können. Gröbner. 

‚Kantorovi@, L. V.: Zur allgemeinen Theorie der Näherungsmethoden in der 

sE . . 

Analysis. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 957—960 (1948) [Russisch]. 

Ein Versuch, eine allgemeine Theorie der Näherungsmethoden der Analysis aufzustellen, 
die sowohl die Näherungslösungen der gewöhnlichen sowie der partiellen Differentialgleichungen 
und der Integralgleichungen als auch die der unendlichen algebraischen Gleichungssysteme um- 
faßt. Das wesentliche Kennzeichen ist dabei, daß die genaue und die Näherungsgleichung in 
verschiedenen Räumen erfaßt werden, wie es obigen Anwendungen entspricht. Unter gewissen 
Voraussetzungen wird eine Reihe von Sätzen bewiesen, die es gestatten, von der Lösbarkeit 
der einen Gleichung auf die der anderen und umgekehrt zu schließen sowie auf den Grad der 
Annäherung der Lösung der genauen Gleichung durch die Lösung der Näherungsgleichung. 
Seien U = {u} und V = {v} zweilineare normierte Räume, desgleichen U = {ü} und V = {ö} 
zwei andere ebensolche Räume. Es wird angenommen, daß ein aus U herausgegriffener Unter- 
raum U’ isomorph zu U sei vermöge der linearen Operation a = pw. Entsprechendes gelte 
für V: 5=yor. (l) Ku=v sei die genaue, (2) K@—=ö die Näherungsgleichung. Voraus- 
gesetzt wird: a) |Kpu’ —yKul| < e|w|| für w €U’; b) für jedes u € U gibt es ein w" EU’, 
so daß |yKu—yKu'||< e ||Kw||, |w|| <M ||Ku||. Dann gilt erstens: Kennt man den 
Grad der Annäherung der Lösung u* der Gleichung (1) durch Elemente aus U’, d.h. gilt 
|\u* — w’|| < e; ||u*|], w € U’, und existiert K-!, so ist 

u - "|< [a +(eAdl+e)+&|y Kl | IR Ie*| 

d. h. die Lösung von (2) erlaubt eien angenäherte Lösung von (1) zu konstruieren. Zweitens: 
Hat man eine Folge von Näherungsgleichungen des Typus (2), in welchem Falle die Größen 
I'pll, IIyll» & &ı, &, M und die Räume U, U’, V, V’ von einem Index n abhängen, so gilt der Kon- 
vergenzsatz: Existiert K-! und ist K so beschaffen, daß aus der Existenz einer Lösung von 
(2) bei beliebigem ihre Einzigkeit folgt, und gilt endlich 


lim 4 |ol| vll lle+2(d+|ylD)] =0, im alytl=0, 
n>XO Nn>XO 


so konvergieren die Näherungslösungen gemäß der Norm zur genauen Lösung: 
lim ||e=1(@*) —u*| = 0. 
Nn>XO 
Angedeutet wird ferner, daß sich die Ergebnisse auch auf Gleichungen zweiter Artu— /)Hu=v, 
a —AHü= ö, wobei die Operatoren H und H entsprechenden Bedingungen unterworfen sind 


und auf Gleichungen der noch allgemeineren Art Gu— 7) Tu=v, yEp!ü—) Tü = 5 mit 
einem umkehrbaren Operator @, der U in V und U’ in V’ überführt, übertragen lassen. Ebenso 
werden am Schluß einige Anwendungen auf unendliche Gleichungssysteme vom Typus von 


H.v. Koch 
[0,0} oo s 
u 5 u u=b, i=12.., 3 au<+t®, 2 b<to, 


und auf homogene lineare Integralgleichungen zweiter Art andeutungsweise erwähnt. 
Svenson (Regensburg). 
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Panov, D. Ju.: Über die angenäherte numerische Lösung von Randwertauf- 
gaben nichtlinearer partieller Differentialgleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. 8. 55, 13—15 (1947) [Russisch]. 

Sucht man bei Randwertaufgaben einer nichtlineraen Differentialgleichung 
diese durch ein System von Differenzengleichungen zu ersetzen, so fallen diese 
naturgemäß auch nichtlinear aus. In einzelnen Fällen lassen sich Methoden an- 
geben, die die Lösung eines solchen Systems erleichtern und beschleunigen. In 
diesem Sinn gibt Verf. folgendes Verfahren an. Das zu lösende Gleichungssystem 
Bei (2,0 eyn,) = O1, 21, Rüreinen Bereich D, a, <x, sb, 
gebe es eine Funktion ®(x,, 2, ...,%,), die stetige partielle Ableitungen 3. Ord- 
nung besitzt, so daß 8D/0x, = F,(&, %y .-»%,» = 12%... innerhalb D gilt. 
Ferner habe das Gleichungssystem in D eine eindeutige Lösung, und die quadratische 


Form 
N N oO 
02 
sei positiv definit für alle Wertesysteme x, %, . . ., &, innerhalb von D. Ist dann 


die Ausgangsnäherung hinreichend gut, so konvergiert folgendes Iterationsverfahren, 
das gewissermaßen eine Verbindung der Newtonschen und Seidelschen Methoden 
darstellt (letztere zur Lösung eines linearen Gleichungssystems, dessen K.oeffizienten- 
matrix eine positiv definite quadratische Form liefert [L. Seidel, Abh. Bayer. Akad. 
Wiss., II. Kl. 81 (1874)]), und eignet sich zur praktischen Verwendung, indem es 
die zur numerischen Lösung notwendige Anzahl der auszuführenden aufeinander- 
folgenden Schritte gegenüber den anderen Verfahren herabsetzt: Man berechnet 


die aufeinanderfolgenden Näherungen z(®9, m =1,2,...., aus den Gleichungen 
oF,/ (m+1 Zul ( ) (m+1) (m) 
x, (2° h och) a R en, an. Ro 2) (2” —% ) 
ER, N Ru ar > a a, A «)) — Sr Ele een 


Das Verfahren wird durch Angabe eines Beispiels zahlenmäßig illustriert. 
Svenson (Regensburg). 

Fox, L.: The numerical solution of elliptie differential equations when the 
boundary conditions involve a derivative. Phil. Trans. R. Soc., London, A 242, 
345—378 (1950). 

Die Veröffentlichung ist eine aus einer Reihe, in der Verf. über seine Rechen- 
erfahrungen und -fortschritte berichtet. Die mehrfach erörterte Methode, Diffe- 
rentialgleichungen durch Differenzengleichungen zu ersetzen und durch Relaxation 
zu lösen, wird hier auf Randwertprobleme 2. Art übertragen, wo die Eingliederung 
der Randgleichungen in das Gleichungssystem zusätzliche Interpolationen erfordert. 
Insbesondere werden Gleichungen vom elliptischen Typ von 2. und 4. Ordnung 


(Elastizitätstheorie) behandelt und an Beispielen erläutert. Sodann berichtet Verf. 
über das „w-v-Verfahren“, das für Scheibenprobleme bei gegebenen Randver- 


schiebungen und für Plattenprobleme bei gegebenen Randkräften in Betracht 
kommt, geht auf die Besonderheiten gemischter Randwertprobleme ein und er- 
örtert- auch den Fall der gekrümmten Ränder, der sehr viel mühsame Arbeit er- 
fordert. (Beispiel: ein in der Mitte verjüngter Zugstab.) Schließlich gibt der Verf. 


Beispiele für das Verfahren von Richardson (1910), der durch Kombination 


zweier mit verschiedener Maschenweite gefundener Lösungen eine dritte, sehr 
viel bessere, erhält; er weist aber auf die unbefriedigende Tatsache hin, daß dieses 
Verfahren keine Genauigkeitsabschätzung gestattet, es sei denn, man kombiniere 
es mit dem zuerst geschilderten, wo man durch die Benutzung der höheren Diffe- 
renzen bei den späteren Schritten die Approximation beliebig weit treiben kann. 
Eine allgemeine Bemerkung über die Genauigkeit von Näherungslösungen rundet 
(die Arbeit ab. Marguerre (Darmstadt). 
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@ Boulanger, Georges R.: Contribution ä la theorie generale des abaques A 
plans superposes. Preface de M. Frechet. Bruxelles: Robert Louis 1949; Paris: 
 Gauthier-Villars 1949. 117 p. 1200 fr. 

Die als Dissertation erschienene Arbeit enthält eine allgemeine und abstrakte, 
aber eingehende Theorie solcher Rechentafeln, die durch Überlagern von durch- 

‚sichtigen Ebenen entstehen, auf welche bezifferte Scharen von Kurven gezeichnet 
sind. Skalen werden nicht benutzt. Die gegenseitige Lage der Ebenen wird dadurch 
fixiert, daß gewisse Kurven sich berühren sollen oder auch drei Kurven durch einen 
Punkt gehen. Einige solche Kontakte werden eben nur zur Bestimmung der Lage 
der Ebenen benutzt, andere dagegen zur Ablesung der Werte der dargestellten ver- 
änderlichen Größen. Wenn die Anzahl der Veränderlichen N ist, diejenige der be- 
‚nutzten Ebenen n, so bestehen die Ungleichungen 6n— 4 <N <9n-— 6. Daraus 
folgt, daß Beziehungen zwischen 4, 5, 6, 7 oder 13 Veränderlichen nicht direkt dar- 
stellbar sind. Zur Erleichterung der Betrachtungen werden Symbole entwickelt. 
Mittels derselben lassen sich u. a. äquivalente Beziehungen zwischen den zu be- 
nutzenden Ebenen bzw. zwischen Gruppen von solchen aufstellen. Die Fälle n = 3 
und n = 4 werden erschöpfend behandelt. Beispiele von Rechentafeln werden nicht 
gegeben. Nyström (Helsinki). 

e Meyer zur Capellen, W.: Integraltafeln. Sammlung unbestimmter Integrale 
elementarer Funktionen. Berlin, Göttingen, Heidelberg: Springer-Verlag 1950. 
VIII, 292 S. Ganzleinen DM. 36,—. 

Queste tavole di integrazione contengono circa 3000 integrali, ordinati accurata- 
mente in modo da renderne assai facile la consultazione. Molto spesso sono date 
formule ricorrenti 0 sono indicati accorgimenti che permettono al lettore di adattare 
irisultati anche a casi non strettamente contemplati nelle tavole. La facilitä della 
consultazione e la nitidezza della veste tipografica rendono queste tavole particolar- 
mente utili ai tecnici, agli ingegneri e ai cultori delle matematiche applicate (chimici, 
fisiei, naturalisti ece.) — Il libro inizia richiamando le regole di integrazione e 
dando le istruzioni per l’uso delle tavole; si ha poi un capitolo dedicato agli inte- 
grali delle funzioni algebriche, dove vengono considerate successivamente le fun- 
zioni razionali, le irrazionali e quelie funzioni algebriche che conducono a integrali 
ellittiei. Si hanno poi capitoli dedicati agli integrali delle funzioni trascendenti- 
(esponenziali, logaritmiche, trigonometriche, iperboliche, ecc.) e agli integrali di 
prodotti di funzioni algebriche con trascendenti e di trascendenti fra loro. I] libro 
termina riportando gli sviluppi in serie di talune costanti e funzioni particolarmente 
importanti. Sandro Faedo (Pisa). 

e Gröbner, W. und N. Hofreiter: Integraltafel. L.: Unbestimmte Integrale. 
Wien und Innsbruck: Springer-Verlag 1949. VIII, 166 S. DM. 18,—. 

Die vorliegende Integraltafel ist eine Überarbeitung der als Notdruck 1944 in Braunschweig 
erschienenen Tafel. Wie diese ist sie auch in Schreibschrift in sehr übersichtlicher Anordnung 
vervielfältigt. Die Neubearbeitung hatte vor allem das Ziel, die Aufteilung dieses I. Teiles, 
der die unbestimmten Integrale enthält, der des II. Teiles, der den bestimmten gewidmet ist, 
anzugleichen. Beide bilden jetzt ein einheitliches Ganzes. Sie sind nicht nur ein Nachschlage- 
werk, sondern geben auch an einigen Stellen brauchbare Methoden zur Berechnung der Integrale 
an, die man zur Auswertung nicht aufgezeichneter, den angegebenen ähnlicher Integrale an- 
wenden kann. Der umfangreiche Stoff ist in drei Abschnitte nach der Beschaffenheit des Inte- 
granden aufgeteilt. Der erste behandelt Integrale mit rationalen Integranden, der zweite solche 
mit algebraisch-irrationalen und der letzte solche mit transzendenten Integranden. Unter 
anderem enthält der zweite Teil die elliptischen Integrale in der Legendreschen und in der Weier- 
straßschen kanonischen Form, Integrale von x und Wurzel aus einem Ausdruck 3. bzw. 4. Grades 
in x und ihre Umrechnung auf die kanonische Form, ferner hyperelliptische Integrale. Im 
dritten Abschnitt findet man Integrale, in deren Integranden Exponential-, logarithmische, 
trigonometrische, hyperbolische, Arkus- und Area-Funktionen vorkommen, ferner solche, deren 
Integranden Weierstraßsche oder Jacobische elliptische Funktionen enthalten. Die Anordnung 


in den Unterabschnitten ist so, daß es bei einiger Übung nicht schwer ist, ein gesuchtes Integral 
zu finden. — Bei Vollständigkeit der Tafel, soweit diese überhaupt erreichbar ist, wäre die Über- 
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sichtlichkeit und Handlichkeit verloren gegangen und der Umfang der Tafeln zu groß geworden. 
Zur Abkürzung trägt bei, daß die Formeln im einzelnen so angegeben sind, wie das in der Funk- 
tionentheorie analytischer Funktionen einer komplexen Veränderlichen üblich ist, so daß alle 
Funktionen reeller Veränderlicher, die man aus ihnen auf verschiedenem Wege ableiten kann, 
in einer Formel zusammengefaßt sind. Trotzdem mußten die Verf. auf Grund praktischer Er- 
fahrung noch eine passende Auswahl der häufiger vorkommenden Integrale treffen. ‚Das ist 
sehr geschickt geschehen, so daß man im allgemeinen finden wird, was man braucht. Wie schon 
der Notdruck, wird daher auch die vorliegende Neubearbeitung sich in der Praxis bewähren. 
Willers (Dresden). 


© Gröbner, W. und N. Hofreiter: Integraltafel. H.: Bestimmte Integrale. 
Wien u. Innsbruck, Springer-Verlag 1950. VI, 204 S. DM. 24,—. 

Für den zweiten Teil der Integraltafel war mehr noch als für den ersten eine geeignete Aus- 
wahl aus dem umfangreichen Material notwendig. Vor allem enthält er daher solche Integrale, die 
sich nicht in unbestimmter Form integrieren lassen, deren Wert oder deren Parameterfunktion 
sich aber für spezielle Grenzen angeben läßt. Außerdem wurden aber auch Integrale einiger 
schon im ersten Teil unbestimmt integrierter Funktionen für bestimmte Grenzwerte aufgenommen, 
falls diese häufig vorkommen.‘ Um trotz der unbedingt erforderlichen Auswahl möglichst viele 
Integrale aufzunehmen, wurden durch Einführung von Parametern Einzelintegrale zusammen-. 
gefaßt. Gelegentlich sind allerdings zu diesen allgemeinen Formeln solche für spezielle Para- 
meterwerte hinzugefügt. Vielfach ist zu den Integralen ein Weg angegeben, auf dem man ihren 
Wert berechnen kann, der auch dazu dienen kann, den Wert gleichartiger Integrale zu finden. 
Der Geltungsbereich der Formeln und der in ihnen auftretenden Parameter ist stets angegeben. 
Einteilung und Anordnung schließt sich der im ersten Teil benutzten an. Ein erster Abschnitt 
bringt die Integrale mit rationalen Integranden. In diesem sind Einzelabschnitte den Integralen 
verschiedener Orthogonalpolynome gewidmet. Der zweite behandelt Integrale mit algebraisch- 
irrationalen Integranden. Inihm werden auch Integrale der elliptischen Funktionen angegeken.. 
Der umfangreiche dritte Teil behandelt Integrale, in deren Integranden elementare transzen- 
dente Funktionen vorkommen, so die Exponentialfunktionen (hier ist die Laplace-Transtor- 
mation berücksichtigt), die logarithmische, trigonometrische, hyperkolische, Arkus- und Area- 
Funktionund Kombinationen aus ihnenundrationalen oder algebraisch-irrationalen Funktionen. 
Ein vierter Abschnitt behandelt die Eulerschen Integrale und ein letzter Integrale von Zylinder- 
funktionen. Wie im ersten Teil sind die Formeln nicht gesetzt, sondern in außerordentlich über- 
sichtlicher Weise in geschriebenem Text vervielfältist. Auch die im zweiten Teil getroffene 
Auswahl scheint sehr geschickt zu sein. Das gesamte Werk wird sich sehr bald einführen und für 
jeden rechnerisch arbeitenden Wissenschaftler unentbehrlich sein. Willers (Dresden). 


NejSuler, L. Ja.: Über optimale dreidimensionale, dreigliedrige Tafeln von 
Funktionen von drei Veränderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 64, 763— 
766 (1949) [Russisch]. 

Verf. setzt seine umfangreiche Serie von Arbeiten über die Tabellierung von 
Funktionen fort [z. B. dies. Zbl. 29, 145, 146; 34, 68; Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.S. 61, 791—793 (1948); Izvestija Akad. Nauk SSSR, Otd. techn. Nauk Nr. 8 
(1948), zitiert als I usw.] und behandelt insbesondere die Frage nach der günstigsten 
Tabellierung mehrvariabliger Funktionen der Form (1) D(f,(z, %;); fo(%, &))- 
i,j, k, eine Permutation von 1,2,3. Es wird eine Bedingung aufgestellt, welche 
hier nicht wiedergegeben werden kann, die unter anderem für eine Funktion dreier 
Veränderlicher das Erfülltsein zweier partieller Differentialgleichungen vierter 
Ordnung erfordert und damit die Darstellung der Funktion in der Gestalt (1) sowie 
eine gewisse Form der Tabellierung gewährleistet. Manche Details stützen sich 
insbesondere terminologisch auf die Ref. unzugängliche Arbeit I. Schmetterer. 

6 Michael, W.: Ortskurvengeometrie in der komplexen Zahlenebene. Basel: 
Birkhäuser 1950. 93 S. Geb. Fr. 11,50. 

„Ortskurven‘ werden in der Elektrotechnik vielfach benutzt; es handelt sich 
um eine Art von Nomogrammen, welche aus elementaren Abbildungen der Funk- 
Yonentheorie entspringen: die Funktionsleitern werden von algebraischen — ja 
sogar rationalen — Kurven getragen. Die rationale Funktion R(@), = DiN2:0 
werde allein für reelle Werte z= x studiert; sie liefert dann bei i. a. komplexen 
Koeffizienten die Parameterdarstellung der Ortskurve, die von der Ordnung m + n 
oder 2n ist, je nachdem m >n oder m <n gilt. Diese Kurve ist bei allgemeinen 
Koeffizienten des Nenners n-fach zirkulär, dagegen nur (rn — v)-fach, wenn der 
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Nenner einen reellen Faktor »-ten Grades abzuspalten erlaubt. — Auf dem Wege 
zu diesem Hauptergebnis wird, vom Rechnen mit komplexen Zahlen aufbauend, 
besondere Beachtung den Geraden, Kreisen und Kegelschnitten als Ortskurven- 
trägern gewidmet; manches wäre dabei nicht unwesentlich zu vereinfachen, wenn 
die Grundeigenschaften der linearen gebrochenen Abbildung benutzt würden, an- 
statt zu rechnen. Anderseits findet man hier die Eigenschaften der Kegelschnitte 
von der Seite des Komplexen her entwickelt, mit einigen hübschen und neuartigen 
Wendungen. Es sei etwa die geometrische Deutung der Partialbruchzerlegung her- 
vorgehoben. Weiter werden, der allgemeinen quadratisch-gebrochenen Funktion 
entsprechend, besonders bizirkulare Quartiken und zirkulare Kubiken sorgfältig 
erörtert. — Das Buch steht an einer Vierländerecke, von Funktionentheorie, Alge- 
braischer Geometrie, Nomographie und Elektrotechnik; es hat etwas Reizvolles für 
jeden der Anrainer und darf als ein verdienstliches Werk anerkannt werden. 
Egon Ullrich (Gießen). 

Belgrano, J.: Darstellung von Reihen von Tafeln mit doppeltem Eingang durch 
ein verzweigtes Nomogramm. Bestimmung der Möglichkeit und Konstruktion des 
Nomogramms. Gac. mat., Madrid, I. Ser. 2, 220—226 (1950) [Spanisch]. 

„’ e Haasbroek, N. D.: Nomographie. Amsterdam: N. V. Wed. J. Ahrend & 
Zoon, 1949. XII, 288 S. mit 111 Fig. Geb. 15,— fl. [Holländisch]. 

e Adams, D.P.: An index of nomograms. New York: Wiley 1950. X, 174 p. 
$ 4,00. 

e Description of a relay cealeulator. (Annals of the Computation Laboratory 
of Harvard University, vol. 24.) Cambridge: Harvard University Press 1949. 
XVII, 336 p. $ 8—. 

e Hills, E. J.: A course in the slide rule and logarithms. — Revised edition. 
Boston: Ginn and Company 1950. IV, 108 p. $ 1,40. 

Curtis, A. R.,. J. @. L. Michel and Elizabeth D. Sully: Central projeetion and 
stereoscopie diagrams on the differential analyser. Math. Gaz., London 34, 276—280 
(1950). 

Bei der Anwendung von Differentialanalysatoren brauchen die Eingangslinien 
nicht notwendig ebene Kurven zu sein, man kann auch von gegebenen Raumkurven 
ausgehen. Eine solche wird durch zwei ebene Projektionen bestimmt, insbesondere 
durch ein Stereobildpaar. Die auszuführenden Zentralprojektionen lassen sich als 
kollineare Transformationen mit dem Differentialanalysator selbst herstellen, und 
zwar mittels 6 Integratoren. N yström (Helsinki). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


oe Neyman, Jerzy: First Course in probability and statisties. New York: Henry 
Holt & Co. 1950. IX, 350 p. $ 3.50. 


Da das vorliegende, aus Vorlesungen hervorgegangene Buch nur den ersten Teil eines zwei- 
bändigen Werkes bildet, ist es schwer, ohne genauere Kenntnis des für den zweiten Band ge- 
planten Stoffes ein abgerundetes Urteil zu fällen, zumal der vorliegende Band in Auswahl, An- 
ordnung und Behandlung des Stoffes recht neue, reizvolle Wege beschreitet. Verf. beabsich- 
tigt, sowohl den Studierenden mit allgemeinen Bildungsinteressen, als auch künftigen Spezia- 
listen der mathematischen Statistik, sowie solchen, die sie für Anwendungszwecke benötigen, 
eine Einführung in die mathematische Statistik zu geben, und baut dieselbe auf einer zweck- 
dienlichen Darstellung der Wahrscheinlichkeitsrechung auf. Den Kernpunkt bildet die Dar- 
stellung (Kap. 5) der Grundgedanken der vom Verf. in Zusammenarbeit mit E. S. Pearson 
in den letzten 20 Jahren entwickelten Theorie der statistischen Hypothesenprüfung. Der Vor- 
bereitung derselben dient ein kurzes einleitendes Kapitel 1, das den Leser mit der Aufgaben- 
stellung der Statistik und den vom Autor geprägten Begriffen „induktive Verhaltensregel“, 
„statistische Entscheidungsfunktion“, „zulässige Hypothesen“ u. a. vertraut macht, vor allem 
aber Kap. 2 über Grundbegriffe und Rechenregeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kap. 4 
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über Zufallsvariablen und Häufigkeitsverteilungen. Unter Zugrundelegung der als relative Häufig- # 


keit in einer endlichen Objektmenge definierten Wahrscheinlichkeit werden in Kap. 2 außer- 
ordentlich sorgfältig die Hauptregeln eines Merkmalskalküls, Additions- und Multiplikations- 
satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und die mit dem Begriff der Unabhängigkeit verknüpf- 
ten Sätze entwickelt, schließlich diese Begriffe und Ergebnisse illustriert durch ausführliche 
Behandlung des Problems konkurrierender Risiken. Kap. 3 ist der Veranschaulichung der Be- 


griffe an Hand stochastischer Probleme der Genetik gewidmet. In Kap. 4 werden in aller Breite 


diskrete Zufallsvariablen, Häufigkeitsverteilung und Verteilungsfunktion von 1 kzw. 2 Varia- 
blen, Modalwert (aber nicht Mittelwert und Momente), binomische und hypergeometrische 
Verteilung besprochen, ferner Poisson- und Normalverteilung als Grenzverteilungen der bino- 
mischen hergeleitet. Die Darstellung ist mit Ausnahme weniger, als entbehrlich gekennzeichne- 
ter Abschnitte, vorwiegend elementar. Kurze Abschnitte über Kombinatorik, Exponential- 
funktion u. a. sindin Kap. 2 und 4 eingestreut. Charakteristisch für die Zielrichtung des Verf. 


ist die konsequente Heranziehung einiger markanter Probleme (z. B. Chev. de Meres klassisches 


Problem, R. A. Fishers in seinem „Experimental Design“ erörtertes Problem der Teeprüferin, 
ärztliche Diagnoseprobleme), die je nach der zu erläuternden Begriffswelt abgewandelt und 
analysiert werden und den Leser zu gründlichem Durchdenken der Problemlage erziehen. Die 
zahlreichen, die einzelnen Abschnitte ergänzenden Aufgaben sind den verschiedensten An- 
wendungsgebieten entnommen; die üblichen Glücksspiele treten demgegenüber in den Hinter- 
grund. Die Absicht des Verf., mit elementaren Mitteln dem Anfänger in der Materie die Grund- 
gedanken der statistischen Hypothesenprüfung zu erklären, darf als voll gelungen bezeichnet 
werden. Damit liefeıt der ohnehin durch seine theoretische, logisch und erkenntnistheoretisch 
einwandfreie Untermauerung der bis dahin nur intuitiv entstandenen statistischen Kriterien 
verdiente Autor einen wertvollen didaktischen Beitrag zur Ausbildung von Praktikern und 
Forschern, die den wahren Gehalt statistischer Methodik, ihre Grenzen, ihren Aussagewert und 
ihre Möglichkeiten genau kennen. M. P. Geppert (Bad Nauheim). 

e Feller, W.: An introduetion to probability theory and its applications. Vol. I. 
New York: John Wiley and Sons, Inc., 1950. 419 p. $ 6,00. 

This is the first volume of a larger project and deals with the theory of pro- 


bability inasmuch as it can be linked to the discrete sampling space (Merkmal- 


raum), i. e. a space containing only a finite or an enumerably infinite number of 


points. Occasionally the author departs from this restriction, e. g. when introdueing 
certain limit theorems, but the systematic development of such theorems and of 
the general theory of random variables is promised for the second volume. — The 
author treats probability theory as a part of pure mathematics; however, he presents 
also its intuitive background and he insists that intuition can be trained and deve- 
loped together with the theory. Many examples and numerous exereises (mostly 
with solutions) are given to make this book useful to non-mathematical readers 
as well. These are, moreover, warned off by asterisks from sections which ‚‚treat 
special topics and may be omitted at first reading“. The mathematician, on the 
other hand, will recognise the presentation as being that of a new standard work. 
Starting with the elementary topics wnich one expects it goes on to laws of large 
numbers, recurrent events (ineluding runs and renewal), random walk (including 
gambler’s ruin) and treatment of finite Markoff chains. Most welcome is a detailed 
account of the general theory of recurrent events, first outlined by the author [Trans. 
Amer. math. Soc. 67, 98—119 (1949)], which simplifies earlier theories and which 
treats finite as well as infinite chains uniformly. The last chapter deals with ‚time 
dependent stochastie processes“, such as certain queueing problems and the Death 
and Birth Process. The book contains an Index (omitting the name Feller) but 
no bibliography, apart from the references given in footnotes. Paper and print 
are good. S. Vajda (Epsom, England). 

e Borel, Emile: El6ments de la theorie des probabilites. (Bibliotheque d’edu- 
cation par la Science.) Paris: Edition Albin Michel 1950. 292 p. 

Kossack, Carl F.: The existence of collectives in abstraet space. Sankhya, Cal- 
cutta 8, 219—234 (1947). 

Die Begründung der Wahrscheinlichkeitslehre mit Hilfe der Häufigkeitsgrenz- 
wert-Theorie von Merkmalfolgen wird hier über die Ergebnisse von Copeland und 
Wald in folgendem Sinne weitergeführt. Einerseits werden Merkmale zugelassen, 
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n Elche Site en Elementen eines solchen Körpers von endlich oder abzählbar 
- vielen Teilmengen eines abstrakten Raumes angehören, welcher mit einer vollst ändig 
 additiven Mengenfunktion als Wahrscheinlichkeitsmaß versehen ist, oder höchstens 
Mengen, die nach diesem Maß nach Jordan meßbar sind. Andererseits wird die 

Existenz nicht nur solcher Merkmalfolgen bewiesen, bei welchen die Invarianz der 
Häufigkeitsgrenzwerte für eine gewisse Klasse von Stellenauswahlen ohne Berück- 
_ sichtigung des Merkmals der Stelle gesichert ist, sondern auch solcher, bei welchen 
außerdem die Stellenauswahl nach meßbaren Teilmengen des Merkmalraumes 
selbst, die Häufigkeitsgrenzwerte nach der Regel der Teilung oder der bedingten 
schein hehkeiten verändert. In im Text näher angegebenem Sinne 
läßt sich diese doppelte Eigenschaft im großen bei zufallsartiger Regellosigkeit im 
kleinen für fast alle Merkmalfolgen zeigen. — Es ist recht verständlich, daß die 
hier vorgenommene Verschmelzung des maß- und häufigkeitstheoretischen Wahr- 
 scheinlichkeitsbegriffes langwierige Überlegungen fordert. Szentmartony. 


Feller, William: Fluetuation theory of reeurrent events. Trans. Amer. math. 
Soc. 67, 98—119 (1949). 


Ds der Theorie zugrunde gelegte Elementarereignis ist eine unendliche Folge (j,, ja, - - -) 
abhängiger oder unabhängiger Versuche, deren Ergebnisse durch ganze Zahlen 7, charakteri- 
siert sind. Es sei weiter ein Kriterium Z gegeben, so daß für jeden endlichen Abschnitt 
W322 5 In) der Versuchsfolge festgestellt werden kann, ob es erfüllt ist oder nicht, symbo- 
lisch £ (j,, jo, 2.2.72) = lLoder 0. Stellen beispielsweise die Versuche zufällige Kopf- oder Wappen- 
würfe mit einer Münze dar (j = 1 oder j = —1), so kann das Erfülltsein von # dadurch erklärt 
werden, daß im betreffenden Versuchsabschnitt die beiden Anzahlen für Kopf- und Wappen- 
würfe gleich sind (j, +...+ 0). Die Aussage E(jj, ja, » » -, 7n) = 1 bedeute weiter, daß 
sich in einem durch Z bestimmten Sinne die Ausgangssituation innerhalb der Versuchsfolge 
wieder hergestellt hat. Diese Wiederkehr charakterisiert Verf. in axiomatischer Weise wie folgt: 
Ist E(,- . u = REED Int) ein beliebiger Versuchsabschnitt, so gilt 
Eh, u Im I en In+») Fr E (m+1 Eee) In») und WG ee) Ins Int1, er) In+v) 

—= Wins = = + In) W (ina1s = - > In); hierbei bezeichnet W die Wahrscheinlichkeit für das Auf- 
treten der in Klammer gesetzten Versuchsergebnisse. — Dieses allgemeine Modell gestattet die 
verschiedenartigsten Interpretationen, und die vom Verf. entwickelte Theorie der Fluktuations- 
erscheinungen enthält zahlreiche alte und neue Ergebnisse, so beispielsweise über Iterationen 
bei Bernoullischen Versuchsreihen, über die Rückkehr bei zufallsartiger Wanderung, über die 
Wiederherstellung des Gewinngleichgewichts beim Spiel usw. — Die Resultate der sich auf 
dieses Modell beziehenden mathematischen Theorie werden vornehmlich nach dem Prinzip der 
erzeugenden Funktion gewonnen, und sie lassen sich als Aussagen über das asymptotische 
Verhalten der Koeffizienten von Potenz- und Fourierreihen interpretieren. Einiges sei kurz 
wiedergegeben: Es bedeute S, die Anzahl der Versuche, welche registriert wird, bis sich das 
Kriterium Z genau n-mal erfüllt hat. Wenn X,, die um 1 vermehrte Anzahl der Versuche zwi- 
schen dem (k —1)-ten und k-ten Eintreffen von E bezeichnet, so gilt 8, = X, +: ': + X 
wobei die X, voneinander unabhängige ganzzahlige positive und zufällige Variable — die Rück- 
kehrzeiten — sind, welche demselben Verteilungsgesetz W(X =») = p, unterworfen sind. 
E heißt sicher oder unsicher, je nachdem Sp, = 1 oder <1 ausfällt. Z heißt periodisch, falls 

—=(fürv#jt(t>1) gilt. Die mittlere Bückkehrzeit ist H(X) = u = N v p,, das zweite 
Moment M = N v(v» —1)p, und die Streuung 0? = M + u — u? (diese Größen haben für un- 
sichere EZ keine Bedeutung). Ferner sei die Verteilungsfunktion der X durch F(X) = N», 
(1<»<[X]) angesetzt, und N, bezeichne die Anzahl des Eintreffens von # in k Versuchen. 
Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen von # beim n-ten Versuch sei w,. Mit u, = 1 gilt 


dann: %, = 9% + U Pn at: + W%-ı9ı- Damit E unsicher ist, ist notwendig und hin- 
reichend, daß N u, < ©o ausfällt. Wenn & sicher und nicht periodisch ist, so gilt lim w, = 1/u. 
Im t-periodischen Fall gilt lim w,, = t/u, während «, = 0 wird für n + it. Verf. zitiert hier 


Arbeiten von 8. Täcklind, D. Blackwell, P. Erdös, H. Pollard und W. Feller, wo z. T. 
in spezielleren Fällen analoge Schlüsse gezogen wurden. Ist # sicher und nicht periodisch und 


RL n-+1 M F ! 
M < ©, so gilt I u, — 2 u Innerhalb der Erneuerungstheorie wurde dies durch 
R! # 
S. Täcklind [Skand. Aktuarietidskr. 27, 1-15 (1944); 28, 68—105 (1945)] unter AROER 
e a ii 12/9 
Voraussetzungen abgeleitet. Ist die Gaußsche Normalverteilung durch ®(x) = TE Ne Age 
2n —oo 


angesetzt, so gilt bei endlichem o? für jedes feste x vH >= 2 in I Yn *) >©lx). E sei 
u 
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sicher. Damit zwei Folgen von Normierungskonstanten u, und a, derart existieren, daß 


W(N„< u, + za,) > V (x) gilt, wobei V (x) eine von ®(x) verschiedene Verteilungsfunktion. 
sein soll, ist notwendig und hinreichend, daß für F(xa) = W(X, <a») gilt 1 —F(a) u h(x), 
worin & eine Konstante, <a <2, ist und wobei lim h(c x)/h(x) =1 ist. Die in Betracht 


>00 

kommenden Stabilitätsgesetze V (x) werden durch ihre charakteristischen Funktionen fixiert. 
Es ergeben sich zwei Typen, je nachdem 0<a<1 oder 1<a<2 ist; V,72(%) = 
2 [11 -D(Yal2a)] für ©>0, =0 für z<0. Beispielsweise wird beim einleitend erwähnten 
Kopf-Wappenspiel W (N, > zYk)—2[1—-©(a)]. Im Falle 0<&<1 ist die Laplace- 
Stieltjessche Transformierte von V,(x) durch eine Mittag-Lefflersche Funktion darstellbar. — 
Im Falle endlicher Streuung 0? < oo ergeben sich Gesetze des iterierten Logarithmus, nämlich 
lim inf (sup) (N„ —n/u)/V2 02 u n loglogn = — 1(+ 1). Einläßlicher wird noch die Anwen- 
dung auf die Theorie der Iterationen behandelt; insbesondere ergibt sich auch eine einfache 
Herleitung des Poissonschen Gesetzes. Anwendungen auf Markovsche Ketten beschließen die 
inhaltsreiche Abhandlung. H. Hadwiger (Bern). 

Wald, Abraham: Note on zero sum two person games. Ann Math., Princeton, 
Il. S. 52, 739—742 (1950). 

Bei dem von J. v. Neumann (in J. v. Neumann und O. Morgenstern: Theory of 
games and economic behavior“, Princeton 1944) definierten Spiel zweier Personen, bei dem die 
Summe aller Gewinne stets gleich Null ist (zero sum two person game), wählt der Spieler 1 
ein Element x aus einem gegebenen Raum X und der Spieler 2 ein Element y aus einem 
ebenfalls gegebenen Raum Y, wobei jeder seine Wahl in völliger Unkenntnis derjenigen des 
anderen trifft. Spieler 1 wendet hierbei eine „‚reine Strategie‘ an, wenn er ein spezielles Element 
von X direkt wählt, während er gemäß einer „gemischten Strategie‘‘ vorgeht, wenn er lediglich 
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F(x&) in X wählt, die dann der Zufallsauswahl eines Ele- 
mentes x zugrunde gelegt wird. Das Entsprechende gilt für den Spieler 2. Nachdem die Spieler 
ihre Wahl getroffen haben, erhält der Spieler 1 den durch eine vorgegebene, beschränkte, reell- 
wertige Funktion K (x, y) für das gewählte Elementepaar x’, y’ festgelegten Betrag K(«’, y'), 
während der Spieler 2 den Betrag —K (x’, y’) erhält. 

Für den Fall, daß X (Y) aus allen Punkten & (y) des m- (n-) dimensionalen 
Cartesischen Raumes mit Koordinaten zwischen 0 und 1 besteht, gibt Verf. mit 
folgendem Satz Beschränkungen an, die bei der Auswahl der bei der gemischten 
Strategie maßgebenden Verteilungsfunktionen F(x) und @G(y) beachtet werden müs- 
sen, damit daß Spiel streng determiniert ist, d.h. damit gilt 


Max Min K*(F,@) — Min Max K*(F, @), wobei K*(F,G)= [ [ K(«, y) dF(x)dF(y) 
F @ @ F VRR 


der Erwartungswert des Ergebnisses ist: „Sind c’ und c’” zwei positive Zahlen, 
so daß die Klassen 2, und 2% nicht leer sind, dann ist das Spiel streng determi- 
niert für jede beschränkte und im Borelschen Sinne meßbare Ergebnisfunktion 
K(x, y), wenn Spieler 1 sich auf gemischte Strategien F beschränkt, die Elemente 
von 2 sind, und Spieler 2 auf gemischte Strategien G, die Elemente von 2, sind.“ 
2. (2%) bezeichnet dabei die Klasse aller Verteilungsfunktionen F (G), welche eine 
Dichtefunktion f(x) (g(y)) zulassen, die der Ungleichung f(x) <c (g(y) <e) für 
alle x (y) genügt. Georg Friede (Göttingen). 

H. W.: Extensive games. Proc. nat. Acad. Sci. USA 36, 570—576 
(1950). 

L’A. precise la terminologie de v. Neumann et formule ces 2th&oremes: 

I. Tout jeu & n personnes avec „perfect information“ a un equilibrium-point (ce 
Zbl. 36, 11). II. Tout jeu & n personnes avec „total recall“ satisfait &: 


H,lPı(n), - - > Bnlan)) = N) 
pour les strategies mixtes 41, . . ., 4, et les „expected pay-off“ He = 2 
et r&ciproquement. Sade (Marseille). 


Stuart, A.: The cumulants of the first n natural numbers. Biometrika, Cam- 
bridge 37, 446 (1950). 


Verf. schreibt die erzeugende Funktion für die Kumulanten 
sinh 4 n8 


wo Re sinh$6_ 
neo om: 


(=) 
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‚der diskontinuierlichen Rechtecksverteilung, die durch die ersten n natürlichen 


= ee inhde_ S 
Zahlen gebildet wird, mittels der Beziehung log ne > Br = in der Form 
07 ) Ta, 
oo 
53 B,,(n?r — 1) 9°r 
vo > 2r-On ° 


wobei B, die r-te Bernoullische Zahl ist, die durch den Koeffizienten von #r/(r!) 
bei der Entwicklung von ‘d/(e® — 1) gegeben wird, und erhält dadurch für die zu- 


‚gehörigen Kumulanten den einfachen Ausdruck x, — By, (n?" —1)/2r. [Es ist 


emt iB 9 =, m —-1; mem, in); u =5(nd—1).] 


12 
E Georg Friede (Göttingen). 

Chin@in (Khintehine), A. Ja.: Über Summen positiver zufälliger Größen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 71, 1037—1039 (1950) [Russisch ]. 

(£,) sei eine Folge unabhängiger zufälliger positiver Variabler, nach ein und 

demselben Wahrscheinlichkeitsgesetz mit der Dichte w(x) verteilt. E(&)=a, 


E(£,—a)”=b seien vorhanden. Sei (1) o(ß) = f merredr 0, 0 <a’ <a. 
N) 


® 
Veit. zeigt, daß —g’(B)/p(ß) = a’ eine eindeutige Lösung ß besitzt, und beweist 
nun mittels des klassischen Grenzwertsatzes leicht den Satz: (x) sei die Vertei- 


lungsdichte der zufälligen Variablen (= B3 &r Bürlıe=.0 ns)" chat man 


i=1 
an -erfz2—], n—oo. Verf. bemerkt, daß der Satz auch unter der Vor- 


[e,0] 
aussetzung 4 w(x)de= +00 sinnvoll bleibt, sofern nur (1) für $ >0 einen 
) 


Sinn hat, und weist auf physikalische Anwendungen dieser Formulierung hin (z. B. 
auf die Gibbsschen kanonischen Systeme). Schmetterer (Wien). 

Love, M.: Fundamental limit theorems of probability theory. Ann. math. 
Statist., Baltimore Md. 21, 321—338 (1950). 


Die gelungene Übersicht ‚‚aus der Vogelschau“ faßt die grundlegenden Grenzverteilungs- 


n vn 

sätze (GVSe) und Grenzwertsätze (GWSe) der Summen 8,= N X, oder _ X,,von 
k==1 Kl 

eindimensionalen Zufallsveränderlichen in sachlich getrennten Abschnitten (A.) gemäß der 
geschichtlichen Entwicklung zusammen. Die schwachen Gesetze der großen Zahlen (sGGZ): 
P{|S,/a„ —b„| > &} > 0 sind eigentlich GWSe. Sie können aber wegen P{S,/a, —b, < x} —0 
bzw. 1für x < bzw. > 0, auch als GV Se aufgefaßt und mit diesen im I. Kap. in vier Abschnitten 
behandelt werden. — A.1 umfaßt von 1713 bis 1837 den Bernoullischen sGGZ, den Moivre- 
und Laplaceschen normalen GVS (NGVS) mit unabhängig und identisch verteilten X, — 0 
bzw. 1 und den bis 1937 vereinzelt bleibenden Poissonschen GVS mit X,, = 0 bzw. 1 und 
P(X,, =1) =A/n. A.2 umfaßt von 1846 bis 1937 zunächst die von Tchebycheff, Mar- 
koff, Ljapunoff und 1922 von Lindeberg gegebenen hinreichenden Bedingungen der 
NGVSe mit allgemeineren X,. Auf diese folgen dann die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen von Kolmogoroff (1928) bzw. von Feller (1935) für das sGGZ bzw. NGVS 
bei der klassischen Normierung a, = D(8,), a,b, = E($8,) sowie jene von Feller (1937) bzw. 
Feller und P. Levy (1935) bei allgemeiner Normierung. Die mit dem Ersatz der Momenten- 
methode durch jene der Verstümmelung oder der charakteristischen Funktionen eingetretene 
‘Wendung wird hierbei scharf betont. A.3 von 1925 bis 1939 umfaßt die modernen GVSe von 
Levy, Khintchine, Gnedenko, Doeblin und Raikoff bezüglich Klassen von GVen. 
Und zwar einerseits die bei endlicher Addition von Zufallsveränderlichen sich ergebenden sta- 
bilen Verteilungstypen, als einzige GV-Klasse normierter S, mit unabhängigen, identisch 
verteilten X,. Andererseits die bei Zerlegung unbeschränkt teilbaren GVen, als abge- 
schlossene Hülle der Verteilungen von S, mit unabhängigen Poissonschen X, oder als ein- 
zige GV-Klasse normierter $, mit in k gemäß P{|X,.| >} —0 gleichmäßig asymptotisch 
vernachlässigbaren X,,.. Die GVSe bei abhängigen Veränderlichen werden in A.4 nur um- 
grenzt. Und zwar durch $S. Bernsteins NGVS (1927) und die vom Verf. seit 1940 gegebenen 
sGGZ, NGVSe bzw. modernen asymptotischen GVSe (dies. Zbl. 33, 290; 34, 250). — Das den 
starken GWSen gewidmete II. Kap. stützt sich natürlich einerseits auf Borels (1909) Ver- 
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schärfung des Bernoullischen sGGZ zum starken (SGGZ): Pflim S„[n — p} —1, anderer- 
seits auf Khintchines (1924) Gesetz des iterierten Logarithmus (GIL) im Bernoullischen Fall: 


P {lim (Sn — E (8,))/LD(8,) 21loglog D(8,)]?” = 1} —1. Der Schlußabschnitt zeigt aber deut- 
lich, daß trotz wertvoller Teilergebnisse von Kolmogoroff, Feller, Doeblin, Marcinkie- 
wicz und dem Verf., zur Zeit notwendige und hinreichende Bedingungen für das SGGZ, oder | 
schärfere Bedingungen für das GIL bei allgemeineren Summanden — mangels entsprechender 
Methoden — selbst im Falle der Unabhängigkeit noch nicht vorliegen. Szentmartony. 

Bass, Jean et Lucien Le Cam: Sur certaines elasses de fonetions al&atoires. 
C. r. Acad. Sci., Paris 227, 1206—1208 (1948). 

Verf. betrachtet Wahrscheinlichkeitsfunktionen 

tı 
x = f Ro.as)dele) = 012), 
to 

mit einer Funktion £ (s), die einem Poisson-Kintchineschen Gesetz genügt. Es werden 
K(s,t) =a(s)-b(t) als notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß X(t) | 
einen einfachen Markoffprozeß darstellt, und ferner gewisse Differential- und Integral- 
beziehungen für die charakteristische Funktion von X(t) und X’(£) und für 
eine beschränkte Funktion @(X, X’) mit beschränkten ersten Ableitungen ohne 
Beweis angegeben. j Heinhold (München). 

Ledermann, Walter: On the asymptotie probability distribution for certain 
_Markoff processes. Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 581—594 (1950). 

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung, die zu einem System von n Zuständen zur 
Zeit t gehört, sei durch den Vektor 


p® (t) 
. N 
pl) = : 3 SPD, 
pw (t) 37 


gegeben. Es wird angenommen, daß die Wahrscheinlichkeit des Überganges vom 
Zustand j zum Zustand © (* =#j) in der Zeit At gegeben ist durch a,,dt + 0 (At), 
wobei die a,, konstant sind. Hieraus folgt dann, daß der Vektor p(t) der Differential- 


gleichung dp(t)/dt = — Ap(t), genügt wobei A eine konstante Matrix der Form 
a le nr 
A 91 022703 Ayn 
—A,ı Ayo Ang Iyn 


” . . D t N . . ” 
ist, mit a, >20 (#35) und a,, == a,,; (das Glied mit gleichem Index unter 


der Summe ist wegzulassen). Die Lösung der Differentialgleichung kann formal als 

p()= Dei, Po = P(0) geschrieben werden. Verf. bestimmt hierzu auf algebra- 

ischem Wege die Grenzverteilung p9& = lim p, et4. Heinhold (München). 
t—>co ! 


Anzai, Hirotada: Random ergodie theorem with finite possible states. Osaka 
math. J. 2, 43—49 (1950). 

Notations: H,(k=0, +1, +2,...): probability space consisting of p points 
described by the figures 1,2,...,p, having each the probability 1/p; X: direct 
product of the H,; = (.. ., %_y, % 2, %y . ..): point in X; n,(2): k-component 
x, of ©; o: shift transformation of X onto itself defined by n,(o x) = Ya (2)58 
probability field consisting of q points equally probable; ®: family of permutations 
T\,..., T,0fQ,each T, being envisaged as a matrix (7},), where u =1ifo,—=T,o, 

= ‚» i 09% 
st En, ET,o; n=- ld) (NM +T, ++ TI Km 
p(% ©) = (0X, T,,(2@). Random process: Starting from any point o of @ 
we take up at random a point x, from H, and move w, into T,„(®,). At the second 
step we take up at random a point x, from H,and move T, (o,) into T7,, T,, (@}) 
and so on. The probability for ®,to be transformed into ®, after the Ah opera 


is = (1,j)- nt Ro) of TR (n-th power of the Markoff matrix 7). Definition: 
Dis said to be strongly mixing if lim I = 1j/g forall ,j=1,...,q when n — oo. 
_ Theorem I: @ is strongly mixing if ER only if D is strongly mixing. Theorem 2: 
‚ pis ergodic if and only if 2 contains no ®-invariant subset except Q and the empty 
set. Chr. Pauc (Cape Town). 
David, Herbert T.: A note on random walk. Ann. math. Statist., Baltimore 
Md. 20, 603—608 (1949). 


Für die Funktion 
oo Y Y n—1 
Ga;y)=1 so m) head LI fg.) 41. . - 49, 


_ wird unter gewissen einschränkenden Bedingungen für f und x; y die Differential- 
gleichung 


(0; Y) [11 (8: Y) + Goa (2;Y)] = 00; Y) [lay) ei 209, (8; Y)] 


ER, 


mit G,,(2;y) = = a; Y) Rn und eine Rekursionsformel für die Ko- 
® 
FE 
effizienten des Ansatzes G@(x;y) = > B,, „a y? angegeben. Heinhold. 
je 


Feller, W.: On the theory of et processes, with partieular reference to 
applications. Proc. Berkeley Sympos. Math. Statist. and Probability (August 1945 
and January 1946), 403—432 (1949). 


Die ‘Theorie der Zufallsvorgänge wird hier — anschaulich und streng — an konkreten 
Beispielen vom Poissonschen bis zum stetigen Markoffschen fortschreitend aufgebaut. Und 
zwar insofern, als es sich um die Aufstellung und mögliche Lösung der Funktionalgleichungen. 
handelt, welchen die maßgebenden Wahrscheinlichkeiten genügen. Diese sind I. bei den ein- 
fachsten Beispielen die Wahrscheinlichkeiten P,(t) der Zustände Z, einer, im Verlauf der Zeit 
oder einer anderen stetigen Veränderlichen it betrachteten Systems, II. bei den Markoffschen 
Vorgängen die Übergangswahrscheinlichkeiten a) P,,(r,t) von E, bei tin E, bei 2>r, oder 
allgemeiner b) jene P(t,£;t, PT) vom Zustand £ bei r ineeine Gesamtheit Z’ von Zuständen bei 
t>r. Innerhalb I., nämlich beim Poissonschen Vorgang sowie beim durch Vernichtung ungestörten 
oder gestörten Wachstum und bei dem aus dem Pölyaschen unstetigen Vorgang ‚‚mit Ansteckung“ 
von Lundberg 1940 zum stetigen verallgemeinerten Vorgang handelt es sich innerhalb einer 
monotonen ganzzahligen Folge der #, um die Übergänge #,—E,., bzw. E,_1- Die P,(t) genügen 
hier leicht lösbaren rekursiven gewöhnlichen Differentialgleichungen. Beim ungestörten Wachs- 
tum wird der Fall 2 P,(t) <1 durch „Explosion“ gedeutet und bei der Pölyaschen Verteilung 
die manchmal nur vorgetäuschte Ansteckung durch die Greenwood-Yulesche Auffassung 
der industriellen Unfallstatistik beleuchtet. — Bilden bei II.a) die #, noch eine monotone 
ganzzahlige Folge, wie bei der Danielsschen statistischen Theorie (1944) der Zugfestigkeit von 
Garnbündeln, dann ergeben sich nach Kolmogoroff noch immer nach i bzw. r genommene 
Differentialgleichungen für die P,,(rT,t). Deren von »,r unabhängige Grenzwerte. 
lim P,,„(t,t) = P,, d. h. reguläre Ergodizität wird eingehend besprochen. II. a) ohne ein- 


t>00 
fache Folge der E, wird an der von Pölya behandelten Geschiebebewegung hei homogener 
Strömung besprochen. Inhomogene Strömung führt aber schon zu II.b) mit Integrodiffe- 
rentialgleichungen für die P(t,£&;t, I’). — Das Wartezeitrroblem im Fernsprechverkehr, die 
Erneuerungstheorie und der Registrierungsvorgang der Zählvorrichtungen führen allerdings zu 
nichtmarkoffschen Vorgängen. Der Schlußabschnitt beschränkt sich aber am Beispiel der 
Diffusion auf die Beziehungen zwischen den Markoffschen Vorgängen mit stetigen und un- 
stetigen Zustandsparametern. Szentmärtony (Budapest). 
Ramakrishnan, Alladi: Stochastie processes relating to partieles istribaei in 
a eontinuous infinity of states. Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 595—602 (1950). 
Das statistische Verhalten von Gesamtheiten mit der Ketähhänpigen zufalls- 
artigen Verteilung ihrer Teilchen auf den stetigen Bereich eines Zustandspara- 
‚meters E (Energie), wird hier mit folgendem — die pyhsikalische Vorstellung mathe- 
matisch kaum streng erfassenden — Ansatz behandelt. Sei M (E; t) oder kurz M (E) 
die Anzahl der Teilchen mit Z nicht übertreffenden Parameterwerten und so dM (E) 
jene der Teilchen mit Parameterwerten zwischen E und E + dE im Zeitpunkt t. 
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Es wird vorausgesetzt, daß die Wahrscheinlichkeit von dM(E) = n vonder Größen- 
ordnung (dE)* ist. Dann werden Wahrscheinlichkeitsdichten erster bzw. gemischt 


zweiter Ordnung usw. durch die Erwartungswerte E{dM (E)} = fh, (#) dE bzw. 
E{dM (E,) dM (E,)} = fz(E,, B,) dE,dE, für getrennte dE,, dE, usw. definiert. Es 
ist hierbei E{[dM (E,)]} = E{dM (E,)} = fi (BE) dE, usw. Die Momente 
E{IM(E,) — M(E,)Y} 
der Teilchenzahlen im endlichen Bereich AE=E,— E, lassen sich dann durch 
r Es Es 
>: Cr f u 1. (Ei: Er) dE,) : *  dE, mit leicht bestimmbaren Koeffizienten 
Ki E; E; 
Aellen Damit wird jede Frage über die Teilchenverteilung aufdie Bestimmung.der 
eingeführten — wie betont zeitabhängigen — Dichtefunktionen zurückgeführt. Für 
die kaskadenartigen Schauer der Elektronen, Positronen und Photonen in den kos- 
mischen Strahlen werden die Integrodifferentialgleichungen, welchen die Dichten 
erster und zweiter Ordnung genügen, explicite aufgestellt. Szentmärtony. 
Bhaba, H. J.: On the stochastie theory of continuous parametrie systems and 
its applieation to eleetron eascades. Proc. R. Soc., London, A 202, 301—322 (1950). 
Statistische Feststellungen über die zeitabhängige Verteilung der Gesamtheiten 
G von Systemen mit stetigen Zustandsparametern führen, wenn sie aus den ent- 
sprechenden bei unstetigen Parametern durch Grenzübergang gewonnen werden — 


wie der Verf. zeigt —, zu physikalisch unerwünscht allgemeinen Beziehungen. Verf. 
glaubt eine geeignete engere Theorie unmittelbar durch folgenden Ansatz ge- 


winnen zu können. Sind die Zustände der Systeme durch einen stetigen Parameter x 
(z. B. die Energie) gekennzeichnet, so wird ein Eigenzustand von @ mit k Systemen 
in einem Zeitpunkt durch einen Punkt (x,,...,%,) des k-dimensionalen Raum- 


= j 
teils’ X,:2,-< "= <@, ‚bezeichnet. Es'sei sun X U X, undem ST 
k=0 


die Vereinigung einer endlichen oder unendlichen Folge von L-meßbaren Mengen 
Sn; C Xp; Die Wahrscheinlichkeit //(S) dafür, daß @ sich in einem Eigenzustand 
befindet, welcher einem Punkt von SC X entspricht, sei dann eine, Werte aus 
<0,1> annehmende, vollständig additive Mengenfunktion in X, die insbesondere 
für jedes S= X, existiert, den Bedingungen //(X) = 53 II(X,)=1 sowie 


[0,0] 
> k" JI(X,) <& für n>0 genügt und in den S,C X, absolut stetig ist. Dann 


lassen sich fast überall in den X, Wahrscheinlichkeitsdichten 7(x,,..., 2,) ein- 
führen und mit diesen Mittelwerte von Funktionen der &,,..., 2%, insbesondere 
von Potenzen der Anzahlen N(x, x’) von Systemen mit Zustandsmerkmalen x, 
in <x,x') oder von Produkten solcher Anzahlen in verschiedenen Intervallen 
bilden. Zunächst in den X,, dann durch Symmetrieforderungen über die k-dimen- 
sionalen Gesamträume. Nun lassen sich Beziehungen ableiten, welche diese Mittel- 
werte durch solche von niedriger Ordnung und von gewissermaßen örtlichen dar- 
stellen. Als Anwendung werden die zeitabhängigen Integrodifferentialgleichungen, 
welchen diese Mittelwerte bei den Gesamtheiten der Elektronen, Positronen und 
Photonen in den Schauern der kosmischen Strahlen genügen, aufgestellt. Ihre 
Lösung mit der Mellinschen Umwandlung soll demnächst veröffentlicht werden. 
Szentmartony (Budapest). 


Statistik: 


e Yule, @. Udny and M. G. Kendall: An introduetion to the theory of statisties. 


14th ed., revised and enlarged. London: Charles Griffin and Co., Ltd., 1950. XXIV, 
01 p. 34 s. 


Seit dem Erscheinen seiner 1. Auflage (1911) ist das Yulesche Buch für den theoretischen 
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“ebenso wie für den praktischen Statistiker zu einem der wichtigsten und unenthehrlichsten 
- Standardwerke geworden, das eine klare Übersicht über die Arbeitsgebiete der theoretischen 
Statistik und einen für die damaligen Verhältnisse fast erschöpfenden Einblick in die entsprechen- 
‚den Probleme und Methoden gab. Mit der stürmischen Entwicklung der modernen statistischen 
Methodik, insbesondere R. A. Fisherscher Prägung, konnten die zahlreichen Neuauflagen des 
Buches jedoch nicht ganz Schritt halten. Um der Gefahr des Veraltens zu entgehen, zog Yule 
‚daher zur 11. Auflage M. G. Kendall heran, der 1937 das Werk nach modernen Gesichts- 
punkten völlig neu bearbeitete und erweiterte. Für die vorliegende 14. Auflage hat Kendall 
‚nochmals eine der in den letzten 13 Jahren erfolgten Entwicklung des Gebietes Rechnung 
‘tragende grundlegende Umarbeitung und Erweiterung vorgenommen. Einsparungen in der 
_ Theorie der qualitativen. Merkmale, die von vier auf zwei Kapitel gestrafft wurde, und an 
‚anderen unwesentlichen Stellen, sowie Verzicht auf die umfangreiche Bibliographie der 
früheren Auflagen ermöglichten die Hinzuziehung fünf gänzlich neuer, teilweise etwas skizzen- 
hafter Kapitel über Varianzanalyse (Ein- bzw. Zwei-Faktoren-Analyse, Signifikanzteste 
für Korrelationsverhältnisse, multiple Korrelation, Linearität der Regression), Stichproben- 
‚entnahme (geschichtete, systematische Stichproben, kurzer Hinweis auf Sequenzproben), 
Indexzahlen, Zeitreihen (Trend, gleitende Durchschnitte, Auto- und Reihenkorrelation, 
_ Periodogramm-Analyse, Autoregression, Korrelogramm). Veränderungen in den beigegebenen 
Tabellen: an Stelle der früheren zwei äquivalenten Tabellen der Flächen der Normalverteilung 
‚eine solche mit feinerer Argumenteinteilung 0,00 bis 3,99; an Stelle der früheren zwei 7?- 
Tabellen für 1 F. G. und des y?-Diagramms jetzt R. A. Fishers y?-Tabelle; zu Fishers 
z-Tapelle zusätzlich Tabelle der Prozentpunkte von Snedecors F (nach Fisher-Yates). — 
Sowohl im Text als auch in den zahlreichen Beispielen und Übungsaufgaben steht die prak- 
‘tische Fragestellung im Vordergrund. Anspruchsvollere mathematische Beweise sind gänzlich 
"unterdrückt, ebenso die vereinheitlichenden Prinzipien der modernen Methoden der Para- 
meterschätzung und Hypothesenprüfung, welche nur durch einzelne praktisch wichtige Tests 
‘vertreten sind. Man möchte wünschen, daß jeder, der die statistische Methodik kennenlernen 
“und sich aneignen will, zur Vorbereitung auf die Verwendung tiefer eindringender Literatur 
(wie etwa M. G. Kendalls ‚The advanced theory of statisties‘‘ oder der Werke R. A. Fishers) 
das für diesen Zweck ausgezeichnet geeignete vorliegende Werk durcharbeite. 
M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


e Mood, Alexander M.: Introduetion to the theory of statisties. New York: 
_ MecGraw-Hill Book Company, Inc., 1950. VIII, 433 S., 74 Fig. u. 5 Tab. 


Das vorliegende Lehrbuch wird in gleichem Maße sowohl dem statistischen Anfänger als 
‚auch dem Fachmann Freude bereiten. Aus Vorlesungen am Iowa State College entstanden, be- 
zweckt es, den Anfänger ohne Vorkenntnisse in die Theorie der Statistik einzuführen. Es ist 
‚erstaunlich, wie gründlich Verf. dieses Ziel auf nur 418 Seiten erreicht und darüber hinaus den 
Leser bis zu den neuesten Errungenschaften der statistischen Methodik, der Sequenzanalysis 
‘von Wald und dem jüngsten Aufschwung der Theorie der Ordnungsparameter (order-statistics) 
führt, wobei er sogar den Kenner mit vielversprechenden, bisher unpublizierten (vom Verf. 
und G. W. Brown stammenden), neuen Resultaten überrascht. Das Werk ist nicht für Mathe- 
matiker geschrieben, setzt aber gründliche Kenntnisse der Differential- und Integralrechung 
voraus und hält sich auf einem mathematischen Niveau, das man hierzulande Nichtmathe- 
matikern wohl kaum zumuten dürfte. Die zum Verständnis der Theorie der mehrdimensionalen 

- Normalverteilung und Regression erforderlichen Kenntnisse aus Determinanten- und Matrizen- 
kalkül werden an geeigneter Stelle in einem geschlossenen Abschnitt dargelegt. Die Begriffe 
‚abzählbare Menge und Kontinuum werden zwar zur Erklärung des Unterschiedes zwischen 
diskreten und kontinuierlichen Verteilungen erläutert, jedoch wird der hier vereinfachende 
und vereinheitlichende Begriff des Stieltjes-Integrals nicht herangezogen; seltsam mutet die 
Bezeichung Dichte“ an, die Verf. an Stelle der neutralen Bezeichnung „Verteilung“ sowohl 
für die Dichte kontinuierlicher Verteilungen als auch für diskrete Verteilungen selbst anwendet. 
Obwohl bei anspruchsvollen Beweisen mit didaktischem Geschick auf mathematische Strenge 

“und Ausführung unwichtiger Details verzichtet wird, tritt überall das mathematisch -statisti- 
‚sche Prinzip in voller Deutlichkeit in den Vordergrund. Auf wenigen tragenden Gru ndgedanke n 
wird die allgemeine Theorie der Schätzungs- und Prüfmethoden aufgebaut, wobei R. A. Fi- 
shers, im wesentlichen an den Likelihood-Begriff knüpfende, konstruktive Prinzipien mit 
Neymans und E. S. Pearsons Theorie zu einem harmonischen Ganzen verflochten sind. 
‚Jedem Kapitel sind am Ende zahlreiche Aufgaben beigegeben, die teils die Herleitung im Text 
benötigter wichtiger Sätze betreffen — z. B. wird fast die gesamte mehrdimensionale Korre- 
lationstheorie in Aufgaben erledigt, während die mehrdimensionale Regressionstheorie wegen 

"ihrer größeren Allgemeinheit im Text behandelt wird —, teils allgemeine Probleme, teils numeri- 
sche Beispiele aus den verschiedensten Anwendungsgebieten (Qualitätskontrolle, landwirt- 
schaftliche Züchtung, Vererbungslehre, Strahlenbiologie, Physiologie, Metallurgie, Psychologie 
u. a.) behandeln. Im Anhang sind fünf eingehend erläuterte Tafeln abgedruckt: Ördinaten der 
Normalverteilung, Kumulativfunktionen der Normal-, y?-, Student-Verteilung, ferner 0,5%-, 
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1%-, 2,5%-, 5%- und 10% -Grenze der F-Verteilung. Eine Reihe von Druckfehlern in dem 
Formeln auf Seite 57, 335, 372, vor allem aber in den $ 13.2,5 und $ 14.4,5 wird der aufmerksame 
Leser leicht selber berichtigen. — Inhalt: Kap. 1: Allgemeine Charakterisierung der statisti- 
schen Methode. Kap. 2: Klassischer Wahrscheinlichkeitsbegriff, Kombinatorik, kombinatori- 
sche Erzeugende, Rechenregeln. Kap. 3: Ein- und mehrdimensionale diskrete Verteilungen. 
Kap. 4: Kontinuierliche Verteilungen. Kap. 5: Erwartungswerte und Momente, erzeugende 
Funktionen. Kap. 6: Normal-, Gamma- und Beta-Verteilung; Pearson-Typen und Gram-Char- 
lier-Reihen. Kap. 7: Stichproben. Kap. 8: Schätzparameter: Erwartungstreue, Konsistenz, 
usw., Maximum-likelihood-Prinzip. Kap. 9: Multinormale Verteilung. Kap.10: Prüfverteilun- 
gen: y2-, Student- und F-Verteilung. Verteilung von Maximum-likelihood-Schätzparameterm | 
in großen Stichproben. Kap. 11: Schätzung mittels Konfidenzintervallen und Fiduzialwahr- 
scheinlichkeiten. Kap. 12: Prüfung von Hypothesen. Kap. 13: Mehrdimensionale Regression. | 
Kap. 14: Varianz- und Covarianz-analyse. Kap. 15: Sequenzanalysis. Kap. 16: Ordnungs- | 
parameter (order-statistics). M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

e Fröchet, Mauriee: Leeons de statistique math&matique. Quatri&me cahier: 
Les ensembles statistigues renouveles et le remplacement industriel. (Cas d’une 
durde d’usure limit6e.) (Les Cours de Sorbonne.) Paris: Centre de Documentation 
Universitaire 1950. II, II, 168 p. 

Das vorliegende, der Erneuerung von Gesamtheiten gewidmete 4. Heft eines 
Unterrichtskurses in mathematischer Statistik ist wie das im Auftrage des Verf. 
von Dr. Simaika herausgegebene Heft des Verf. „Statistical self-renewing aggre- 
gates‘‘ (Fouad I Univ. Press, Cairo 1949; dies. Zbl. 39, 152) aus Vorlesungen her- 
vorgegangen, die der Verf. an verschiedenen Universitäten in den Jahren 1945—46. 
und 1949 gehalten hat. Verf. gibt darin eine ausführliche Darstellung der Theorie 
der Erneuerung von Gesamtheiten, soweit sie für den diskontinuierlichen Fall ent- 
wickelt worden ist. Nach Einführung der grundlegenden Begriffe verallgemeinert 
er an Hand vieler numerischer Beispiele aus der Industrie und der Bevölkerungs- 
theorie (Formeln von Lotka) schrittweise die Problemstellung und gibt unter der . 
Annahme, daß das jeweilige Ausscheidegesetz eine multinomiale oder rationale er- 
zeugende Funktion besitzt, die entsprechenden Lösungsmethoden an. Im Literatur- 
verzeichnis beschränkt sich Verf. auf die Angabe wenig bekannter Arbeiten, die sich 
mit dem diskontinuierlichen Fall befassen. Georg Friede. 

e Johnson, N.L. and H. Tetley: Statisties. An intermediate text book. Vol. I, H.. 
(Published for the Institute of Actuaries and the Faculty of Actuaries.) Cam- 
bridge: At the University Press 1949, 1950. XII, 294 p. 20s. net; 320 p. 21 
text-figs. 21 s..net. 

@ Chaturvedi, 3. C.: Mathematical statisties. Agra, India: Educational Press 
1949. 260 p. Rs. 6,00. 

e Johnson, P. O.: Statistical methods in research. New York: Prentice-Hall 
19497 XVIH, 3%7p: 8 5,00: 


Gini, Corrado: Metodologia statistiea: la misura dei fenomeni collettivi. En- 
cicl. Mat. element. e Complem., Milano 377, Nr. LV, 245-321 (1950). 

Der vorliegende Abschnitt der Enceyklopädie für Elementarmathematik usw. 
bildet den ersten Teil eines umfassenderen, der statistischen Methodik gewidmeten 
Artikels des Verf. Während der zweite Abschnitt die Methoden behandeln soll, 
mittels welcher aus dem Beobachtungsmaterial auf andere, unbekannte Gesamt- 
heiten geschlossen wird, befaßt sich der vorliegende Abschnitt mit der hierfür not- 
wendigen beschreibenden Statistik, die ihre Aussagen auf die restlos bekannte em- 
pirische Gesamtheit beschränkt. Obwohl die beschreibende Statistik nicht der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung bedarf, ist sie doch, ganz besonders von der italieni- 
schen Schule, die wiederum ihre stärksten Impulse Gini verdankt, in teils mathe- 
matisch recht anspruchsvoller und ergiebiger Weise ausgebaut worden. In stofflicher: 
Anlehnung an seine bekannten, seit Jahrzehnten in zahlreichen italienischen und 
spanischen Auflagen erschienenen Vorlesungen über dieses Gebiet entwickelt Verf., 
allerdings in strafferer Form als dort, die Begriffe der beschreibenden Statistik und 
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as umfassende, zum großen Teil von Verf. selbst in konsequenter Weise ausgebaute 
System der entsprechenden statistischen Maßzahlen mit einer kurzen Erörterung 
Ihrer Eigenschaften: Wandelt schon hier die statistische Schule Italiens auf origi- 
.nellen, nicht der angloamerikanischen Tradition folgenden Wegen, so erwartet man 
mit noch größerem Interesse den zweiten Abschnitt über die nicht rein deskriptive 
Statistik, da Verf. bekanntlich den zufallskritischen Methoden der englischen 
Schule gegenüber eine recht ablehnende Haltung wahrt. M. P. Geppert. 
Rossow, Ernst: Bemerkungen zur Anwendung statistischer Methoden in der ' 
‘Teehnik. HI. Mitteil.-Bl. math. Statistik, München 2, 191—223 (1950). 
Fortsetzung des in einem gleichnamigen Aufsatz (dies. Zbl. 38, 93) begonnenen 
‚skizzenhaften Überblicks über mit einfachen Mitteln durchführbare statistische 
‘Beurteilungen in der Technik: Häufigkeitenvergleich mittels klassischer Kriterien 
(x°-Test, Yates-Korrektur, Fishers direkte Methode, Mosteller-Tukeys Annäherung 
der unvollständigen Betafunktion) sowie mittels Walds Sequenztest; Vergleich 
zweier Serien mittels Vorzeichentest, Anzahl der Läufe (Run-Test); Vergleich von 


‚zwei Mittelwerten mittels i-Test, von zwei Varianzen mittels F- bzw. z-Verteilung, 


‚mehrfaktorige Varianzanalyse (lateinisches Quadrat 3 x 3), Daeves-Beckels Zer- 
legung empirischer Verteilungen in normale Komponenten, Prüfung auf Nicht- 
zufälligkeit einer Beobachtungsfolge mittels Autokorrelationen, Benutzung der 
-Verteilung mit 1 Freiheitsgrad von (= — u)?/o?, wenn die Probe x einer mit 
Mittelwert u und Streuung o normal verteilten Ausgangsgesamtheit entnommen 
ist, Konfidenzbereich für die unbekannte kumulative Verteilungsfunktion der Aus- 
gangsgesamtheit auf Grund einer empirischen Summenkurve. 
M. P. Geppert (Bad Nauheim). 

Rossow, Ernst: Zu P. Riebesell: „Kritische Betrachtungen zur sog. Großzahl- 
forschung in der Technik und zur Anwendung mathematiseh-statistischer Methoden 

in der Biologie und Medizin“. Z. angew. Math. Mech. 28 (1948), S. 226—234. Z. 
‚angew. Math. Mech., 30, 336 (1950). 

Gill, John P.: Elementary concepts of functional means and dispersions. Math. 
Mag., Pacoima Calif. 24, 65—75 (1950). 

Lehmann, E. L.: Some eomments on large sample tests. Proc. Berkeley Sym- 
'pos. Math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946), 451—457 

(1949). 

Eine Folge von kritischen Bereichen W, (n=1,2,3...) der n-dimensionalen 
‚Stichprobenräume einer einer Verteilung p,j, folgenden Variablen X definiert nach 
A.Wald [Ann. math. Statist. 12, 1—19 (1941); dies. Zbl. 24, 429] einen asym- 
'ptotisch wirksamsten (asymptotically most powerful, AMP) Test für die Hypothese 
0 = 6, mit dem Signifikanzniveau a, wenn für die Potenzfunktion (power-function) 
P(Z,|0) jeder beliebigen Folge kritischer Bereiche Z, des gleichen Signifikanz- 
niveaus «&, also mit P(W,|6,) = P(Z,|9,) = %, Stets 

lim sup {P(Z,|6) — P(W,\9} < 0 
Nn—>00 


gilt. Den Aussagewert dieser Definition für endliche r illustriert Verf. an zwei Bei- 
‚spielen. Bei Normalverteilung von x mit o—=1 und Mittelwert 6 existieren Z,, 
für die 
1 — P(z,\O)/1 — P(W, 0] —0 für n 00; 

"bei Gleichverteilung im Intervall 0 <x <® kann zu jeder Folge r,—1 ein 
AMP-Test (W,) der Hypothese 0 =1 angegeben werden, so daß für alle 6 
WW <r,. M. P.@Geppert (Bad Nauheim). 

Kawata, Tatsuo and Heihati Sakamoto: On the eharaeterization of the normal 
population by the independence of the sample mean and the sample variance. J. 
“math. Soc. Japan 1, Nr. 2, 111—115 (1949). i 

Den wichtigen Satz, daß für Stichproben aus einer normal verteilten Gesamt- 
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heit Mittelwert und auf diesen bezogene Streuung voneinander unabhängig verteilt 
sind, hat R.C. Geary [J.R. statist. Soe., Suppl. 3, 178—184 (1936)] unter ge- 
wissen Annahmen über die Momente der Verteilung umgekehrt. Verf. beweist 
unter Verzicht auf diese Voraussetzungen mit Hilfe der charakteristischen Funk- 
tion, daß, wenn für die der gleichen Verteilung F (x) folgenden Variablen Rn 
(mit n >2) die beiden aus ihnen gebildeten Variablen 


N n en 
Y=n-X= zL und = 2 (ei), 
= u 
voneinander unabhängig sind, F(x) notwendig eine Normalverteilung sein muß, 
abgesehen vom Fall der auf einen einzigen Wert x entarteten Verteilung. 
M. P.@eppert (Bad Nauheim). 

Birnbaum, Z. W. and D. 6. Chapman: On optimum seleetions from multi- 
normal populations. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 443—447 (1950). 

Aus N Individuen, die einer (» -+ 1)-dimensionalen Simultan-Verteilung 
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folgen, wird durch Multiplikation von F mit einer meßbaren, der Ungleichung 
0<ol(Y,...Y,) <1 genügenden Funktion @(Y,,....Y,) eine „Auslese 
von N* Individuen getroffen, die nach dem Gesetz 
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verteilt sind. Diese Auslese heißt „Stutzung‘ (truncation) auf die Menge Q, 
wenng =1 inQund 9 = 0 außerhalb 2, insbesondere eine „lineare Stutzung“, 


n 
wenn Qinder Form N a, Y, >t mit konstanten a,, t darstellbar ist. Die Größe 
7 1 " 


Iı= 
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heißt der in der Auslese @ erfaßte Anteil. In praktischen Problemen der Psychologie 
handelt es sich darum, unter allen Auslesen, die zu Verteilungen f* mit vorgegebenen 
Eigenschaften führen, diejenigen mit maximalem r(p) zu bestimmen. Für den 
Spezialfall einer multinormalen Verteilung f(X, Y,,...., Y,) beweist Verf., daß 
diejenige Auslese 9, für welche r(p) maximal ist und für welche das e- Quantil des 
nach f*(X, Y,,..., Y„) verteilten X mindestens gleich einer oberhalb des e- Quantils 
des nach f(X, Y,:.., Y,) verteilten X gelegenen Konstanten ist, eine lineare 
Stutzung ergibt; das gleiche gilt für die r (9) maximalisierende Auslese @, bei welcher 
der Mittelwert des nach [*(X, Y,,..., Y„) verteilten X oberhalb einer gegebenen 
Konstanten liegt. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Anscombe, F. J.: Sampling theory of the negative binomial and logarithmie 
series distributions. Biometrika, Cambridge 37, 358-382 (1950). 

Die negative Binomialverteilung 

m\—k m \r 
Pr (i - r) e u 7) -T(k+ rn)! P(k)=(A— X%- XP (kt r)fr!: Pk) 
a re) 

mit den Parametern m = E(r), k = m?/(or — m) oder p= m/k, X = m/(m -+ k) 
wird mit sieben anderen, ebenfalls auf Grund von biologisch bedeutungsvollen 
Stichprobenmodellen hergeleiteten zweiparametrigen Verteilungen (Thomas’, 
R.A. Fishers Hh-, Neymans A-, B-, C-Ansteckungs-, Pölya-Aepplis, Pre- 
stons diskrete Lognormal-Verteilung) verglichen, indem jeder Verteilungstyp 
mittels der Parameter = o7/E(r)—1 und k = [E(r)]?/[o? — E(r)] dargestellt 
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und seine 3-ten und 4-ten Kumulanten durch p und k ausgedrückt werden. Zur 
‚Schätzung des Parameters k der negativen Binomialverteilung aus einer N-gliedrigen 


Stichprobe (N,,...n,,...) benutzt Verf. die Momentenmethode, indem er kals 
00 A 
Wurzel von SM N =F(f,k) bestimmt, wo f, eine beliebige konvexe oder 
T= 


konkave Funktion von r, und F (m, k) = E(f,), ausgedrückt als Funktion von m 
and %, ist; für f,= rt? wird. (1) k= r?/((®—r) mit s = Stichprobenstreuung; 
Dre, 1, 0 für,r >. wird k= Lösung von (2) n/N=(1-+ Fjky—k 
Für die Abweichung der empirischen Verteilung n, von einer negativ binomischen 
werden daraus 2 Kriterien abgeleitet, die auf dem Vergleich des beobachteten mit 
dem auf Grund der ersten beiden Stichprobenmomente geschätzten 3ten Moment (1) 
bzw. auf dem Vergleich der Stichprobenvarianz mit der auf Grund von n, und dem 
Stichprobenmittelwert geschätzten Varianz (2) beruhen. Analoge Untersuchungen 
befassen sich mit der von R. A. Fisher durch einen Grenzprozeß aus der negativen 
Binomialverteilung abgeleiteten „logarithmischen Reihen-Verteilung‘“. 
M. P.Geppert (Bad Nauheim). 
‚Hsu, P. L.: The limiting distribution of functions of sample means and appli- 
eation to testing hypotheses. Proc. Berkeley Sympos. Math. Statist. and Probability 
(August, 1945 and January, 1946), 359—402 (1949). 
Nachdem Verf. bereits in einer früheren Arbeit [Sci. Record, Acad. Sinica 
1, 37”—41 (1942)] den von J. L. Doob [Ann. math. Statist. 6, 160—170 (1935); dies. 
Zbl. 12, 268] gefundenen Satz über die Grenzverteilung einer Funktion von vier 
Stichprobenmittelwerten aus einer homogenen Stichprobe für den Fall einer be- 
liebigen Anzahl von Stichprobenmittelwerten verallgemeinert hat, beweist er im 
ersten Teil der vorliegenden Arbeit zwei Sätze, die eine weitere Verallgemeinerung 
für den Fall von mehreren Stichproben verschiedener Größe ermöglichen. Zahl- 
reiche Beispiele lassen die vielseitige Anwendbarkeit der gefundenen Sätze zur Er- 
mittlung von Grenzverteilungen von Schätzwerten erkennen. Im zweiten Teil der 
Arbeit wird für zwei allgemeine Hypothesen mit Hilfe dieser Sätze jeweils nach einer 
systematischen Methode eine Testfunktion konstruiert, welche die y?-Verteilung mit 
einer bekannten Anzahl von Freiheitsgraden zur Grenzverteilung hat und deren 
Leistungsfähigkeit im allgemeinen in der Grenze gegen die Einheit geht. An einer 
Reihe von Beispielen wird dann gezeigt, wie sich daraus bei großen Stichproben an- 
wendbare Tests für spezielle Hypothesen, wie z. B. die der Unabhängigkeit und der 
Homoskedastie von Beobachtungen, erhalten lassen. Georg Friede (Göttingen). 
Neyman, J.: Contribution to the theory of the x? test. Proc. Berkeley Sympos. 
Math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946), 239—273 (1949). 
s Serien insgesamt N unabhängiger Versuche, die in der i-ten,n, = N Q, Ver- 
suche enthaltenden Serie genau v, verschiedene Resultate R,, 7 =]1,...,»,) mit 
den Wahrscheinlichkeiten p,, erlauben, liefern die Resultate R,, mit den Anzahlen 
N,;—=N,'4;;. Sind die p,, bekannte Funktionen von m unbekannten Parametern 6, 
P; = hi; (91 - - 0m), So definiert Verf. als „beste asymptotisch normale“ (BAN-) 
Schätzung von ®, jede nicht direkt von N abhängende Funktion ® der q,,, 1. die 
"eine konsistente Schätzung von 6, ist, 2. deren Verteilung für N —coo gegen 
Normalverteilung mit Mittelwert 05 (= wahrer Wert von ®,) und Streuung o,lVN 
mit von N unabhängigem o, strebt, 3. die unter allen 1. und 2. erfüllenden Funk- 
tionen minimales o,, und 4. stetige partielle Ableitungen nach den gq,, besitzt. 
Verf. gibt notwendige und hinreichende Bedingungen an dafür, daß eine von N un- 
abhängige Funktion der q,, BAN-Schätzung von 6, sei, und beweist, daß neben dem 
Maximum-Likelihood-Prinzip (ML-Schätzungen) auch Minimalisierung von 
s 


vi e 5 Ss vY R 
Faen=N Is, (4; halt; bzw.von (4) = va (45h /%; 
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je ein System von BAN-Schätzungen bestimmt. Geometrisch wird diese Tatsache | 
gedeutet vermöge eines mittels y? bzw. x7 bzw. In (Maximum-Likelihood /Likelihood) | 
gemessenen allgemeineren „Abstandes‘“ der beiden Punkte (g,,) und (?,,) im Stich- | 
probenraum. Sodann werden Tests 7, 7, als „in der Grenze“ oder „asymptotisch 

äquivalent“ bezeichnet, wenn die Wahrscheinlichkeit widersprechender Ent- | 
scheidungen derselben unter jeder zulässigen einfachen Hypothese für N >oogegen 0 
strebt, und es wird gezeigt, daß der auf den beiden MaximaderLikelihood im gesamten 
Parameter-Raum Q2 der zulässigen Hypothesen bzw. in dem der zu prüfenden 
Hypothese H entsprechenden Ausschnitt desselben beruhende klassische )-Test | 
asymptotisch äquivalent ist mit zwei y°-Testen, deren kritische Bereiche durch 


s vi s Y | 
7 E= 25810, 2, EDS) = = m, [5-24 NR:(2) 2% | 
I = = | | 


i=1 


a — = N, a [4 Ps Du; — = DB En [9:5 < 2; ())?/g:; 227 
gegeben sind, wo p,,(2) bzw. p,,; (H) _BAN-Schätzungen ohne bzw. mit Berück- 
sichtigung von H sind. Auch in der Theorie der Prüfungen von Hypothesen er- 
fährt somit das dem /-Test zugrunde liegende Maximum-Likelihood-Prinzip eine 
sinnvolle Ausweitung, der ebenso wie im eingangs behandelten Fall der Parameter- 
schätzung auch praktische Bedeutung zukommt, da das Verfahren in wichtigen 
'Spezialfällen auf lineare Gleichungssysteme führt. M. P. G@eppert (Bad Nauheim). 
David, F. N.: An alternative form of y?. Biometrika, Cambridge 37, 448— 
451 (1950). 
Verf. untersucht, wie eng sich die Verteilung des (allerdings in völlig anderem 
Zusammenhang) von J. Neyman (vgl. vorstehendes Ref.) betrachteten Ausdrucks 


Salz 2 (n,;, — N p,)”/n, für N — oo der Grenzverteilung des klassischen Pearson- 
k 
‚schen‘ y? = =, 
In, — N p,| <Np, nach Potenzen von 1/N entwickelt und die daraus approxi- 
'mativ berechneten ersten zwei Momente von y7 mit den bekannten von y? ver- 
gleicht; im günstigsten Falle 9,—= 1/k ist 
EM) EP) =Eid) —-(k—-1)= (k—1)(2k—1)/N +(k—1) [66 (k—1)+1]/ N? +4 
von k abhängig, 

H—=2k—1) +2(k-1)Ik-MN+, ohA=2(k—1)— 2k—1)/N. 
Verf. gelangt zum Ergebnis, daß zum Vergleich einer beobachteten Verteilung 
N1,...,, mit einer theoretischen Verteilung Np,..,Np, (mit N=2n,) der 
Gebrauch von x] an Stelle von y? nicht zu empfehlen ist. M. P. Geppert. 

Fraser, D. A. S.: Note on the x? smooth test. Biometrika, Cambridge 37, 
447—448 (1950). 

Kritische und ergänzende Bemerkungen zu H.L. Seal: (dies. Zbl. 30, 310) 
und F.N. David (dies. Zbl. 32, 39). M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Lancaster, H. O.: The exact partition of y? and its applieation to the problem 
of the pooling of small expeetations. Biometrika, Cambridge 37, 267—270 (1950). 

Die Arbeit knüpft an frühere Arbeiten von J. O. Irwin (dies. Zbl. 33, 75) und 
H.O. Lancaster (dies. Zbl. 33, 74) an, welche die additive Zerlegung von 2 zum 
Gegenstand hatten. Hier wird ein exaktes Verfahren zur Zerlegung des y2-Aus- 
druckes einer r x s-Kontingenztafel angegeben und zum hierzu äquivalenten suk- 
zessiven Aufbau einer r x s-Tafel aus Vierfeldertafeln, die aus der ursprünglichen 
r x s-Tafel durch Zusammenfassung benachbarter Felder entstehen. 

M. P. Geppert (Bad Nauheim). 


(n, — N p,)?/N p, nähert, indem sie y) — x? unter der Annahme 


145 


Graf, U. und H.-J. Henning: Die Toleranzbereiche der mittleren quadrati- 


sehen Abweichung. Mitteil.Bl. math Statistik, München 2, 149—154 (1950). 


Wird aus einer normal verteilten Grundgesamtheit mit der Streuung 0? eine 


Stichprobe vom Umfang N entnommen und aus den N Einzelwerien x, der Durch- 
' schnitt & und die Streuung s? berechnet, so gehorcht s? einer y?- Verteilung nach der 
Beziehung 


9-n/2 
I "dam ger er#l2. Ay? 


mtN—1 Freiheitsgraden. Dabei ist „= (N — 1) : s?/o?. Es wird angegeben, wie 
bei vorgeschriebener Sicherheit die obere und untere er s, und s, der 
gefundenen mittleren quadratischen Abweichung s berechnet werden können. Zwei 

beigefügte Nomogramme erleichtern das Auffinden von zwei hierbei benötigten 


Hilfswerten x, und x,, die definiert sind durch ,=x%,'sund s,=x,'s. Die mit 
den Nomogrammen gefundenen Werte x, und x, können sowohl mit einer y?-Tabelle 


_ wie mit einer F-Tabelle nachgeprüft werden. Abschließend wird das Verfahren an 


einem praktischen Beispiel aus der Textilindustrie erläutert. H. Kellerer. 
Hyrenius, Hannes: Distribution of „Student‘-Fisher’s t in samples from com- 
poynd normal funetions. Biometrika, Cambridge 37, 429—442 (1950). 
Die Auswirkung der Nicht-Normalität der Ausgangsgesamtheit auf Student- 
Fishers auf Normalität aufgebautes Mittelwertskriterium untersucht Verf. im An- 


' schluß an G. A. Baker (Ann. Math. Statist. 3, 1—9 (1932); dies. Zbl. 4, 265) 


durch Betrachtung einer aus n Normalverteilungen ® (x; u, A,) mit Mittelwerten wu, 
und Varianzen }, zusammengesetzten Ausgangsgesamtheit 


f(®) == = P; B De; Mi 2] $) 


welcher N-gliedrige Stichproben entnommen werden. Sowohl für den Spezialfall 
gleicher Varianzen (/, = /) als auch für den allgemeinen werden die ersten 4 Kumu- 
lanten bzw. Momente von x berechnet, mittels der charakteristischen Funktion die 
Simultanverteilung von Mittelwert £ und Varianz s? der Stichprobe bestimmt und 


daraus die Verteilung von t=&Y N/s gewonnen. Im Falle A, — A wird die Vari- 
anz von ft in 3 Bestandteile zerlegt, eine subnormale ‚Binnen-Kombinationen‘“- 
Varianz, einen ‚Nicht-Zentralitäts-Effekt“ und einen ‚Mittelwerts-Dispersions- 
Effekt“. Es folgen numerische Beispiele. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 
Rasch, 6.: A veetorial t-test in the theory of normal multivariate distribu- 
tions. Mat. Tidsskr. B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 76—81 (1950). 
The author considers a sample of n k-dimensional observations X,,..., X, 
from a normal distribution. His generalised t-test is based on the vector 


T— Vn (ee = a)/ [IX, — E) (X, — &£)]?, where F£ is the vector of means im- 
” 


plied in the hypothesis to be tested. (Note that Z, not 2 X,/n, appears in the de- 
nominator.) — The distribution of this statistie is p(T) = c(1 — TTYr #912 
and Hotellings T (a scalar) is connected with it by TT’ = T?/(n—1+ T?). 
S. Vajda 2 Epsom, England). 

Hartley, H. 0.: The use of range in analysis of variance. Biometrika, Cam- 
bridge 37, 271—280 (1950). 

Die Arıw endung der Streuungsanalyse im Bereich industrieller Untersuchungen, 
bei denen sich das "Beobachtungsmaterial mit relativ geringen Kosten vergrößer n 
läßt, während für die rechnerische Durchführung der Analyse nur beschränkte Zeit 
zur Verfügung steht, macht Zeit- und Rechenaufwand ersparende Verfahren für die 
Analyse erforderlich. Ein solches Verfahren stellt die Analyse experimenteller 


x Versuchsanordnungen mit Hilfe der Stichprobenbreite (range) an Stelle der müh- 


samer zu berechnenden Stichprobenstreuung dar. Während die Analyse von Beob- 
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achtungsdaten, die nur in einer Richtung klassifiziert werden, mittels des von 
P. B. Patnaik (dies. Zbl. 37, 92) angegebenen, auf der Stichprobenbreite beruhen- 
den t-Tests erfolgt, treten bei Klassifikationen nach mehreren Richtungen neue 
Probleme auf. Für den Fall der Klassifikation nach zwei Richtungen diskutiert 
Verf. diese Probleme in der vorliegenden Arbeit. Insbesondere gibt er für die Analyse 


von zufällig belegten Feldern (randomized blocks) mit Hilfe der Stichprobenbreite | 


Formeln für den Mittelwert und die Streuung von mittleren Breiten an, berechnet 
die Korrelation zwischen Breiten in paarweise korrelierten Stichproben und die 
„Maßstabsfaktoren‘‘ und ‚„äquivalenten Freiheitsgrade‘ für eine Näherungs-y-Ver- 
teilung der mittleren Stichprobenbreite. Für den an die Stelle des Streuungsver- 
hältnis-(F-)-Tests tretenden ‚‚q-Test‘‘ mit der „‚studentisierten Stichprobenbreite g‘“ 
(— Stichprobenbreite/Stichprobenstreuung) als Testfunktion gibt Verf. eine Tabelle 
der oberen Prozentpunkte (5%, und 1%) an. Wie Verf. ferner zeigt, läßt sich neben 
der Streuungsanalyse bei Verwendung von Stichprobenbreiten eine laufende Kon- 
trolle der Homogenität der Streuung ohne zusätzliche Arbeit durchführen. — Eine 
eingehende Untersuchung der Genauigkeit der Näherungs-y-Verteilung und der 
Leistungsfähigkeit des g-Tests werden vom Verf. in Aussicht gestellt. Friede. 

Westenberg, J.: The median and interquartile range test applied to frequeney 
distributions plotted on a eireular axis. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 1034— 
1037; Indag. math., Amsterdam 12, 37&—381 (1950). 

Für die (in der Praxis oft anzutreffenden) zyklischen Variablen, deren Häufig- 
keitskurve nicht über einer Geraden, sondern über einem Kreis aufzuzeichnen ist, 
versagen die üblichen Definitionen von Mittelwerten und Streuungsmaßen, hin- 
gegen nicht der Begriff des Modalwertes. Verf. definiert für zyklische Variablen 
‚„Quartile‘“ und ‚‚Medianwert‘“, indem er, von den Varianten mit niedrigster Häufig- 
keit ausgehend, nach beiden Seiten zu je # bzw. $der Gesamtzahl der Fälle abgrenzt. 
Einen Signifikanztest für den Vergleich von Medianwerten in zwei Stichproben baut 
Verf. auf der Anzahl der Fälle einer Stichprobe auf, die zwischen deren Medianwert. 
und.den Medianwert der zusammengeworfenen Stichproben fällt; analog für Quartile. 
Den vom Verf. vorgeschlagenen Maßen haftet jedoch eine erhebliche Willkür an, 
die auch den Aussagewert solcher Signifikanzprüfungen beeinträchtigt. Die ein- 
schlägigen Arbeiten der italienischen Schule (u. a. Gini, Galvani, Salvemini), 
die sich schon seit langem mit Ähnlichem erfolgreich befaßt, scheinen dem Autor 
unbekannt zu sein. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Bose, P. K.: On reeursion formulae, tables and Bessel funetion populations 
associated with the distribution of elassieal D2-statistie. Sankhya, Calcutta 8, 235 — 
248 (1947). 

Als Maß für die Divergenz zweier statistischer Gesamtheiten hat sich in der 
Praxis die sogenannte D?-Statistik nützlich erwiesen. Das Problem der zugehörigen - 
Stichprobenverteilung ist von dem Verf. 1936 für den Fall von p korrelierten Ver- 
änderlichen gelöst worden. In der gegenwärtigen Arbeit entwickelt er eine Anzahl - 
von Rekursionsformeln für Ausdrücke von Parametern der Originalverteilung und 
berechnet mit Hilfe derselben die 99-, 95-, 5- und 1-proz. Schätzungen einer 
gewissen Transformation Z von D2. Ausgangspunkt für die Entwicklungen ist eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, die sich von der Besselschen Gleichung nur 
wenig unterscheidet und in Problemen der mathematischen Physik und Statistik 
oft auftaucht. Die Ergebnisse der umfangreichen Entwicklungen und Rechnungen 
werden in 5 Tabellen mitgeteilt. Paul Lorenz (Berlin). 

Das, A. C.: A note on the D2-statistie when the varianees and co-variances 
are known. Sankhya, Calcutta 8, 372—374 (1948). 

Verf. zeigt mit Hilfe algebraischer Umformungen, daß zwei von Bose gefundene 
Formeln für die Verteilung der Differenzen der Mittel von zwei Stichproben aus 
zwei p-dimensionalen normalen Populationen, die dieser für nicht miteinander 


TOR 


verträglich hielt, identisch sind. Der Beweis gründet sich darauf, daß die beiden 
Formen der Verteilung identisch sind, woraus die Identität der beiden Formeln 
_ dolgt. Paul Lorenz (Berlin). 
Barankin, Edward W.: Extension of the Romanovsky-Bartlett-Scheff& test. 
Proc. Berkeley Sympos. Math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 
1946), 433—449 (1949). 
Die Variable x sei mit linearer Regression bezüglich der Variablen £, ebenso 
mit linearer Regression bezüglich 7 normal verteilt. Die Nullhypothese, daß die 
beiden Regressionskoeffizienten k,, k, (von x bezüglich & und von y bezüglich 7) 
gleich seien, ist auf Grund einer m-gliedrigen (m > 2) Stichprobe von x, &-Werte- 


paaren und einer »-gliedrigen (n > m) Stichprobe von y, n-Wertepaaren zu prüfen. = 


Dem Vorgehen von V’.Romanovsky [Atti Congr. internaz. Mat. 1928, 6, 103—105- 
(1932)], M. S. Bartlett [Proc. Cambridge Phil. Soc. 32, 560—566 (1936); dies. Zbl. 
15, 361] und H. Scheff& [Ann. math. Statist. 14, 35—44 (1943)] folgend, werden 
f lineare Funktionen 


N 
= 24% Ei fi 9 a RE 
= 


sarhiet, deren Koeffizienten x, ß so zu bestimmen sind, daß alle z, von einander 
unabhängig seien, den gleichen Erwartungswert E@)=k,—k, und die gleiche, 
und zwar bei festem f kleinstmögliche, Varianz haben. Fame des aus diesen und 
weiteren Bedingungen abzuleitenden Gleichungssystems mit Hilfe vektorieller Inter- 
pretation liefert einen exakten, erwartungstreuen Signifikanztest für die Differenz 
der beiden Regressionskoeffizienten, der sich an die der Student-Verteilung mit 
m — 2 Freiheitsgraden folgende Variable 


st m 1 £ y 1 m 1 N 
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knüpft. M. P.@Geppert (Bad Nauheim). 


Massey jr., F. J.: A note on the power of a non-parametrie test. Ann. math. 
Statist., Baltimore Md. 21, 440—443 (1950). 

Zur Prüfung der Hypothese, daß die kumulative Verteilungsfunktion (KVF) 
der Variablen X in der Ausgangsgesamtheit F,(x) laute, hat J. Wolfowitz (dies. 
Zbl. 38, 298) die maximale Abweichung der in einer A en ge- 


 wonnenen empirischen KVF S,(x) von F,(x), d = max |F, (x) — 8, ( )I-Yr, als 
T 


Kriterium vorgeschlagen, deren Grenzverteilung für n > oo von N. Smirnov (dies. 
Zbl. 31, 370) tabuliert worden ist. Verf. ermittelt als untere Grenze der Potenz 
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(power-function) dieses Kriteriums, wenn die wahre KVF F, (x) lautet, für großesn 
1_ferkayon 

mit x 
A= (144: YmlYF@)- AA), = (det AV my) d-F)): 


wo x, der x-Wert ist, in welchem das Maximum x 
A = max |F,(2) — F,(&)| = |Fu(&o) — Fi (%o)| 
% 


erreicht wird und d, der zum Signifikanzniveau & gehörende kritische Wert von d 
ist, und folgert hieraus die Konsistenz des Kriteriums. Ferner wird eine analoge 
Abschätzung gegeben für die Potenz des auf der Differenz 


d’ = Y 1m + 1/m max |, (2) — 5 (&)| 


beruhenden Kriteriums zur Entscheidung darüber, ob zwei Stichproben vom Um- 
fange n bzw. m mit den empirischen KVF $,(x) bzw. 8,,(x) zwei Ausgangsgesamt- 
heiten gleicher KVF entstammen können. M. P. Geppert (Bad Nauheim). 

Hemelrijk, J.: A family of parameterfree tests for symmetry with respeet to 
a given point. II. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 53, 1186—1198; Indag. math. 
Amsterdam 12, 419—431 (1950). 

In einer gleichlautenden Arbeit (dies. Zbi. 38, 94) hatte Verf. einen exakten 
Test angegeben für die Hypothese H,, daß n Zufallsvariablen 2, @—=1,...,n) 
unabhängig voneinander bezüglich Null symmetrischen, sonst beliebigen Vertei- 
lungen folgen. Verf. verallgemeinert jetzt diesen Test und baut eine ihn als Spezial- 
fall enthaltende Schar von Tests für H, auf auf gleichzeitiger Anwendung des auf 
der Anzahl », positiver 2, fußenden Vorzeichentests und eines der bekannten ‚Zwei- 
Stichproben-Tests‘‘ für die positiven 2,-Werte &%,,...,x%, und die Absolutwerte 


a 
Yp + Yn, der N, = n—n, negativen z,-Werte. Von letzteren benutzt Verf. den 


Wilcoxon-Test, der auf U = Anzahl aller Wertepaare x,, y, mit x, >y, fußt, 
Pitmans Test für 


den Test von Wald und Wolfowitz bezüglich der Run-Anzahl und den Kolmogo- 
roff-Smirnoff-Test. Es werden für den Simultantest die kritischen Bereiche be- 
stimmt sowohl für die Prüfung von H, ohne umschriebene Gegenhypothese als 
auch für die Prüfung von H, gegen die Alternativ-Hypothese einer einseitigen Ver- 
schiebung von einem oder mehreren 2, auf der z-Achse. Für die Signifikanzniveaux 
&%—=0,025, x= 0,05, & = 0,1 gibt Verf. eine Tabelle der für die Durchführung 
der Simultanteste erforderlichen Hilfsgrößen, deren Gebrauch an einem Zahlen- 
beispiel erläutert wird. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 
Arley, N. and A. Hald: On the mean suecessive difference estimate of dis- 
persion. Mat. Tidsskr. B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 86-89 (1950). 
Zur Schätzung des mittleren Fehlers o einer normalverteilten Zufallsvariablen 


xzausnZufallsbeobachtungen x,,..., x, wirdinder Regel s— en Ss (2, ap) 
Y. n . . ” . x Fr ı= 
verwendet. Vielfach wird jedoch in Fällen, in denen man mit einem geringeren 
i Vx n—1 
'Rechenaufwand auskommen will, statt dessen der Schätzwert s’ — In U PIE: 
. r . Ser vo 
(mit Z {s’} = 0) benutzt, obwohl seine Streuung größer als diejenige von s ist. 


Dabei sind d, = |, — %|,....d,_, = |&,.1 — ®,| die aufeinanderfolgenden Diffe- 


renzen der Stichprobenwerte mit E{d,} = ra OO = (2.—.2) 0% In der 
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vorliegenden Arbeit ermitteln Verff. die Streuung von s’ zu 0? (s‘) = 
R — 
(1,0529 nn 
n—1 ” 
den Vorteil für sich, daß s’ auf Änderungen des Mittelwertes der Ausgangsvertei- 
lung bei gleichbleibendem o im Verlauf der Stichprobenentnahme nicht so stark 


reagiert wie der Schätzwert s. Georg Friede (Göttingen). 


Friede, Georg: Pasecalische Verteilungen, Confidenee- und Fiduzialschluß. 
Mitteil.-Bl. math. Statistik, München 2, 171—183 (1950). 

Eine kontinuierliche Zufallsvariable % folge der einen Parameter t enthaltenden 
Verteilung p(y\t) dy. Führt man mit festem y, das Alternativmerkmal y <y,ein, 
so liegt für eine n-gliedrige Stichprobe von y-Werten das Bernoullische Schema mit 

Yo 
der Grundwahrscheinlichkeit p (y,|t) = ji # (y\t) dy und den zugehörigen binomischen 
und Pascalschen Verteilungen für die Anzahl «a der Merkmalsträger (bei festem n) 
bzw. für den Stichprobenumfang n (bei festem a) vor. Aus der Wahrscheinlichkeit 
n—1 2 a. (nl) 
I Din EN 
(1 .)e ld U-pinld on dn 


Nn—qa 


. Die Verwendung von s’ hat neben der einfacheren Berechnung 


® 
FH 
dafür, daß ein im Intervall 7, 7 -+ dn gelegener Wert y, in einer n-gliedrigen Stich- 
probe genau a y-Werte y <y, zeitige, von denen der größte in das Intervall 
n,n + .dn falle, gewinnt Verf. mit Gedankengängen, die im wesentlichen fidueialer 
Natur sind, Wahrscheinlichkeitsverteilungen für 9, und analog durch Betrachtung 
von festem %, und variablem £ solche für £. Aus diesen bestimmt Verf. für p ‚‚Inter- 
valle brauchbarer Werte‘ mit vorgegebener Irrtumswahrscheinlichkeit, die sich auf 
Grund bekannter Reziprozitätsbeziehungen mit den klassischen Konfidenzinter- 
vallen des unbekannten 9 identifizieren lassen. Analoge Resultate erzielt Verf. bei 
der Pascal-Fragestellung für n. Im Falle a = n=1 ergibt sich, wie zu erwarten, 
auch formale Übereinstimmung der vom Verf. hergeleiteten Parameter-Verteilung 
mit der Fisherschen Fiducialwahrscheinlichkeit. M. P. Geppert. 


Pardubsky, Bohumil: The estimation of struetural parameters of partially eon- 
sistent series. Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr. 4, 291—293 und tschechische Zu- 
sammenfassg. 293 (1950). 

Let an infinite sequence of random variables be given, their distributions depen- 
dingon parameters of twotypes: (i) „structural‘“ parameters which are contained inall 
distributionsand (ii) ‚„incidental“ parameters, each of which occurs in a finite number 
of distributions only. This nomenclature is due to J. Neyman and E.L. Scott 
[ef. this Zbl. 34, 76] and they have also shown how consistent estimates of the 
structural parameters can be found, when the maximum likelihood method does not 
produce them. The present author deals with a special case for which he claims 
that the method of finding consistent parameters can be simplified, but it is not 
clear from the English summary wherein his procedure consists. S. Vajda. 


Walsh, John E.: Some estimates and tests based on the r smallest values in 
a sample. Ann math. Statist., Baltimore Md. 21, 386—397 (1950). Er 

Von einer n-gliedrigen Stichprobe werden nur die r (mitr—=pn-+0O (Vn)) 
kleinsten Werte verwendet. In einer Reihe von Sätzen untersucht Verf. die Eigen- 
schaften bekannter, auf den r kleinsten Stichprobenwerten beruhender, nicht- 
parametriger Punktschätzungen (point estimates), Konfidenzintervalle und Signi- 
fikanzteste, betreffend den 100 p%, -Punkt (p.-kleinsten Wert) der Ausgangsgesamt- 
heit, und vergleicht sie im Spezialfalle einer normalen Ausgangsgesamtheit be- 
kannter bzw. unbekannter Varianz mit den entsprechenden auf sämtlichen n Stich- 
probenwerten beruhenden, effizientesten Schätzungen, Konfidenzintervallen und 
Kriterien. Hierzu dient der vom Verf. definierte Begriff der asymptotischen Effi- 


zienz E = m/n, wo für den den fraglichen nichtparametrigen Schätzungen usw. | 
zugrunde liegenden Stichprobenparameter 7’, und für den entsprechenden der effi- 
zientesten Vergleichsklasse von Kriterien zugrunde liegenden Stichprobenparameter 
T, für n—oo var T,=o2n-+o(1/n), var T,— 05[n +0o(l/n) mit von n un- 
abhängigen o,, 0, gilt. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 

Davis, R. €.: Derivation of a broad elass of consistent estimates. Ann. math. 
Statist., Baltimore Md. 21, 425—431 (1950). | 


Verf. untersucht, in welcher Weise die üblichen Regularitätsbedingungen ge- 
lockert werden dürfen, ohne die bekannten asymptotischen Eigenschaften der 


Maximum-Likelihood-Schätzungen eines mehrdimensionalen Verteilungsparameters 
zu stören. Es gelingt Verf., Existenzbedingungen zu formulieren, die genau sämt- 
liche konsistenten Schätzungen des Parametervektors Or der kumulativen Vertei- 
lungsfunktion F(X, @7) eines Zufallsvektors X liefern, und eine Unterklasse solcher 
Schätzungen mittels einer Folge unabhängiger, der gleichen Verteilung folgender 
Zufallsvektoren X zu konstruieren, wobei die Existenz einer u. a. einer Lipschitz- 
Bedingung genügenden Funktion von X und © postuliert wird. Bei Existenz einer 
Verteilungsdichte läßt sich insbesondere die Konsistenz der Maximum-Likelihood- 
Schätzungen unter Bedingungen, die von den üblichen abweichen, nachweisen. 
M. P.@Geppert (Bad Nauheim). 
Katz, Leo: On the relative effieiencies of BAN estimates. Ann. math. Statist., 
Baltimore Md. 21, 398—405 (1950). 
Ist p(x|6) eine einparametrige Verteilung der der Werte 0,1,2... fähigen 


Variablen x und. (210), = (210), für 2 —0,1,..2.,6-1, — 5 p(j|6) für 
j=% 


x = k die entsprechende bei k gestutzte Verteilung, so hat die auf einer N-glie- 
drigen Stichprobe fußende Maximum-Likelihood-Schätzung (ML) für von p(x|$), 
und ebenso die y-Minimum-Schätzung für d von f(x|®) minimale Varianz. Unter Be- 
nutzung einer von H.Cramer [Skand. Aktuarietidskr. 29, 85—94 (1946)] und C.R. 
Rao [Bull. Caleutta math. Soc. 37, 81—91 (1945)] abgeleiteten Ungleichung für die 
Varianz einer erwartungstreuen (unbiased) Schätzung beweist Verf., daß die Effi- 
zienz der aus einer N-gliedrigen Stichprobe gewonnenen erwartungstreuen Schät- 
zungen des Parameters der Originalverteilung 9 (x |®), insbesondere der 42-Minimum- 
Schätzungen, geringer ist als diejenige der erwartungstreuen Schätzungen des Para- 
meters 0 der entsprechenden gestutzten Verteilung f(x|6), insbesondere der ML, 
und ferner, daß die Varianz einer solchen Schätzung des Parameters der ge- 
stutzten Verteilung f(x|9) mit zunehmendem k monoton abnimmt. Das gleiche gilt 
für die gleichzeitige Schätzung von r Parametern der ursprünglichen (p(x|®,,...,0,)) 
bzw. gestutzten (f(x|6,,...,6,)) Verteilung einer Variablen, wobei der Beweis an 
Stelle der Varianz eines Schätzungsparameters das durch die Covarianzmatrix 
bestimmte r-dimensionale Konzentrationsellipsoid verwendet. M. P.Geppert. 

Ehrenberg, A. 8. C.: The unbiased estimation of heterogeneous error variances. 
Biometrika, Cambridge 37, 347—357 (1950). 

Verf. betrachtet eine von zwei Merkmalen (g Reihen und p Stichproben) nach 
dem Modell 2,,=,+ß, +8, Ü=1,...9; j=1,...,g) abhängende Vari- 
able, wo die restliche Abweichung e,, mit Mittelwert 0 und von (der Reihe) j ab- 
hängiger Varianz 07 normal verteilt ist, und sucht Schätzparameter für die 02 auf 
Grund von pq Beobachtungen x,, (1 &,;-Wert pro ij-Feld). Es werden zwei er- 
wartungstreue (unbiased) Schätzungen für 07 


5 = l[a/(p -D@-2] 
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' betrachtet und deren Stichprobenvarianzen angegeben, nen eine ah ae Spann- 


weite a der (2,,— x,.) beruhende erwartungstreue Schätzung von 
a s? und s sind Spezialfälle einer Schar erwartungstreuer Schätzparameter von 
, die durch eine bis auf die in den Koeffizienten ausdrückbare Bedingung für 


i Re beliebige quadratische Form der pq Werte x,, 


q p p q 
Pie 2 
SP u DIE EI PILUTDIR TE +20 =, Kr Kmsı 
Be! al Es il Bet Im 


gegeben ist. I. a. hängt deren Varianz von allen 0, und a,ab und kann nicht 
für alle Parameterwerte zu einem Minimum gemacht werden. Die übliche zwei- 
faktorielle Varianzanalyse bleibt trotz der Inhomogenität der o, näherungsweise 
statthaft, da sich für die Abweichungsquadratsummen „zwischen Reihen“ und 
„Best“, die zwar wegen der Heterogenität nicht mehr exakten y?-Verteilungen 
folgen, approximative +°-Verteilungen angeben lassen, so daß F- und t-Test nähe 
rungsweise gültig bleiben. Ausdehnung der Gedankengänge auf mehrfaktorielle 
Varianzanalyse und Heterogenität in mehr als einer Dimension. MM. P. @eppert. 

Nagler, H.: On the best unbiased quadratie estimate of the varianee. Bio- 
metrika, Cambridge 37, 444—445 (1950). 

Verf. zeigt durch einfache Überlegungen, daß es zu einer in den n Zufallsbeob- 
achtungen 2, =1,2,...,n) unsymmetrischen Funktion F(z,,...,x,) mit dem 
Erwartungswert £(F) und der Streuung o?(F) eine in den x, symmetrische Funktion 
mit dem gleichen Erwartungswert gibt, die eine kleinere Streuung besitzt, und ge- 
winnt damit das bereits von P.L. Hsu [Statist. Res. Mem., London 2, 91—104 
(1938); dies. Zbl. 20, 149] und P.R. Halmos [Ann. math. Statist. 17, 34 (1946)] 

2 n 
auf anderen Wegen gefundene Ergebnis, daß s? en = (x, — %)* der beste, 
nicht mit systematischen Fehlern behaftete (unbiased) Schätzwert für die Streuung 
ist. Georg Friede (Göttingen). 

Kolmogorov, A. N.: Unverfälschte Schätzungen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, 
Ser. mat. 14, 303—326 (1950) [Russisch ]. 

Verf. verallgemeinert einen Satz von Blackwell (dies. Zbl. 33, 76) über un- 
verfälschte Schätzungen [unter Heranziehung des vom Verf. in ‚Grundbegriffe der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung‘“ 1933 (dies. Zbl. 7, 216) entwickelten Begriffes der 
bedingten Wahrscheinlichkeit]: PC®W durchlaufe eine Klasse von Wahrschein- 
lichkeitsfunktionen, f(P) sei ein über ® definiertes Funktional, @(x) eine unver- 
fälschte Schätzfunktion für f(P), x(x) erschöpfend über ® [d.h. die bedingte Wahr- 
scheinlichkeit P(A/y(x) =h) hängt von PC ®% nicht ab]. Dann ist 


y(2)=E (Plz)l4(®) 


ebenfalls unverfälscht für f(P) und E($(x) — E($(a))? <E(p(a) — E($ (®)))*. 
Anwendung auf den ee und a Fall. — p(x) heißt obere [untere] Schätz- 
funktion für f(P), wenn E(p) >f(P) [<f(P)]. Verf. untersucht die Existenz un- 
verfälschter bzw. oberer Be er) nen im Zusammenhang mit Fragen 
der Qualitätskontrolle. Er bespricht zunächst den Fall der endlichen Grundgesamt- 
heit vom Umfang N und unterscheidet die beiden Möglichkeiten: Die Untersuchung 
einer Stichprobe vom Umfang n <N von Produktionseinheiten (Pe.) zerstört 
dieselben (I) oder nicht. Die angeführten Testverfahren zur Schätzung der un- 
brauchbaren Einheiten sind bekannt. Verf. zeigt jedoch u. a.: sei y die An- 
zahl der unbrauchbaren Pe. in der Grundgesamtheit, x die in der Stichprobe, 
7=y-x im Falle der Annahme der Produktionsmasse vom Umfang N—n 
(Fall I) und 0 bei Ablehnung. Dann existieren für E(qg) = E(Y/N) keine unver- 
fälschten, wohl aber obere und untere Schätzfunktionen (bei festem n). Weitere 
Betrachtungen, falls N praktisch oo ist. Verf. untersucht dann für die Normalver- 
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teilung N (a, 0°) die Schätzung von f(a) bei bekanntem 0? und bringt insbesondere 
die Frage nach der Eindeutigkeit der Schätzfunktionen in Verbindung mit Rand- 
wertproblemen für die Wärmeleitungsgleichung. Schließlich wird die Frage nach 
unverfälschten Schätzungen für f(a, 0?) ausführlich diskutiert. Es folgen einige Be- 
merkungen allgemeinerer Natur über das Problem der unverfälschten Schätzungen 
und Hinweise auf eine Arbeit von Halmos, Ann. math. Statist. 17, 34—43 (1946). 
Schmetterer (Wien). 

Smirnov, N. V.: Über die Konstruktion des Konfidenzgebietes für die Ver- 
teilungsdichte einer zufälligen Größe. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 74, 189— 
191 (1950) [Russisch]. - 

Es werden Fragen der parameterfreien Schätzung einer unbekannten (stetigen) 
Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) auf einem Intervall [a,b] behandelt. S, sei eine 
Stichprobe n unabhängig gemäß f(x) verteilter Größen. f,, (x) beschreibe eine Häufig- 
keitsverteilung nach folgender Vorschrift: Man teile [a, b] in s gleiche Abschnitte 
A, = [a,_,, @,)- m; sei die Anzahl der Größen aus 8,, welche in A, liegen, h = (b—a)/s. 


Sei f&(z) = und f(x) = [ Ha)de für xCA,. Verf. formuliert (ohne 
4; 
b 
Beweis) einige Sätze. Sei (1) min f(x) >0, (2) f fe)de=1-8 <A 
asısb a 
—— 8 © s\3 
(3) lim a <0o0, -—oo <A <om. 
N >00 
Dann ist 


Wale k@=r@l 7 I=|22[: A sl  o[Vlegs\ _ 0 [&” 
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5 1 \ a ! : & 3 
mit D(x) = etl2 de, Als, N) bet Ale ,‚ wobei /, die Wurzel der Gleichung 


Von Vnh 


20%) — 1js ist, = Sei 2%, = 3a, Ho) andın [ea 
Er len, (mi, m,) 
Pn(X) = > m m Sea ED Se 


(2) habe auf [a,b] beschränkte zweite Ableitungen und nebst (1), (2), (3) sei 


"nlog s 
5 


5 —>0 für n—oo, dann gilt: 


W Nas a <As, AN Ber B. 


f(&) 
Daraus gewinnt man für vorgegebenen Konfidenzkoeffizienten 0<ß <1 leicht 
Vertrauensstreifen für f(x) auf [a, b]. Schmetterer. 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


e Fröchet, M.: Statistieal self-renewing aggregates. (A course of leetures 
delivered at the Faculty of Seienee, Fouad I University; edited with five appendices 
by J. B. Simaika.) Cairo: Fouad I University Press 1949. 125 p. 

This booklet contains lectures given at Fouad I University. After a short 
chapter on the descriptive study ofthe subject the author surveys the renewal theory 
for bounded and for unbounded durations of life, based on the use of Lagrange’s 
generating funetion. The case of simple as well as multiple roots of the characte- 
ristice equation is studied and the asymptotic behaviour of the number of replace- 
ments investigated. The demographic applications of the theory, taking account 
of mortality and fertility, are also considered. Four appendices by J. B. Simaika 
and one by M. Rifaat deal with a few special points. The former has also added 
a bibliography of papers dated 1907 to 1944, whose contents cover a much wider 
field than that to which Professor Fr&chet referred in his discourses. 

S. Vajda (Epsom, England). 
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K= Mahalanobis, P. C., D. N. Majumdar and C. R. Rao: Anthropometrie survey 
On of the united provinees, 1941: A statistiecal study. Sankhya, Calcutta 9, 89—324 


(1949). 

ee Messungen (12 physische Merkmale), ausgeführt von Majum- 
dar an 2836 Individuen, die 22 verschiedenen Kasten und Sippengruppen angehören,, 
werden von Mahalanobis und Rao statistisch analysiert. Dem Tabellenwerk 
ist ein vorbereitendes Kapitel beigegeben, in welchem die angewandten Begriffe und 
Verfahren kurz dargelegt werden: Kap. 4: Grundbegriffe (u.a. Klassifizierungs- 
problem, Mahalanobis’ verallgemeinerter Abstand D); Kap. 5: Normale Gesamt- 
heiten: Prüfung auf Normalität mittels 3. und 4. Moment, Prüfung der Varianzen- 
gleichheit und Vergleich von Korrelationskoeffizienten in Stichproben mittels y?- 
Test, Prüfung auf Linearität der Regression; Kap. 6: Verallgemeinerte Varianz von 
k Populationen bezüglich 9 korrelierter Merkmale; Berechnung von D2 mittels 
linearer Transformation und Beurteilung von D? mittels y?-Test, Klassifizierung 
mittels Transformation auf kanonische Variablen. — Es folgen an späterer Stelle 
5 Anhänge mathematisch-statistischen Charakters. Anhang 1 (Mahalanobis) mit 
geschichtlichen, bibliographischen Daten über die Maßzahl D?. Anhang 2 (Mahala- 
nobäas und Rao) über den Gebrauch von Indexzahlen, in welchem bewiesen wird, 
daß für das Klassifizierungsproblem aus der zusätzlichen Verwendung von Index- 


‘ zahlen zusammen mit den ursprünglichen Variablen, aus denen jene gebildet sind, 


keine zusätzliche Information zu gewinnen ist, da sich als beste diskriminierende 
Funktionen lineare Funktionen der ursprünglichen Variablen erweisen. In 3 weiteren 
Anhängen über den Abstand zweier p-dimensionaler Gesamtheiten, über die Aus- 


- gleichung p-dimensionaler Daten durch geringer-dimensionale Flächen und über 
‚ eine lineare Transformation p korrelierter Variablen auf p unkorrelierte normierte 
| Variablen gibt Rao eine ausführlichere Begründung für die oben genannten, im 


wesentlichen von Mahalanobis und Rao entwickelten Begriffe und Verfahren. 
M. P.@eppert (Bad Nauheim). 


Coward, L. E.: The distribution of sickness. J. Inst. Actuar., London 75, 
12—38 (1949). 
Verf. betrachtet zunächst ein Urnenschema bestehend aus %k Urnen mit den 


Erfolgswahrscheinlichkeiten p,,..., ?,; N Ziehungen (mit Zurücklegen) aus Urne 1 


liefern x, Erfolge, x, Ziehungen aus Urne 2 liefern x, Erfolge, ete. Für die Gesamt- 
zahl X,—= 2%, ++ x, der Erfolge lauten Erwartungswert und Varianz 


BJ = NP, 0 X,) be: SrB— ER -(£ By 


mit P,=P,P3:--P,. Anwendung des ae auf die Statistik der Erkrankungen 


und Krankheitsdauern einer N-gliedrigen Personengruppe bei Zugrundelegung der 


Zeiteinheit 1 Jahr führt zur Varianz der Verteilung der Anzahl der Krankheitsfälle 


mit Krankheitsdauern zwischen « und 5 
b 


®=N-2U,-U,-U)), w U,= : (u — a)" s, du 


ad 


die auf a bezogenen Momente der Krankheitsdauer und s, die Krankheitsintensität 


der Dauer % bedeutet. Im Anhang wird die gleiche Formel wesentlich eleganter 
mit Hilfe der momenterzeugenden Funktion abgeleitet. Ihre Bewährung wird am 
Zahlenmaterial einer Krankenversicherung geprüft; ferner wird untersucht, wie sich 
das Ergebnis ändern würde bei Verzicht auf die teilweise sehr einschränkenden Vor- 


" aussetzungen: Existenz von Krankheitswahrscheinlichkeiten, Gleichsetzung der 


Todesfälle mit Genesung in der Zeiteinheit (1 Jahr), Unmöglichkeit für eine Person 
“zweimal in einem Jahr zu erkranken, Gleichverteilung der Krankheiten über ein 
- Altersjahr, Unabhängigkeit der verschiedenen Krankheitsfälle. M. P. Geppert. 


154 


Beard, R. E. and Wilfred Perks: The relation between the distribution of 
siekness and the effeet of duplieates on the distribution of deaths. J. Inst. Actuar., 
London %5, 75—86 (1949). | 

Anknüpfend an zwei Arbeiten vonR. E. Beard [J). Statist. Soc. 7, Pt.1, 23—28 
(1947)] über die Verteilung der Erkrankungen und Krankheitsdauern und H.L. | 
Seal (dies. Zbl. 29, 375) über die Verteilung versicherter Sterbefälle nach der An- 
zahl der zugehörigen Policen, legt Verf. dar, daß beide Fragen sich einer gemein- | 
samen mathematischen Fragestellung einordnen lassen. Für verschiedene Arten 
der Stichprobenentnahme N versicherter Leben, einfache Stichprobe mit festem N, | 
geschichtete Stichprobe mit festem N, solche mit fester Anzahl der zugehörigen 
Policen, mehrstufige und balancierte Stichproben, werden die entsprechenden Vari- | 
anzen der Anzahl der mit einem Sterbefall fälligen Policen berechnet. Ferner be- 
anstandet Verf. die häufige Verwendung der Poisson-Verteilung in der Versicherungs- | 
statistik, ergänzt Seals auf Grund von Poisson-Verteilung erfolgte Kumulanten- 
berechnung durch eine exaktere auf Grund von Binomialverteilung und kritisiert 
die von Seal an großem Zahlenmaterial vorgenommene Ausgleichung der beob- 
achteten Verteilung x, nach der Anzahl j der Policen pro Sterbefall durch einen 
dem Paretoschen Gesetz analogen diskreten Ausdruck 7, = const j®. | 

M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Kendall, David G.: An artifieial realization of a simple „birth-and-death“ 
process. J. R. statist. Soc., London, Ser. B 12, 116—119 (1950). 

Bei einem einfachen Geburt-Tod-Prozeß mit Geburts- und Sterbensintensität 
}, u genügt die Wahrscheinlichkeit p,(t) dt dafür, daß die Bevölkerung zur Zeit t 
den Umfang n habe, der Kolmogoroffschen Gleichung 


PER N) mRNA man (Atu): PR). 
Aus derselben gewinnt Verf. die Verteilung der voneinander sowie von den früheren 
u- und v-Werten unabhängigen Variablen © = N r und v, wo r, nachdem die Be- 
völkerungszahl gerade den Wert N erreicht hat, die bis zum nächsten Geburts- 
oder Sterbefall verstreichende Zeit und v» = 1 bzw. Q ist, je nachdem dies Geburt 
oder Tod ist. Der Prozeß wird demnach mathematisch identifiziert mit einer 
Sequenzprobenentnahme von Wertepaaren w, v, bei welcher nach jedem Schritt r 
5, ha tWuN, nv Mr=N,ı+2v,—1. gesetzt wird, und die so lange fort 
gesetzt wird, bis entweder N, = (0 (Aussterben) oder {, >T ausfällt. Bis dahin 
ist der Umfang der Bevölkerung bestimmt als r(t)=N, für 1, st<t,y 
(r=0,1,2,...). Für A = u wird der Prozeß mit Hilfe von Zufallszahlen durch ein 
äquivalentes Ziehungsmodell künstlich realisiert. MM. P.@eppert (Bad Nauheim). 

e Bell, Clifford and Loviney J. Adams: Commereial algebra and mathematies 
of finance. New York: Henry Holt and Company 1949. 625 p., 87 p. of tables. 
$ 4,50. 

Boggio, Tommaso: Matematica finanziaria. Eneicl. Mat. element. e Com- 
plem., Milano 311, Nr. LVI, 323—409 (1950). 

In 4 Abschnitten über 1. Zinsen und Discont, 2. sichere Renten, 3. Amorti- 
sierung, 4. Anleihen und Obligationen wird in meisterhaft klarer und knapper Dar- 
stellung der wesentliche Wissensstoff der Finanzmathematik dargeboten. Unter 1. 
einfacher und Zinseszins, äquivalenter Zins, kontinuierliche Verzinsung, variabler 
Zinssatz, Satz von Peano, Discontierungssysteme; unter 2. u.a. Renten mit arith- 
' metisch bzw. geometrisch ansteigenden Raten, Berechnung des Zinssatzes für Renten 
mit variabler Rate, kontinuierliche Renten; unter 3. amerikanisches, französisches, 
deutsches Amortisierungssystem, usw., kontinuierliche Amortisierung. 

M. P. @eppert. 

Boggio, Tommaso e Fernando Giaecardi: Matematica attuariale. Eneicl. 
Mat. element. e Complem., Milano 3ır, Nr. LVI bis, 411-480 (1950). 
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: Kurze, übersichtliche Darstellung des Begriffs- und Formelapparates der Ver- 
 sicherungsmathematik. Kap. I. Biometrische Funktionen und Sterblichkeitstafeln 
 (Sterbens- und Überlebenswahrscheinlichkeiten, Sterbensintensitäten; Selektions-, 
 Aggregat-, Reduktions-, Kompakttafeln; graphische, mechanische, analytische Aus- 

gleichung der Sterblichkeitstafeln). Kap. II. Versicherungen (Nettoprämien der 


: “üblichen Formen von Lebens- und Todesfallversicherungen ; Bruttoprämien, Prämien- 
versicherung). Kap. III. Schuldentilgung auf Versicherungsgrundlage. Kap. IV. 


Deckungskapital (Definition, retro-, prospektive und rekurrente Berechnung, Thiele- 


sche Differentialgleichung, Risiko- und Sparprämie, Rückkauf). Kap. V. Anwendung 


_ von Ungleichungen nach Steffensen, Jensen, Tschebyscheff. Geppert. 


o Insolera, Filadelfo: Trattato di seienza attuariale. II: Teorica della eapitalizza- 
 zione. Torino: G. Einaudi Editore 1949. 237 p. 1500 Lire. 
Das vorliegende Buch bildet Band 2 eines dreibändigen, die gesamte Lebens- 
‚ versicherungsmathematik umspannenden Werkes, dessen (Ref. unbekannter) 1. Band 
(dies. Zbl. 38, 301) die gesamte Sterblichkeitstheorie vorweggenommen hat. Das 
Buch gliedert sich in 2 Teile, deren I. der reinen, deren II. der versicherungstech- 
‚nischen Kapitalisierung gewidmet ist. In TeilI werden die Grundbegriffe der 
‚Finanzmathematik, die allgemeine Theorie der Verzinsung und Diskontierung, die 
‚allgemeinen Prinzipien (Aquivalenzprinzip, multiplikative bzw. additive Spaltbar- 
keit des Endkapitals ete.) behandelt. Teil II behandelt allgemeine Prinzipien, ein- 
“ malige Nettoprämien der verschiedenen Kapitalversicherungsformen auf ein und 
mehrere Leben; Interpolation und Tafeln der Auf- und Abzinsungsfaktoren und 
 Kommutationstafeln. Zwei Anhänge sind kurzfristigen Finanzoperationen und der 
- geometrischen Analyse von Börsenoperationen gewidmet. Die originelle Gliederung 
und gründliche Darstellung des Stoffes beweist, daß der durch zahlreiche Publi- 
kationen auf dem Gebiete der Finanz- und Lebensversicherungsmathematik bestens 
‚ bekannte Autor wie kaum ein anderer zu dieser Aufgabe berufen ist. Breiten Raum 
» nehmen Diskussionen der allgemein gültigen Prinzipien ein, die z. T. bereits Gegen- 
‘ stand interessanter Kontroversen zwischen Verf., F.P. Cantelli und C. E. Bon- 
‘ ferroni gewesen sind. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 


e Insolera, Filadelfo: Trattato di scienza attuariale. III: Teorica dell’ammorta- 
mento. Torino: G. Einaudi Editore 1950. 303 p. 2400 Lire. 

Den 3. Band seines umfassenden Werkes über die Mathematik der Lebensver- 
* sicherung (vgl. vorsteh. Referat) widmet Verf. den Problemen der reinen (I.) und 
- der versicherungstechnischen (II.) Amortisierung. Teil I enthält die Grundlagen der 
} allgemeinen Amortisierungstheorie, Renten, Schuldentilgung nach verschiedenen 
" Amortisierungsplänen, Obligationen; Deckungskapital und Risikotheorie; Teil II 
‘ behandelt die versicherungsmäßige Schuldentilgung, also Leibrenten, laufende 
* Prämienzahlungen, Deckungskapital, technische Bilanz, Risikotheorie. Ebenso wie 
in Band 2 ist die Darstellung vorbildlich gründlich und vollständig und durch sehr 
‘ zahlreiche, kritische Literaturhinweise bereichert Über die zitierten eigenen Arbeiten 
‘ hinaus enthält auch dieser Band viel Eigenes. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 
eo Tetley, H.: Actuarial statisties. Vol. I: Statisties and graduation. — 2nd ed. 
Cambridge: At the University Press 1950. XVI, 286 p. 21. net. 

Alexits, Georges: Theorie math&matique du trafie de marchandises sous le 
regime du capitalisme de monopole. Acta math. Acad. Sci. Hung. 1, 17—33 und 
I russische Zusammenfassg. 33—35 (1950). 

’ Verf. setzt voraus: 1. voll entwickelte Produktion, so daß der Verdienst des Produzenten 
" zu Mehrproduktion verwendet wird; 2. gesättigten Markt, so daß die Produktion eines Gutes 
|"den Absatz aller anderen beeinträchtigt. Daraus ergibt sich das System von Produktions- 
1 gleichungen Yly; =; — 5, p(y Ya: Yn)» i=l,2...n, wo „=y(t) der Wert der 
\- zum Zeitpunkt i produzierten Menge des Gutes i ist, p die totale Kaufkraftabnahme des Marktes 
|" durch die Produktion aller Güter, b;p der Anteil des Gutes i an dieser Abnahme. Indem er die 
- Existenz einer unteren Schranke b > 0 für die b,(t) behauptet, zeigt Verf., daß die y,(t) be- 


EErE 


156 | | | 3 


schränkt sind, woraus die Existenz positiver, stetiger, durch die Anfangswerte eindeutig be 
stimmter Lösungen der Produktionsgleichungen folgt. Unter Berufung auf die Erfahrung 
nimmt Verf. die Existenz einer unteren Schranke c > 0 für die Differenzen a;/b; — a,/b, an, 
wenn diese Differenz eine Zeitlang positiv ist, und beweist daraus %, — 0, wenn t > co bei ‚‚ruhi- 
ger Entwicklung“ (konstante d,). D. h., daß bei hinreichend konstanten Wettbewerbsbedin- 
gungen (krisenloser Entwicklung) ein Produzent von einem gewissen Zeitpunkt t, ab Mono 
polist ist. Der Wert y, der von ihm produzierten Güter wird von t, ab monoton steigen (wası 
Verf. aus der Monotonie von p beweist) und asymptotisch einem nur von den Werten a,, b, und 
y zur Zeit t, abhängenden Grenzwert zustreben. Verf. zeigt weiter, daß von t, ab das natürliche 
Streben des Monopolisten auf Mehrung seines Kapitals nur durch Lohndruck befriedigt werden! 
kann (unter der Voraussetzung beschränkter %,, Ref.). Ohne durchgeführten Beweis, aber unte 
Diskussion der Möglichkeit, daß die untere Schranke c nicht existiert, behauptet Verf., auch 
eine Korrektur des freien Wettbewerbs durch Restriktionen könne Monopolbildung oder Krisen} 
nicht verhindern. H. Härlen (München). 

Metzler, Lloyd A.: A multiple-region theory of ineome and trade. Econometrica, 
Chicago 18, 329—354 (1950). 

Es werden die Auswirkungen von Investierungen in einem von n Wirtschaftsgebieten! 
(deren Grenzen sich nicht mit politischen decken müssen) auf die übrigen betrachtet. — Seien 
y, das Volkseinkommen, m;,(y,) der Gesamtimport, m;;(y;) der Import aus dem j-ten Land 
(j #i) und somit m,(y,;) = mu(y) +: -- + muy) (milyı) =), %(y:) die Ausgaben (ein- 
schließlich der Nettoinvestition) des ö-ten Landes. Dann gelten die statischen Gleichungen, 
freier Markt und Begrenzung der Importe durch Einkommen und Handel, nicht durch Reserven, 
vorausgesetzt: 


YaMmıly) + may) + tu) my) tt Mn lYn)- 
Unter der Annahme, daß Produktion und folglich Einkommen sich gleichsinnig mit dem Über- 
schuß der Nachfrage über die laufende Produktion ändern, bestehen, da die Netto-Nachfrage 
nach dieser Produktion d,; = u,(y,) — m,(y) + ma(Yı) +»: + Min (Yn) — Yı ist, die dynami- 
schen Gleichungen: dy,/dt = k,d,. Durch Taylorentwicklung der rechten Seiten nach Potenzen 
von 9; — y%, wo y% die Gleichgewichtswerte bedeuten, und Vernachlässigung der nichtlinearen 
Ausdrücke ergeben sich die Differentialgleichungen 


Yyld-km y—- Mt +kmn m — m) + kw; m; — Du — %), 
in deren Lösungen y,() = % + Ay ct? + Age! + ++» + A,„e’"! die A, der Gleichung. 
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genügen. Damit sich für %,(t) bei wachsendem ti Gleichgewicht einstellt, müssen die Realteile‘ 
der },< 0 und die sogenannten Hicksschen Bedingungen, in denen bemerkenswerterweise die 
Anpassungsgeschwindigkeiten k, nicht auftreten, erfüllt sein, daß nämlich M = M(1,1,...,1,0) 
und alle Hauptminoren positiv sind (Hickssche Determinante). Die Adjungierten M,; der Ele-| 
mente m}, einer Hicksschen Determinante werden als > O nachgewiesen, und daraus folgt, daß 
das System stabil ist, wenn u;, die Grenz-Neigung (propensity) zum Ausgeben, < 1, und instabil, | 
wenn sie > lin jedem Land ist. — Sei weiter «| eine selbständige Investition im Land 1, dann | 
ist „=dı +Y, +, und dy,/dx, = M,,[M >0, d. h. eine Einkommenserhöhung in einem | 
der n Länder zieht eine Erhöhung des Einkommensniveaus in jedem Lande nach sich. Im | 
Normalfalle (u; < 1) erweist sich der verallgemeinerte Investitionsfaktor dy,/d«, als größer! 
als der Außenhandelsfaktor 1/(1 — u, + mı), aber als kleiner als der gewöhnliche Investitions-! 
faktor 1/(1— wu). — Für die Zahlungsbilanz db, = y, — u, (yı) (k #1) gilt dbd./da, 
= (1 — u,;) dy,/dx,, so daß sie sich im Normalfalle (u), < 1) bei einer Wirtschaftsexpansion dest 
Landes 1 verbessert, im anderen Falle (u,> 1) jedoch verschlechtert. Für Land 1 gelten jedoch | 
b, = y — U (Yyı) — 1, dbi/da, = (l— u) dy/da, —1 und —1<db,/da,<0, d.h. die Ver- 
änderung der laufenden Zahlungsbilanz richtet sich gegen dieses Land, ist aber der Größe nach! 
im Regelfalle kleiner als das Anwachsen der Investitionen. Günther (Nordhausen). 


Geometrie. 
Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Kustaanheimo, Paul: A note on a finite approximation of the euelidean plane 
geometry. Comment. phys.-math., Soc. Sci. Fennica 15, Nr. 19, 11 S. (1950). 

Um „Kongruenz‘“ und ‚„‚Anordnung“ in eine Geometrie über GF „ einzuführen, 
müssen die Axiome erheblich abgeschwächt werden. In einem noch unveröffent- 
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lichten Vortrage, dessen Inhalt aber aus den in der vorliegenden Arbeit gemachten 
gaben gut erkennbar ist, hat Verf. dies für die Kongruenzaxiome durchgeführt 
nd behandelt jetzt „Anordnung“. Außer dem Axiom von Pasch wird nur vor- 
usgesetzt, daß es mindestens ein Tripel A, B, C kollinearer Punkte gibt, so daß 
‚B zwischen A und (© liegt. Durch ein Verfahren, das der Hilbertschen Strecken- 
echnung entspricht, wird das Problem auf die Anordnung der Elemente von GF, 
‚zurückgeführt. Von dieser Anordnung wird die Eindeutigkeit im Sinne des Iso- 
‚morphismus nachgewiesen und gezeigt, daß sie von einer Beziehung ‚>‘ abhängt. 
"Dabei gilt @>b5 genau dann, wenn a — b quadratischer Rest in @F,, ist. Für 
‚<p=3 (mod 4) werden so die abgeschwächten Axiome erfüllt, und zwar gibt es 
zu jedem Elementpaar Elemente, die dazwischen, und solche, die nicht dazwischen 
‚liegen; ferner liegt von je 3 verschiedenen Elementen mindestens eines zwischen 
‘den beiden andern. Doch ist „zwischen“ nicht immer transitiv: es müssen Tripel 
‚a <b<c<a vorkommen. Für beliebig große geeignete Primzahlen p gibt es 
‚aber hinlänglich lange Ketten (Verf. schreibt: ‚Eucelidean domains‘‘, doch hat dieser 
"terminus schon einen anderen Sinn) geordneter Elemente, wobei die Differenz jedes 
‘ Kettenelementes von jedem vorausgehenden ein quadratischer Rest ist. Innerhalb 
\einer ‚Kette ist daher „zwischen“ transitiv. Sind 9,9... die ungeraden Prim- 
| zahlen in der natürlichen Folge und ist = —1(mod 8g,: 4,1), aber g, ein 
| Nichtrest (mod p), so bilden 1,2,...,g, eine Kette. Lineare Transformationen in 
\GF „führen Ketten in Ketten über. Es wird die Möglichkeit einer Physik über einer 
‚solchen Geometrie mit sehr großem k angedeutet. Solange sich die Koordinaten in 
(derselben Kette bewegen, gelten Euklidische Geometrie und klassische Physik an- 
genähert. Beim Übergang zum Infraatomaren oder zum Supragallaktischen 
| brechen die Transitivität von ‚zwischen‘ und der Entfernungsbegriff zusammen. 
Hierzu sei bemerkt, daß, wenn die Koordinaten in einer festen Kette variieren, 
\kollineare Punkte einfach und isoliert geordnet sind. Zwischen „successiven‘“ Punkten 
liegen nicht von der Kette erzeugte Punkte und zwischen diesen kommen wieder 
Punkte der ersten Art vor;z.B. ist 1<q,+2 <3 <q, + 2. Der hier bewiesene 
 Eindeutigkeitssatz zeigt, daß eine Geometrie über @F‘, bei voller Aufrechterhaltung 
\des Axioms von Pasch keinen andern Anordnungstypus zuläßt. F.W. Levi. 

e Bilo, Julien: Untersuchungen über die geometrischen Grundlagen der pre- 
jektiven Quaternionengeometrie. Bruxelles: A. Vanderlinden 1949. 123 p. 75 fıs. 

Nesterovi@, N. M.: Geometrische Konstruktionen in der Lobatevskijschen Ebene, 
die mit Hilfe des Orizirkels und Lineals ausgeführt werden können. Doklady Akad. 
‚Nauk SSSR, n. S. 66, 1047—1050 (1949) [Russisch]. 

Verf. zeigt in dieser Note, wie man den gewöhnlichen Kreis der hyperbolischen 
Ebene bei allen Konstruktionen 2. Grades auch durch den Grenzkreis ersetzen kann. 
‚Die vorliegende Arbeit liegt zeitlich vor der bereits besprochenen (Nestorovit: 
ädies. Zbl. 36, 102). Beide Arbeiten zusammen ergeben erst den Beweis für die 
'Gleichberechtigung aller 3 Kreissorten als Konstruktionsmittel neben dem Lineal 
"in der hyperbolischen Ebene. Burau (Hamburg). 
Chazanov, M. B.: Über Flächeninhalte in der Lobatevkijschen Ebene. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 571—574 (1949) [Russisch ]. 
|" In dieser Arbeit wird eine bemerkenswerte Ausweitung der bisherigen Inhalts- 
Ülehre der hyperbolischen Ebene gegeben, bei der an den bisher definierten Inhalten 
Önichts geändert wird, darüber hinaus aber noch weitere Bereiche meßbar werden, 
‘freilich unter Verzicht darauf, daß die Inhalte immer positiv bleiben müssen. Die 
Ineue Inhaltsdefinition ergibt sich eindeutig aus folgenden Grundforderungen, wenn 
iman außerdem, wie üblich, Stetigkeit und Addivität verlangt: Endliche recht- 
Iwinklige Dreiecke sollen in der bekannten Weise durch R? mal dem Defizit gemessen 
werden (R? ist die Fundamentalkonstante der hyperbolischen Ebene); der un- 
endliche Winkelbereich des Winkels x soll den negativen Inhalt — x: R? erhalten. 
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Es ergibt sich, daß jetzt jeder aus endlich vielen Dreiecken und Winkelbereichent 
zusammengesetzte Bereich unabhängig von der Zerlegung meßbar ist; die von einer 
Geraden begrenzte Halbebene hat den Inhalt —r.R? und die ganze Ebene —2rR?. 
Durch geeignete Integrationsvorschriften kann man dann natürlich auch allgemeinere, 
nicht mehr geradlinig begrenzte Bereiche berechnen. Es sei noch darauf hingewiesen, 
daß der zwischen 2 Geraden mit gemeinsamem Ende liegende Teil der Ebene im 
Sinne des Verf. die Maßzahl 0 erhält. Burau (Hamburg). 


Elementargeometrie: 


Inglada, Vicente: Komplexe Untersuchung von Paaren aufeinander bezogener 
Dreiecke. Math. Notae, Rosario 9, 133—142 (1949) [Spanisch]. 

In der Ebene der komplexen Zahlen seien x,, ß,, yı und &s, Ps, Ya die den Ecken A,, B,,C, 
und A,, B,, O,.zweier Dreiecke T, und T', entsprechenden komplexen Zahlen. Die Dreiecke 
sind derart aufeinander bezogen, daß A, und A,, B, und B,, CO, und (, einander homolog sind. 
el mp +ry):li+m+n und d,=(ln; +mPs, +ny):(l 4+m-+n) seien die 
komplexen Koordinaten zweier homologen Punkte D, und D,. Die drei komplexen Zahlen 
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sind invariant bezüglich Parallelverschiebung und Drehung des Koordinatensystems. — Verf. 
untersucht, was für Dreieckspaare den Fällen entsprechen, in denen eine der drei Invarianten 
reell [r] oder rein imaginär [? 9] ist. — 1. dx» = [r] und 6x. —= [ip] tritt ein, wenn die Dreiecke 
entweder a) metaparallel oder b) ortholog sind (d. h. wenn die Parallelen oder die Lote durch 
die Ecken eines Dreiecks zu den entsprechenden Seiten des andern Dreiecks sich in einem Punkt 
schneiden). Für diese Fälle ergibt sich der Satz: Der vierte Teil-der Summe der Inhalte beider 
Dreiecke ist im Fall a) gleich dem Inhalt des ersten, im Fall b) gleich dem Inhalt des zweiten 
Mittendreiecks (das erste Mittendreieck hat zu Ecken die Mitten von A, As, B, B;, C, (,, das 
zweite die Mitten von A, A}, B, B3, 0,0%; 43 B3 C5 entsteht aus A, B, CO, durch eine Y0-Grad- 
Drehung um einen beliebigen Punkt). — II. ©, = [r] und = [i p] tritt ein, wenn die Parallelen 
(oder Lote) durch A,, B,, O| zu A, D,, B, D,, ©, D, durch einen Punkt gehen; dann gehen auch 
die Parallelen (oder Lote) durch A,, B,, C, zu A, D,, Bı D,, 0, D, durch einen Punkt. Für’ 
I=m=n=1sind A, D,, B,D,, 0, Dıund A, D,, B, D,, ©, D, die Medianen (Seitenhalbieren- 
den) der Dreiecke. — Il. 9 = [r] oder = [ip] oder = 1 führt zu den Sätzen: a) Gehen die 
Kreise 0, A, B,,A, B, 0}, B, C, A, durch einen Punkt, so gilt dasselbe von den Kreisen C, A, Bs,. 
4A, B,0%,, B, 0, A,. b) Gehen die die Kreise O, A, B,, As Bı C}, B, C, A, in A, und B,, B, und 
C,, ©, und A, orthogonal schneidenden Kreise durch einen Punkt, so gilt dasselbe von den drei 
(durch Vertauschung der Ziffern 1 und 2) entsprechenden Kreisen. c) Gehören die Kreise durch 
(,, Az, B,, bezüglich deren die Punktepaare A,, B}; B,, 0; C,, A, invers sind, einem Büschel. 
an, so gilt dasselbe von den entsprechenden Kreisen. Zacharias (Quedlinburg). 

Cavallaro, Vineenzo G.: On Lemoine’s ellipse. Math. Gaz., London 34, 266— 
268 (1950). 


Sind @ der Schwerpunkt, X der Grebesche oder Lemoinesche Punkt und w der 
Brocardsche Winkel des Dreiecks ABC, so beweist Verf. die elegante Beziehung 
Si (ABS BRD DR 5 

(5) | (56) | es = (7) sec" w. Für & errechnet er noch mehrere 
andere Ausdrücke, z. B. durch die Achsen der Brocardschen Ellipse oder durch die 
Potenzen von K und 2 (1. Brocardscher Punkt) bezüglich des Umkreises u. a. 
Weitere Formeln des Verf. beziehen sich auf die nichtfokale Achse der Lemoineschen 
Ellipse. Zacharias (Quedlinburg). 

Hjelmslev, Johannes: Ein altes Problem in neuer Beleuchtung. Mat. Tidsskr. 
B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 1-5 (1950) [Dänisch]. 

Es handelt sich um das von Jakob Steiner (Gesammelte Werke II, Berlin 
1882, 99—159) behandelte Problem des „Krümmungsschwerpunktes ebener Kurven“ 
d.h. des Schwerpunktes für eine Massebelesung längs der Kurve, die in jedem Punkt 
der Krümmung in diesem Punkt proportional ist. Die Grundlage der Steinerschen 
Untersuchungen bildet ein Satz über das Fußpunktvieleck eines gegebenen Vielecks 7 
für einen gegebenen Punkt P: Der Ort aller Punkte P, deren Fußpunktvielecke 
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züglich V einen konstanten Inhalt haben, ist ein Kreis, dessen Radius sich mit 
liesem Inhalt ändert, dessen Mittelpunkt aber immer ein und derselbe Punkt $ ist; 
$ ist der Schwerpunkt der Ecken von V für Massebelegungen, die den Sinus der 
loppelten Nebenwinkel der Vieleckswinkel proportional sind. Diesen Steinerschen 
j Satz behandelt Verf. mittels Vektorbetrachtungen. Zacharias (Quedlinburg). 
Leech, John: Some properties of the isosceles tetrahedron. Math. Gaz., London 
\ 34, 269-271 (1950). 

Es werden mehrere, gleichseitige Tetraeder betreffende Sätze hergeleitet, von 
; denen drei vom Verf. als wahrscheinlich neu bezeichnet werden. Der eine von diesen 
\ lautet folgendermaßen: Konstruieren wir zu jeder Fläche eines Tetraeders mit 
; kongruenten Seitenflächen die Mittelpunkte des einbeschriebenen und der drei an- 
‚ beschriebenen Kreise. Die erhaltenen Punkte sind Ecken von vier dem ursprüng- 
) lichen kongruenten Tetraedern. L. Fejes Toth (Veszprem, Ungarn). 
 Egerväry, E.: On the Feuerbach-spheres of an orthocentrie simplex. Acta 
‚math. Acad. Sci. Hung. 1, 5—15 und russische Zusammenfassg. 16 (1950). 
|’ Wie man weiß, besitzt unter den Tetraedern des dreidimensionalen Raumes 
| nur jenes mit Höhenschnittpunkt (= das „orthozentrische‘“ Tetraeder) zwei 
dem Feuerbachschen Kreise (Neunpunktekreis) des Dreiecks analoge Feuerbach- 
sch@ Kugeln (zwei Zwölfpunktekugeln). Wie Verf. [Acta Litt. Sci. Szeged, 9, 
218—226 (1940); dies. Zbl. 22, 383] gezeigt hat, gibt es allgemeiner in jedem ortho- 
zentrischen Simplex des R,_ı n Sphären Pay ®ey,..., Din) derart, daß 
@®.x) die Höhenschnittpunkte und die Schwerpunkte aller seiner (k — 1)-dimensio- 
nalen Teilsimplexe enthält. Diese n Feuerbachschen Sphären des ortho- 
{ zentrischen Simplex gehören einem Büschel an, das durch ©.ı, (die Umsphäre) und 
©®.„) (die Sphäre der Höhenfußpunkte) aufgespannt wird. In der vorliegenden Arbeit 
‘werden nun drei kennzeichnende Eigenschaften des Feuerbachschen Kreises im 
‚Dreieck auf den Fall des (n — 1)-dimensionalen orthozentrischen Simplex über- 
Atragen. Als methodisches Hilfsmittel werden orthozentrische Koordinaten 
‚verwendet, d. s. auf ein orthozentrisches Simplex P,, Pa, -. ., P„ gestützte bary- 
t zentrische Koordinaten mit der Gewichtssumme 1, mit deren Hilfe man jedes 
# weitere orthozentrische Simplex des R,_, durch n Parameter A,,Ag,...,/, derart 
‘kennzeichnen kann, daß die Maße (Längen, Inhalte) seiner (k — 1)-dimensionalen 
Dorthozentrischen Teilsimplexe (k=1,2,....n—1) durch die symmetrischen 
& Formeln 


(k—1)? P, Pu Pe = Muhr hlz, Wet &| 

ER B 

gegeben sind, wobei insbesondere P, pP, =/,-+4, wird. Die erste Eigenschaft der 
n-Feuerbachschen Sphären folgt aus dem (für n= 3 von Carnot gefundenen) 
Satz: Projiziert man zwei Punkte O und B des R,_, aus einem (n — k — 1)-dimen- 
$ sionalen Teilsimplex wie P,.,, Pi4s - - -, P„ auf das komplementäre (k — 1)-dimen- 
#sionale Teilsimplex P,, P3,..., P,, so erhält man bei festem %k stets Punkte, die 
‘einer Quadrik (Carnot- Quadrik) angehören. Wählt man in dem orthozentrischen 


1 N j N 1 
#Simplex (P, P,-.., P,) 0, als Höhenschnittpunkt: O -IH 24 und B 


als Schwerpunkt: B= LS P, so erhält man für k=1,2,...,n als Glei- 
1 n 


chungen der entstehenden n Feuerbachschen Sphären ®«, des orthozentri- 
schen Simplex ” A n 

+ Diashiun- It. 

Aus ihnen folgen leicht die beiden weiteren Eigenschaften der Feuerbachschen 
# Sphären, die sich auf ihre Schnittpunkte mit den Simplexhöhen und den Gemein- 
loten komplementärer Teilsimplexe beziehen. K. Strubecker (Karlsruhe). 

u 
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Silva Paulo, Jos6 da: Äquivalenz von Polyedern. Gaz. Mat., Lisboa 9, 4—6 
(1948) [Portugiesisch ]. 

Zwei Polyeder heißen äquivalent, wenn sie sich in Teilpolyeder zerlegen lassen, 
‚die paarweise kongruent sind. Bekanntlich ist die von Hilbert 1900 gestellte 
Frage, ob alle Polyeder gleichen Rauminhalts äquivalent sind, von Max Dehn 


1902 negativ beantwortet worden; er bewies die Existenz von Polyedern gleichen 


Volumens, die nicht äquivalent sind. Sein Beweis ist von Kagan und anderen 
vereinfacht worden. Verf. gibt ebenfalls einen vereinfachten Beweis des Dehnschen 


Satzes, aus dem die von Dehn nachgewiesene Unmöglichkeit folgt, ein regelmäßiges | 


Tetraeder und einen Würfel von gleichem Rauminhalt in paarweise kongruente 
'Teilpolyeder zu zerlegen. Zacharias (Quedlinburg). 

Gougenheim, Andre: Un nouveau mode d’acees & la trigonom6trie spherique. 
©. r. Acad. Sei., Paris 231, 1415—1417 (1950). 

Es seien O0, P, Q die Ecken eines Oktanten der Kugeloberfläche und M ein 
beliebiger Punkt dieser Fläche. Ferner seien die geographische Breite und Länge 
von M für P als Pol, PO als Nullmeridian und 0 Q als Äquator mit u, v, für Q als 
Pol, Q0 als Nullmeridian und OP als Äquator mit «, v’ bezeichnet. Im ersten 
dieser beiden Koordinatensysteme habe der auf OP liegende Punkt U die Breite v'. 
Mit der Abkürzung [u] = log tg (n/4 + w/2) kann dann ein und dieselbe konforme 
Abbildung der Fläche auf die (x, y)-Ebene, bei welcher OQ in die x-Achse, OP in 
die y-Achse übergeht, durch y+ix=p([u] +iv) oder auch durch 
x -iy=v([wW] -+- iv) dargestellt werden, wo p(w) und y(w) reelle, ungerade 
Funktionen von w sind. Daraus schließt Verf. zunächst [u] -iv=if([wW] —tv) 
und nach einer einfachen Bestimmung der Funktion f u] +iv = [vV +iw]]. 
Die vier in dieser Gleichung auftretenden reellen Variablen sind die drei Seiten 


und ein Winkel des bei U rechtwinkligen Dreiecks P UM bzw. die Komplemente _ 


‚davon. Die Gleichung selbst liefert zwei Grundformeln zwischen diesen Bestim- 
mungsstücken des Dreiecks, aus denen alle übrigen Formeln der sphärischen Tri- 
gonometrie entwickelt werden können. Schönhardt (Stuttgart). 


‚Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


e Walker, R.: Analytieal geometry. London: Arnold 1950. 248 p. 12s. 6d. 

oe Kells, L.M. and H.C. Stotz: Analytie geometry. New York: Prentice-Hall 
19497 "VLLT, 280.p. 82,85. 

o Nelson, Alfred L., Karl W. Folley and William M. Borgman: Analytie geo- 
metry. New York: The Ronald Press Company 1949. $ 3,00. 


e Albert, Adrian: Solid analytie geometry. New York and London: McGraw- 
Hill Book Co., Ine. 1949. IX, 162 p. 18. 


Manara, C. F.: Studio delle podarie rispetto a eoniche. Periodico Mat., VI. S. 
28, 184—188 (1950). 


Tuekey, €. 0.: Variety in tangents and normals. Math. Gaz., London 34, 
261—265 (1950). 

Der Verf. meint, daß über Tangenten und Normalen der Kurven 2. und 3. Ordnung kaum 
mehr Neues zu entdecken sei, daß aber die Untersuchung einfacher transzendenter Kurven zu 
manchen bisher unbekannten Sätzen führen kann. Er beweist zwei solche Sätze. 1. Wenn die 
Normale an y = cos x im Punkt (4,0) die Kurve y=sinxin P schneidet und wenn Q der 
Schnittpunkt der gemeinsamen Normale der beiden Kurven mit der letzteren ist, so ist 
29 =3n+4%. 2. Wenn eine gemeinsame Tangente der Kurven 0 00% und MN 
die Berührungspunkte P bzw. Q hat, so liegt P auf der Hyperbel (x — 1)(y—1)=2 und 
die absoluten Beträge der Maßzahlen der Abszisse von Q und der Ordinate von P sind gleich. 
Ersetzt man y = e” durch y = e*® und y=sin® durch y=sinAx, so kann man zahlreiche 
Verallgemeinerungen der beiden Sätze finden. Sie führen allerdings zum Teil auf transzendente 
Gleichungen, die nur näherungsweise zu lösen sind. Im besonderen werden Fragen beantwortet 
wie die nach dem kleinsten Wert von A, für den eine Normale der Kurve y = sin ) x die Kurve 
nochmals treffen kann und die, welche Tangenten von y=sinAx zugleich Normalen sind. 
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Hl 
j| Endlich werden für die Kurven y—= a?23 — 3b x die Bedingungen für die Existenz von Ge- 
_ raden, die zugleich Tangenten und Normalen sind, aufgestellt. Die Sätze sind als Übungsstoff 
|” für den Unterricht in analytischer Geometrie an höheren Schulen gedacht. 
E. Löffler (Stuttgart). 
Kulk, W. van der: The univalent algebraie transformations of the projeetive 
plane. Duke math. J. 17, 367—383 (1950). 
Dans ce memoire l’A. etudie le groupe @ des transformations algebriques et 
- biunivoques sans exception du plan projectif sur un corps queleonque K (en laissant 
toujours de cote la multiplieite de chaque point pour la transformation). On sait que, 
si la caracteristique de K est nulle, @ coincide avec le groupe des homographies. — 
| Pour un corps K de caracteristique p=# 0, soit f(x, %,) une forme binaire de 
 desre p”, m Z0, qui ne soit pas la puissance p-ieme d’une autre forme. L’A. 
considere des transformations du type 


e 1 e ’ e m m m k 
Be) lad” + fee, x}: 2%. (e entier > 0) 


_ et il d&montre que le groupe @ est le compose du groupe des homographies et de 
celui engendr& par les transformations (*). Dans le cas m >0, le produit d’une 
transformation (*) par une homographie est appele transformation semi-projective 
(prebpre); tandis que, sil’ona m — 0, la transformation est dite p-projective. Avec 

ces definitions, le resultat fondamental enonc& plus haut peut se preciser dans ce 
sens que chaque element de @ admet des d&compositions dites minimales, en produit 
de transformations semi-projectives, pour lesquelles on a le theoreme d’unicite 

‘ suivant: Si 8,--- 8, et Sy -- 8] sont deux decompositions minimales d’un ele- 

ment S de @, (a) on doit avoir n=n'; et (b) il existe (n + 1) p-projectivites 
BIT... T,,tells que 8, —=T7,,'%:Tr; T, et 7, etant toutes les deux 
la transformation identique. Les d&emonstrations sont faites en s’appuyant sur 

des proprietes des courbes algebriques planes, de ce fait la möthode suivie ne semble 

‘ pas pouvoir &tre appliquee & la possible (?) extension des resultats de ce travail 
- aux espaces projectifs & plus de deux dimensions. Ancochea (Madrid). 

Pimiä, Lauri: Zur Geometrie der Kreise oder Punktpaare im komplexen 

Raum. Comment. phys.-math., Soc. Sci. Fennica 14, Nr. 17, 21 8. (1949). 


Es ist seit Chasles und Laguerre bekannt und in einer vorherigen Arbeit des Verf. (dies. 
Zb1.32, 300) ausführlich auseinandergesetzt worden, wie man die reellen Kreise (sog. R-Kreise) 
des R, auf die komplexen Punkte desselben R, abbilden kann. Jetzt werden die komplexen 

- Kreise des R, untersucht. In der durch die pentasphärischen Koordinaten bewirkten Abbildung 
der Punkte des konformen R, auf die Punkte einer Quadrik Q, mit der Gleichung (X X) = 0 

- definieren komplexe R,-Schnitte der Q, komplexe, sog. K-Kreise des R,. Einem solchen R, 
" entspricht in der Polarität bezüglich der Q, eine Gerade g, die im allgemeinen 2 verschiedene 
' komplexe Punkte C', D aus@, ausschneidet. Diesen Punkten C und D kann man je einen reellen 
Bildkreis im R, zuordnen, so daß dem K-Kreis zwei R-Kreise als sog. Vertreter zugeordnet 
werden können. Da die R-Kreise bereits durch komplexe Größen beschrieben werden, muß 
Verf. zur Beschreibung der K-Kreise bikomplexe Größen heranziehen. Diese erklärt er aus 
2 komplexen Punkten A und B des R, durch Zusammenfassen zu YW=A+7B mit Hilfe 
der weiteren Einheitsgröße j 5? = —1). U wird nun dem K-Kreis zugeordnet, wenn A und B 
zwei bezüglich der Q@, konjugierte Punkte auf obiger Geraden g sind. Diese Bedingung be- 
deutet, daß stets 1) W,W= (AA) —- (BB) +j(AB)=(0, oder (AA)=(BB), (AB) =0 
gilt. Eine andere Wahl der Komponenten-Punkte A und B unter derselben Vorschrift kommt 
‚formal auf eine Multiplikation von X mit einem bikomplexen Zahlenfaktor oa + jr (0 +7? +0) 
hinaus. Man kann daher sagen: K-Kreise werden durch homogene bikomplexe Koordinaten 

' mit der Bedingung (1), also einer Art bikomplexer, pentasphärischer Koordinaten beschrieben. 
"In der vorherigen Arbeit (s. 0.) waren die verschiedenen Lagemöglichkeiten zweier R-Kreise 
diskutiert worden. Dies wird in $ 2 erneut behandelt unter der Annahme, daß es sich um die 
Vertreterkreise eines K-Kreises handelt. Alles läßt sich jetzt in der diesem K-Kreis zugeordneten 
Y-Größe ausdrücken. Weiterhin werden auch einige gegenseitige Lagemöglichkeiten zweier 

> K-Kreise untersucht und formal ausgedrückt. Der letzte Paragraph behandelt dann Kollinea- 
. tionen und Antikollineationen im bikomplexen Bereich; diese fassen im wesentlichen zwei ge- 
“ wöhnliche komplexe Transformationen der Q, in sich zusammen. Verf. interessiert sich dabei 
gi besonders für die hierbei auftretenden involutorischen Transformationen. Für den involutori- 
» schen Charakter ist es notwendig, daß beide komplexen Teile, in die sich die bikomplexe Trans- 


all 
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formation aufspaltet, je für sich involutorisch sind. Die Ergebnisse der vorherigen Untersuchung, | 


wo die Involutionen im Komplexen aufgestellt wurden, können also herangezogen werden... 
Führt man sinngemäß die entsprechenden Begriffe ein, so ergeben sich z. B. Involutionen, die 
als Spiegelungen an einer bikomplexen Kugel oder an einem bikomplexen Kreis zu deuten sind,, 
wobei man das letztere auch als Spiegelung an einem Paar von K-Kreisen auffassen kann. 
Burau (Hamburg). 


Pimiä, Lauri: Über die nichteuklidische Liniengeometrie im komplexen Raum. | 


Comment. phys.-math., Soc. Sci. Fennica 14, Nr. 18, 7 8. (1949). 


g sei eine komplexe Gerade der hyperbolischen oder elliptischen Geometrie in | 
der Kleinschen Deutung und g’ die zu g bezüglich des absoluten Gebildes Q, reziproke. | 


Polare. Sind (£) und (n) die Schnittpunkte von g’ mit Q, und (7), (v) zwei weitere: 


bezüglich der Q, konjugierte Punkte von g’, so wird das Punktepaar (7), (v) der Ge- | 


raden gzugeordnet. Faßt man die beiden komplexen Punkte (7) und (v) in bestimmter 


Weise zu einem bikomplexen Punkt (7,,..., 73) zusammen, so erfüllen die T ber 


geeigneter Normierung der Komponentenpunkte die Beziehung 

(1) BR+R+.+Rß=V0. 

In bikomplexer Erweiterung der bekannten Parameterdarstellung einer in der‘ 
Quadratsummenform gegebenen Q, ergibt es sich dann, daß man die bikomplexen. 
Punkte von (1) und damit die nicht-euklidischen Geraden durch unabhängige Paare 
K,:K, und L,:L, bikomplexer Zahlensysteme darstellen kann. Automorphe Trans-- 
formationen der bikomplexen Quadrik (1) induzieren dann je unabhängige lineare 


Transformationen der beiden bikomplexen Parametersysteme, was sich wieder in 


einer einzigen bikomplexen Transformation zusammenfassen läßt. Burau. 
Bydzovsky, Bohumil: Quelques remargues eoncernant la theorie de la con- 
figuration (124, 163). Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr.4, 249-251 und französ.. 
Zusammenfassg. 251 (1950) [Tschechisch ]. 
J. de Vries hat[Acta. math. 12, 67 (1889)] gezeigt, daß es außer der bekannten 
Hesseschen Konfiguration (12,, 16,) noch eine zweite gibt, die mit jener darin über- 
einstimmt, daß ihre 12 Punkte in drei Vierergruppen derart zerfallen, daß jede ihrer 


16 Geraden einen Punkt aus jeder Vierergruppe enthält. Verf. [V&stnik Ceske& Spol.. | 


Nauk 1939, Nr. 2] und J. Metelka [V&stnik Cesk& Spol. Nauk 1944] haben zweivonder 


Hesseschen und der de Vriesschen verschiedene Konfigurationen (12,,16,) gefunden. | 
Alle vier Konfigurationen stimmen darin überein, daß ihre Punkte auf einer Kubik. | 
liegen; während aber diese Kubik bei den Konfigurationen von Hesse, Metelka. | 
und Verf. immer vom Geschlecht Eins ist, zeigt Verf. in der vorliegenden Arbeit, | 
daß sie bei der Konfiguration von deVries auch vom Geschlecht Null (mit einem. | 


Knoten als Doppelpunkt) sein kann. - Zacharias (Quedlinburg). 


Algebraische Geometrie: 


e Tigano, Orazio: Elementi della teoria delle eurve piane algebriche. Catania: | 


„Casa del libro‘“ 1950. 

Hadamard, M.: Une question relative aux „points de Weierstrass“ des eourbes: 
algebriques. Colloques internat. Centre nat. Rech. Sci. Nr. 24 (Algebre et theorie: 
des nombres, Paris 25. 9.—1. 10. 1949), 139 (1950). 

Zariski, O.: Postulation et genre arithmötique. Colloques internat. Centre: 
nat. Rech. Sci. Nr. 24 (Algebre et th&orie des nombres, Paris 25. 9.—1. 10. 1949) 
115.(1950). 

Anzellotti, Adriana: Sulla elassifieazione delle famiglie di eurve algebriche 
sghembe, mediante gli n-lateri in esse contenuti. Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma 
Ist. naz. alta Mat., V. S. 8, 309—327 (1949). 

L’A. si occupa della classificazione delle famiglie di eurve sghembe algebriche: 
d’ordine n e genere p mediante gli eventuali n-lateri connessicon n+p—1 punti 
di connessione in esse contenuti (V. Severi, Vorlesungen über algebraische Geo- 
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metrie, Anhang G,nn. 5, 6). L’A. dimostra l’esistenza di questi n-lateriper n < 12 
a dell’elenco riportato da Halphen [J. Ecole polytechn. 52 (1882)] 

 mediante sempliei osservazioni sulle curve tracciate sopra una quadrica, le inter- 
 sezioni complete e quelle resti di una retta rispetto a due superficie. — Nota: In 
_ una recente memoria del recensore [Ann. Mat. pura appl., Bologna, III. 8. 31, 1—64 


-  (1950)] sirisolve il problema per tutte le famiglie di eurve sghembe diresiduale finito 


o che invadone tutti gli ordini e sono irregolari tranne che per un numero finito 


1 ® per ogni 0. F. Gaeta (Madrid). 


Huif, Gerald B.: Cremona’s equations and the properness inequalities. Duke 


_math. J. 17, 385-389 (1950). 


Si un systeme lineaire r&egulier de courbes planes d’ordre x,, de dimension r 
et de genre g prösente des points-base de multiplieites x, %,...,%,,on& 


2 REITER EN x 1% en 
al EI ah Aal EEE a 2 ee =—,ereg-t 1 
Si x et p sont des solutions correspondant & des systemes effectifs, on a 9% — 


5 P1 % —"""— Pn%n 20. — L’A. discute des relations pour obtenir les systemes 
' lineaires de courbes de genres g= 0 etg=1. On sait que ces systemes sont bien 
- connus depuis longtemps. L. @odeaux (Liege). 


‚ Muraechini, Luigi: Sulla superfieie rappresentativa di una trasformazione ere- 
möniana fra piani, Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 229—236 (1950). 

On peut representer une transformation eremonienne du plan par une surface 

normale, comme l’a fait Godeaux (ce Zbl. 34, 244) ou par une surface de la variete 


; V} de Segre comme l’a fait Villa [Mem. Accad. Sci. Ist. Bologna, Cl. Sci. fis. 9, 
(1942)]. L’A. montre que la seconde surface est une projection de la premiere. Il 


demontre ensuite que les seules transformations eremoniennes d’ordre n > 4 re- 


2 presentables suivant le procede de Villa par des surfaces appartenant & un espace 


lineaire & 7 dimensions, sont les transformations de Jonquieres. Il termine par 
quelques considerations sur les transformations qui ont comme faisceaux de courbes 


- caracteristiques des faisceaux de droites.  L.Godeaux (Liege). 


Orgeval, B.d’: Le diviseur de Severi des surfaces r&gulieres. Acad. Belgique, 
Bull. Cl. Sei., V. S. 36, 495—512 (1950). 

Un th&oreme de Comessatti permet d’associer ä& une surface algebrique regu- 
liere F, de diviseur o >1, une surface ® de diviseur 1 contenant une involution 
ceyclique de periode o, privee de points unis, dont F est l’image. L’A. etudie le cas 
ou la surface F satisfait & la condition p!) <39p, + 4 et parvient ä des rösultats 
sur le groupe de la division de la surface. L. Godeaux (Liege). 

Franchetta, Alfredo: Sulle eurve ridueibili appartenenti ad una superficie alge- 
briea. Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V. 8. 8, 378—398 


(1949). 
2? L’A. considere une courbe C = h,9, + hg0, -+ + h,d, formee des courbes 
0,,0,,...,0, tracdes sur une surface algebrique F et comptees respectivement 
ve, .„h, fois. C est dite virtuellement connexe si deux parties quelconques de la 


courbe qui dans leur ensemble donnent la courbe complete, ont encommun un nombre 
positif d’intersections virtuelles. On peut alors prendre dans € une partie connexe 


. telle que la partie residuelle soit encore connexe. Le genre virtuel d’une courbe 


virtuellement connexe ne peut &tre negatif. — A une courbe virtuellement connexe 
de F correspond, sur une transform6e birationnelle de F, une courbe virtuellement 
connexe. — Si la courbe I'=6, +6, -+ +0, est connexe, si le nombre des 
points d’intersection de C’ avec une des composantes 6, est positif ou nulet si enfin la 
surabondance du systeme lineaire |r C| pour r suffisamment grand, satisfait & une 
inegalite du type s, <ar + b, oü a, b sont independants de r, C est virtuellement 
connexe. — Si C est limite d’une courbe irreductible C', variable dans un systeme 


® alg&brique {0} de degr& positif, C est virtuellement connexe. Si {0} est de degre 
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; R Ä 
nul et par consequent un faisceau, € peut ne pas &tre virtuellement connexe. TA 
preeise dans ce cas les proprietes de C, etend & des courbes comprenant des compo- 


santes multiples le prineipe de degenerescence de Noether-Enriques et montre que 
la presence d’une courbe € dans un faisceau &quivaut, dans le caleul de l’invariant 
de Zeuthen-Segre, A un nombre non negatif de courbes ayant un point double. — | 


L’A. termine par un important th&oreme sur les courbes fondamentales d’un sy- 


steme lineaire. Si les courbes 6, sont fondamentales pour un systeme lineaire |Z|'! 


qui n’a pas de point-base sur ces courbes, les courbes Z passant par un point de la 


‚courbe C, supposee virtuellement connexe, contiennent la courbe © tout entiere. | 
Sous certaines conditions, ce theoreme s’etend au cas oü |L| a des points-base sur | 


les courbes 6,. L. Godeaux (Liege). 

Gherardelli, Francesco: Sulla eurva dei contatti di ordine massimo fra le curve 
di un fascio e quelle di un sistema lineare sopra una superfieie algebriea. Boll. Un. 
mat. Ital., III. S. 5, 302—305 (1950). 

Verf. stellt sich die Aufgabe, die Äquivalenzbeziehung der Kurve der Berüh- 
rungen höchster Ordnung zwischen den Kurven eines Büschels und denen einer 
linearen Schar auf einer algebraischen Fläche zu bestimmen. Zu diesem Zweck ver- 
allgemeinert Verf. ein schon von Severi angewandtes Verfahren, mittels dessen die 
Äquivalenzbeziehung der Gruppe der (r -+ 1)-fachen Punkte einer g7, bestimmt wurde. 
Verf. betrachtet auf einer algebraischen Fläche ein allgemein gewähltes Kurven- 
büschel |O |, das nur gewöhnliche einfache Basispunkte besitzt (d.h. solche, in denen 
die Tangente an die einzelnen Kurven des Büschels nicht fix ist) und das keine 
reduziblen Kurven enthält; ferner betrachtet er eine lineare Schar |D|, or, 
die ebenfalls allgemein gewählt wird, d. h. derart, daß keine Kurve D 
von |D| eine Kurve (als Teil enthält und daß die auf C von |D| ausgeschnittene 
g7, eine ihre Dimension überragende Ordnung hat. Unter diesen Voraussetzungen 
existiert eine Kurve 7, ,,, die der Ort der Berührungen r-ter Ordnung zwischen 
den Kurven von |C | und denen von |D| ist. Für diese Kurve beweist Verf. daß die 
folgende Aquivalenzbeziehung erfüllt ist: 

ee (3) =: Ey je 
wobei C’ eine (effektive oder virtuelle) Kurve des zu |O'| adjungierten Systems be- 
zeichnet. Zu diesem Schluß gelangt Verf., indem er von der durch T7',,, auf einer 
C außerhalb der Basispunkte des Systems |C'| ausgeschnittenen Gruppe ausgeht; 
d.h. von der Gruppe der (r + 1)-fachen Punkte der von C auf |D| ausgeschnittenen 
9, (die Aquivalenz dieser Gruppe wurde, wie gesagt, schon von Severi abgeleitet) 
und indem er schließlich das Verhalten der 7',,,in den Basispunkten von |© | studiert. 
Rodolfo Permutti (Neapel). 

Burniat, Pol: Sur les surfaces canoniques quadruples. Acad. Belgique, Cl. 
Sci., Mem., Coll. 8°, II. S. 24, Nr. 8, 31 $. (1950). 

Dans ce travail !’A. continue l’&tude des surfaces F, canoniques quadruples 
dont l’'involution d’ordre 4 est composee avec une involution d’ordre 2 (voir ce 


Zbl. 30, 364; 33, 212). Ici il considere les cas ou la surface F, support de l’involution.. 


E ? z ® . 
d’ordre 4 n’est pas necessairement rationnelle. Il d&emontre que, en tout cas, F% 
doit avoir nul son genre geometrique et qu’elle est ou bien une reglee elliptique, ou 
bien une surface rationnelle. Dans le premier cas on trouve pour les F, des cönes 
3 € 12 
elliptiques quadruples et dans le deuxieme les F, sont des plans quadruples. Pour 
les deux cas il ode surfaces F, pour toutes les valeurs du genre g&omötrique 
et de l’irregularit6. Ces resultats sont des consequences des proprietes des courbes 
de diramation, sur F, et sur la surface F, support de l’involution d’ordre 2, corres- 
pondantes aux surfaces canoniques doubles moyennant lesquelles on determine les 
’ 7 . . 
Fy. L’A. donne des methodes pour la construction effective des surfaces en question. 


Ancochea (Madrid). 
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Roth, Leonhard: Metodi ed esempi nella teoria delle varietä unirazionali. 


"Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 330—336 (1950). 


Vortrag, gehalten am 20. April 1950 im math. Seminar der Universität Bologna. 
Eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit V,, die in einem beliebigen kommu- 
tativen Körper y definiert ist, wird unirational genannt, wenn sie in y eine rationale 
parametrische Darstellung gestattet; V, ist birational (üblich: rational), wenn 
jene parametrische Darstellung, in y, rational eindeutig umkehrbar ist. Verf. gibt 
einen Überblick der Methoden, die zum Beweise der Unirationalität einer V, be- 
nutzt worden sind, und der bisher gewonnenen Ergebnisse. Weiter beweist er fol- 
genden Satz: Enthält V, ein birationales o0””-*-System, mit dem Index 1, von V,, 
die eine feste V,_, von V,„ stützen, und ist jene V,_„in einem Körper y unirational, 
während die allgemeine V,, unirational in y (P) ist, wo P ein Punkt von V, auf 
V,_, ist, so ist auch V, unirational. Es folgen verschiedene Anwendungen: auf 
die Unirationalität der allgemeinen V}_, eines S, (r >3); der Schnittmannigfaltig- 
keit von m >2 Quadriken; des allgemeinen quadratischen Strahlenkomplexes im 
Raume $,(r >3); usw. Schließlich einige Bemerkungen über die Unirationalität 
gewisser V,, mit r >2, die ein oo"-1.System von elliptischen Kurven enthalten; 
als Beispiel die Schnitt-V3 einer Quadrik und einer kubischen Form im Raume $,. 
D E.@. Togliatti (Genova). 
Fano, Gino: Irrazionalitä della forma cubica generale dello spazio a quattro 
dimensioni. Univ. Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 21—32 (1950). 
Verf. gibt in zwei Vorträgen eine zusammenfassende Übersicht seiner Arbeiten, 
die vor fast 50 Jahren von der Fragestellung ausgegangen waren, ob eine allgemeine 
Mannigfaltigkeit M3 des S, rational ist oder nicht. Zunächst gelang es dem Verf. 
(1908) die Irrationalität der Mi des S, und der M® des $, (Schnitt einer Quadrik 
mit einer Kubik) nachzuweisen; dieses Resultat benutzte Enriques, um ein erstes 
Beispiel einer irrationalen Involution des S, zu konstruieren [Atti Accad. Lincei, 
Rend.,Cl. Sci. fis. mat. natur., V. S. 21,, 81—83 (1912)]. Darauf begann Verf. das syste- 
matische Studium der Mannigfaltigkeiten M?2?—? des S,, mit kanonischen Kurven- 
schnitten; es zeigte sich bald, daß diese Mannigfaltigkeiten für p > 9 alle rational 
sind, während die Fälle p = 5, 6, 8 noch längere Zeit zweifelhaft blieben. Erst vor 
kurzem gelang es Verf. (dies. Zbl. 33, 300), die Irrationalität dieser Fälle und im Zu- 
sammenhang damit auch die Irrationalität der allgemeinen M?3 des $,, d. i. der all- 
gemeinen Form 3. Grades in 5 homogenen Variablen, nachzuweisen. _Gröbner. 
Waerden, Bartel L. van der: Birational invariants of algebraie manifolds. 
Acta Salmantic., Ci., Sec. Mat. 2, 1—56 (1947). 

Verf. liefert hier jene ausführliche Begründung der algebraischen Geometrie, die schon an 
früherer Stelle angekündigt wurde (dies. Zb. 32, 427). Dabei schließt er sich im wesentlichen 
an die klassischen Ideen von M. Noether und der italienischen Schule (Segre, Enriques, 
Castelnuovo, Severi) an und zielt vor allem darauf hin, eine exakte Formulierung und Be- 
gründung mit Hilfe der weitreichenden Mittel der modernen Algebra, insbesondere der Be- 
wertungstheorie zustande zu bringen. Die Arbeit gliedert sich in drei Kapitel, von denen das 
erste, einleitende ($ 1—3), die ortsuniformisierenden Parameter u,,...,u, einer algebraischen 
Mannigfaltigkeit M der Dimension d in einem ihrer (einfachen) Punkte behandelt und die Diffe- 


rentiation nach diesen Parametern erklärt. Man kann speziell auch immer voraussetzen, daß 
diese Parameter gerade die ersten d (unabhängigen) Koordinaten &,,...,&, von M sind. Verf. 


B 3 


. zeigt noch, daß seine Definition eines einfachen Punktes einer Mannigfaltigkeit mit derjenigen 


von Zariski (dies. Zbl. 21, 253; 31, 261) übereinstimmt. — Im 2. Kapitel ($ 4—6) wird zunächst 
bewiesen, daß jede Form f(£) durch Multiplikation mit einer Form c(£), die an einer vorgegebe- 
nen Stelle nicht verschwindet, in eine Form von &,, &, - - -, &, allein übergeht, die dann eindeutig 
in Primfaktoren zerlegt werden kann. So läßt sich die Multiplizität eines jeden irreduziblen 
Bestandteiles des Schnittes von f(&£) mit M definieren. Verf. führt sodann den Begriff eines 
Tensors des Grades g auf der algebraischen Mannigfaltigkeit M ein als ein System von d? Kom- 
ponenten pP, ;...1, welche beim Übergang von einer Gruppe ortsuniformisierender Parameter 


u, ..., Ug Zu einer neuen v, ..., 4 in bekannter Weise transformiert werden, z. B. 
ou, cur 


Pz = Pir ee Tensoren 1. Grades entsprechen den einfachen Differentialformen », du,, 
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solche (alternierende) 2. Grades den Doppeldifferentialen »;, du, du, usw. Verf. zeigt im An- 
schluß an E. Kähler (dies. Zbl. 5, 176), daß die Anzahl der linear unabhängigen Tensoren eines 


Grades g, die auf M endlich sind, beschränkt ist und daß sie bei birationalen Transformationen 


in ebensolche übergehen. Daher vermitteln sie gewisse birationale Invarianten, z. B. ist ‚die 
Anzahl der linear unabhängigen endlichen Differentialformen 1. Grades gleich der Irregularität 


von M, die entsprechende Anzahl beim Grade d gleich dem geometrischen Geschlecht p, von | 


M; die Anzahlen der linear unabhängigen alternierenden Tensoren mit e : d Indizes, die au M 


endlich bleiben, bestimmen die Mehrgeschlechter von M usw. — Im 3. Kap. ($ 7—18) führt 


Verf. die Bewertungstheorie ein. Während Zariski, der zuerst Bewertungen in der algebrai- 


schen Geometrie benützte, nur solche der Dimension (0 betrachtet, verwendet Verf. solche der 
höchsten Dimension d— 1. Eine Bewertung w, die zunächst nur für den Körper der rationalen 


Funktionen auf M erklärt ist, wird auf die Formen f(£) eines Grades g ausgedehnt, indem 


w(f) = Max w(f:h) definiert wird, wo h alle Formen desselben Grades g durchläuft. Alle Formen 


mit positivem Wert bilden ein Primideal, dessen Nullstellenmannigfaltigkeit J der „Kern“ der | 
Bewertung w heißt. Ist die Dimension von J gleich derjenigen der Bewertung (d — 1), so heißt 
die Bewertung eine höhere, andernfalls eine niedrigere. Im Falle einer algebraischen Fläche 


(d =2) entspricht jeder höheren Bewertung ein „Kurvenprimteiler‘“, jeder niedrigeren ein 
„Punktprimteiler“ im Sinne von H.W.E. Jung. Diese letzteren können, wie Verf. zeigt, auch 


zur Definition der „unendlich benachbarten“ Punkte und der in diesen auferlegten Bedingungen 


dienen, so daß diese unübersichtlichen geometrischen Begriffe durch solche der exakten Be- 
wertungstheorie vollkommen ersetzt werden können. Das bewährt sich besonders bei der folgen- 
den Behandlung der linearen Divisoren-Systeme. Um den Begriff einer Vollschar hinsichtlich 
gewisser vorgeschriebener Basispunkte so bilden zu können, daß er invariant gegenüber biratio- 
nalen Transformationen ist, übernimmt Verf. den Begriff der virtuellen Multiplizität (virtueller 
Wert w, im Gegensatz zum effektiven Wert w,) und die Regel von Enriques, daß bei biratio- 
nalen Transformationen der Exzeß w,— w, für jede Bewertung invariant bleiben muß. So 
enthält die transformierte Schar eine Fundamentalkurve C mit der Vielfachheit w, — w, (als 
festen Bestandteil), falls die ursprüngliche Schar den entsprechenden Fundamentalpunkt als 
Basispunkt mit der effektiven bzw. virtuellen Vielfachheit w,, w, besitzt. Nun entwickelt Verf. 
die Begriffe ‚„Vollschar‘‘, d.i. Klasse äquivalenter Divisoren, sowie „Summe“ und ‚Differenz‘ 
von Scharen mit den bekannten Eigenschaften. Auch diese Begriffe sind birational invariant, 
und daher sind die Dimensionen der ganzen Divisorenklassen ebenfalls birationale Invarianten, 


deren Zusammenhang mit den Invarianten, welche im 2. Kap. besprochen wurden, in den meisten 


Fällen noch nicht geklärt ist. Gröbner (Innsbruck). 

Igusa, Jun-iehi: On the algebraie geometry of Chevalley and Weil. J. math. 
Soc. Japan 1, 198—201 (1949). 

Verf. vergleicht die beiden von ©. Chevalley [Ann. Math., Princeton, II. S. 
44, 690—708 (1943); Trans. Amer. math. Soc. 55, 68—84 (1944) und 57, 1-85 
(1945)] und A. Weil [Foundations of algebraic geometry, Amer. math. Soc. Colloq. 
Publ. Nr. 29, New York 1946] unabhängig voneinander aufgestellten Theorien der 
Durchschnitte algebraischer Mannigfaltigkeiten. C. Chevalley führt diese zurück 
auf die entsprechende Theorie für algebroide Mannigfaltigkeiten, und das Haupt- 
hilfsmittel für die Untersuchung der letzteren bildet die Idealtheorie der formalen 
Potenzreihenringe. Dagegen spielen die Potenzreihenringe bei A. Weil nur eine 
untergeordnete Rolle, wie er selbst in seinem Vorwort sagt. In beiden Arbeiten 
wurde nun die Vielfachheit einer algebraischen Mannigfaltigkeit M als eigentliche 
(proper) Komponente des Durchschnittes UNMV zweier algebraischer Mannig- 
faltigkeiten U und V erklärt (die beide in eine algebraische Obermannigfaltigkeit 
2 eingebettet zu denken sind). Da die bei der Definition der Chevalleyschen und 
der Weilschen Vielfachheit zur Verwendung kommenden Begriffe und Sätze ganz 
verschieden sind, ist es interessant, daß die beiden übereinstimmen, wenn alle 
Mannigfaltigkeiten über einem festen algebraisch abgeschlossenen Grundkörper 
betrachtet werden. Dies wird in der vorliegenden Arbeit vom Verf. gezeigt. 

Hasse (Hamburg) — Roquette (Erlangen). 


Vektor- und Tensorrechnung: 


Gurevid, G. B.: Über gewisse lineare Transformationen von symmetrischen 
a oder Polyvektoren. Mat. Sbornik, n. 8: 26 (68), 463—470 (1950) [Rus- 
SISCH |. 

Eine lineare Vektortransformation des R, induziert auch eine solche aller sym- 
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H: ehe und schiefsymmetrischen Tenasten k-ter Stufe. Diese Transformationen 
werden durch Tensoren ae ix beschrieben, die in den oberen und unteren Indizes 
auch j je symmetrisch oder schielsymmetrisch sind. Verf. stellt nun die Frage, welchen 
' Bedingungen umgekehrt ein solcher Tensor A genügen muß, damit er, in der be- 
\ ‚schriebenen Weise als Transformationsmatrix gedeutet, durch eine Vektortrans- 
. formation des Grundraumes induziert wird. Es sei dem Ref. verstattet, diese Dinge 
in eine etwas andere Sprache zu übersetzen: Man betrachte statt der Vektortrans- 
_ formation des R, die zugehörige Kollineation // des projektiven P,_, mit den homo- 
' genen Koordinaten (%,,..., %,); jede derartige Kollineation // induziert dann eine 
2 ‘projektive Transformation des ee , die die darin liegende verallgemeinerte 
k 


15 Se N et En mit der Parameterdarstellung: a 

erhal gaali, + -+i,=k) in sich überführt. Die Matrizen (A) im ersten 

| Teil find dadurch eihrsichnett daß sie zu Projektivitäten des (+33) | gehören, 
a 


die diese ve; in sich überführen. Für den zweiten Teil hat man dann alle Graß- 
mannkoordinaten ?;....;, aller P;_ı des P„_ı zu betrachten, die die bekannte 


Y Graßmannmannigfaltigkeit G,_1:.r—ı des P/n EN definieren. Jetztistdie Matrix (A) 
k 
! .datfurch gekennzeichnet, daß sie eine Projektivität definiert, die G,-1;x—ı in sich 


transformiert. Burau (Hamburs). 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Jaglom, I. M.: Die Operatorenmethode in der Differentialgeometrie. Uspechi 
mat. Nauk 4, Nr. 1 (29), 194—204 (1949) [Russisch ]. 

Die von Elie Cartan mit Hilfe des repere mobile geschaffene Theorie der 
allgemeinen Differentialgeometrie macht in erster Linie Gebrauch von Pfaffschen 
Formen w,, welche als Komponenten infinitesimaler Operatoren X, auftreten: 

 d{=2w,X,f. Da sich die X, zu den w, kontragredient verhalten, ist es begreif- 
lich, daß sich die allgemeine Differentialgeometrie auch mit den infinitesimalen 
Operatoren X, allein aufbauen läßt, ein Vorgehen, das sich enger an die allgemeinen 
Methoden von Sophus Lie anschließt. Manche Sätze kann man leichter auf diese, 
manche leichter auf jene Art der Darstellung erhalten. — Verf. stellt die 2-dimensio- 
nale Flächentheorie in einem 3-dimensionalen Raum konstanter Krümmung mit 
Hilfe der infinitesimalen Operatoren dar. Mit X, werden die infinitesimalen Trans- 
lationen, mit Y, die infinitesimalen Drehungen eines willkürlichen Dreibeins 
(&j, &5, €3) bezeichnet. Für sie gelten nach S. Lie gewisse Vertauschungsregeln. Auf 
‚00% Weisen läßt sich das Dreibein so auf die Fläche stellen, daß e, mit der Flächen- 
normalen zusammenfällt. Infinitesimale Verschiebungen auf der Fläche (ein- 
schließlich Y,) ergeben 3 unabhängige Linearkombinationen aus den X, Y,, die 
noch geeignet normiert werden können. Die Koeffizienten dieser Linearkombinatio- 
nen sowie ihrer Kommutatorbildungen liefern unmittelbar die bekannten differential- 
‚geometrischen Größen und Zusammenhänge der Flächentheorie. Ernst Witt. 

Egerväry, E.: A remark on the eurvature and tortuosity of space-eurves. Acta 
math. Acad. Sei. Hung. 1, 46—47 und russische Zusammenfassg. 47 (1950). 

Unter Verwendung des Winkelgeschwindigkeitsv ektors werden die bekannten 
Formeln für Krümmung und Torsion einer Raumkurve bei beliebigem Parameter 
abgeleitet. H.R. Müller (Graz). 

s Fabrieius-Bjerre, Fr.: Über Kreisevolventen und analoge Raumkurven. Mat. 
Tisdskr. B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 10—15 (1950) [Dänisch]. 

Kennzeichnend dafür, daß x(s) eine Evolvente des Kreises vom Radius a dar- 
stellt, ist (2): tr! =a oder (3): ®=2as-b. Diese Gleichungen sind unab- 
hängig von der Dimension des Raumes. Verf. betrachtet den dreidimensionalen 
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Fall. Raumkurven mit der Eigenschaft (2) sind dadurch gekennzeichnet, daß sie 
bei der Abwicklung des Kegels mit O als Spitze und r(s) als Leitkurve in eine ebene 
Kreisevolvente übergehen. Ihre Normalebenen berühren die Kugel um O0 mit dem 
Radius a. Ihre Krümmungsmittelpunkte sind die Fußpunkte der Lote von O auf- 
die Hauptnormalen. Ferner wird der Fall untersucht, daß eine gegebene Raum- 
kurve die fragliche Eigenschaft für zwei Bezugspunkte O,, O, besitzt. Auf mögliche 
Verallgemeinerungen auf höhere Dimensionszahl ‚und = ne daß die rechte 
ite v 3) ei öheren Grades in s ist, wird kurz hingewiesen. 
Seite von (3) ein Polynom hö ei... 


Färy, Istvän: Sur certaines in6galites geomötriques. Acta sci. math., Szeged 12 A, | 


L. Fejer et F. Riesz LXX annos natis dedie., 117—-124 (1950). E 
Eine Kurve mit der Länge Z und Gesamtkrümmung @ sei in einer Kugel vom 


Radius r enthalten; dann gilt L <4r/n@. Ein Flächenstück mit dem Flächen- 


inhalt F und der Gesamtkrümmung K (Integral des Absolutbetrags der Gaußschen 
Krümmung) sei in einer Kugel vom Radius r enthalten; dann gilt F sA rm 128 
Die Beweise dieser Ungleichungen werden dadurch sehr einfach, daß man einer- 


seits für F,@, K, L integralgeometrische Definitionen verwendet, und anderseits | 


die jeweils notwendigen Anforderungen an die Fläche bzw. Kurve stellt. — Beim 


Beweis des Lemma 1 ist ein Versehen unterlaufen. (Man muß die Tatsache in An- | 


wendung bringen, daß die Integrale unendlich additiv sind.) Maak (Hamburg). 
Hartman, Philip and Aurel Wintner: On.the fundamental equations of diffe- 
rential geometry. Amer. J. Math. 72, 757—774 (1950). 
The authors give a refined formulation of some existence theorems of diffe- 
rential geometry in such a way that no superfluous assumptions of differentiability 
are made. a) If the equations of Mainardi-Codazzi and the theorema egregium are 
replaced by the integrated conditions (with the standard notations) 
Shiıdu + h,do)= [| (Dir han + Tioh.ı) duo Ü=1,2) 
J Ss 
and 


IE Ude I12u) du + (9i2» — Iaau) dv} = I, (2K +3 Dg*!)gdudv 


where J is any Jordan curve of class Cl and $ the interior of J, then in the classical 
existence theorem of Bonnet the conditions that the coefficients g,,(w, v) be of 
class C* and those of the second differential form h,, (u, v) be of class C! may be 
replaced by the conditions that g,, be of class Cl and h,, be continuous; the resulting 
surface is then of class 0?. The proof of the theorem needs interesting refinements 
of the standard existence theorems on systems of total differential equations. 
b) The authors analyze the smoothness conditions needed in order that different 
classical definitions of torse become equivalent. c) The classical existence theorem 
in differential geometry of curves assumes that the curvature x(s) (positive) is a 
function of class O! and the torsion 7(s) is of class 0°. Since the system of linear 
differential equations of Frenet possess solutions if the coefficients x, t are merely 
eontinuous, there arises the question as to what remains of the theorem if it is only 
assumed that x(s) (positive) and 7(s) are continuous. The authors prove that the 
theorem also holds in this case if an extended suitable definition of torsion is in- 
troduced. Santalo (Buenos Aires). 

Hartman, Philip: On the local uniqueness of geodesies. Amer. J. Math. 72, 
123— 1730 (1950). 

If 9;, (w, u), i,5—= 1,2 are three functions of class C!, then the Christoffel 
symbols I}, exist and are continuous functions of u and we can consider the follow- 
ing system of differentialequations: ö + I, WW =0(i=1, 2). The author observes 
that the solutions of this system are not in general uniquely determined by initial 
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;e conditions; however, if g,, du dw is the first fundamental form of a surface of 
class C* in a 3-dimensional euclidean space, then the solutions of the system are 
= unique [i. e. on a surface of class 0? every geodesic is uniquely determined (locally). 

'  byits initial conditions]. The author also shows that it is possible to introduce geodesic 
polar coordinates (r, p) at any point on a surface of class ©? and that the resulting: 
transformation (r, 9) — (ul, u?) is of class O1 [in general, if the surface is of class 
0", n = 2, then the mapping (r, 9) — (ul, u?) is of class C*-1]. The proofs depend 

on the circumstance that the theorem of Gauss-Bonnet and thetheorema egregium 
hold on surfaces of class C?. Santalo (Buenos Aires). 


Hopf, Eberhard: On S. Bernstein’s theorem on surfaces z(x, y) of nonposi- 
tive eurvature. Proc. Amer. math. Soc. 1, 80—85 (1950). 
Mickle, Karl J.: A remark on a theorem of Serge Bernstein. Proc. Amer. 
math. Soc. 1, 86—89 (1950). 
| Es sei 2 (x, y) eine in der ganzen (x, y)-Ebene Sul Funktion mit stetigen 
= zweiten Ableitungen, die den Bedingungen 2,,2,—-—2, 20, 2222, 2,5 0 
genügen. 8. Br ein hat den Satz aufgestellt, daß z (x, %) nicht beschränkt ist. 
Sein Beweis enthält eine Lücke topologischer Natur. E. Hopf füllt diese Lücke 
aus und verschärft die Behauptung folgendermaßen: z (x, y) kann nicht o (r) sein,, 
woßei r der Abstand des Punktes (x, y) von einem festen Punkt ist. K. J. Mickle 
füllt die Lücke auf eine andere, etwas einfachere Weise aus. Nöbeling (Erlangen). 


| Löbell, Frank: Betrachtungen über Flächenabbildungen. V. Flächenpaare mit, 
vorgegebener Schiefe. S.-B. math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. München 1947, 

77—80 (1949). 
Für Teil I-IV vgl. dies. Zbl. 37, 246, 38, 333. V. Unter der Schiefe einer 


Flächenbildung rg — nv versteht Verf. die Invariante J = a ar . Die Ge-. 


samtheit der Flächen 4, die einer gegebenen Fläche r ‚gerade‘ entsprechen, für 
welche also J = 0 ist, hängt von zwei willkürlichen genügend oft stetig differenzier- 
- baren Funktionen ab. Ist jetzt die Schiefe J (u, v) eine vorgegebene Funktion, so 
erhält man alle Flächen der gesuchten Art durch Addition der Ortsvektoren einer 
speziellen Fläche 3 mit der gegebenen Eigenschaft, deren Konstruktion angegeben 
wird, und einer beliebigen ‚gerade‘ zugeordneten Fläche. Weise (Kiel). 
Löbell, Frank: Betrachtungen über Flächenabbildungen. VI. Gerade Abbildun- 
gen mit Nebenbedingungen. S.-B. math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. Mün- 
chen 1947, 179—186 (1949). 
VI. Mit Hilfe des parameter invarianten vektoriellen Differentialoperators 


ED = | 2 At — Eu, =) läßt sich die Schiefe J einer Flächenabbildung £ —Y 
Eu du m] \"? ou 
einfach beschreiben: J= —®D:v (vgl. hierzu V., vorsteh. Referat). Es wird die 
Aufgabe behandelt, eine „gerade“ entsprechende Fläche y=rg-+yt-+An mit 
t{ =1 und D8:n9=0 zu bestimmen, wenn entweder ein Einheitstangenten- 
vektorfeld t oder die Ortsfunktion y (u, v) vorgegeben ist. Weise (Kiel). 


Löbell, Frank: Betrachtungen über Flächenabbildungen. VI. Bestimmung der 
einer gegebenen Fläche mit gegebenem Spreizvektor entsprechenden Flächen. 8.-B. 

* math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1948, 71—79 (1949). 
VII. Unter dem Spreizvektor % einer Flächenabbildung Ev soll der 


Vektor % = N In X, — LE, X D,„) verstanden werden, der sich mit Hilfe des 
EuEn 
in VI (vgl. vorsteh. Referat) eingeführten Differentialoperators kürzer = —-Dx dh 


schreiben läßt. Nach einer Diskussion der Eigenschaften dieses Operators und seiner 

Verknüpfung mit dem aus der kinematischen Flächentheorie bekannten Tensor I" 
- wird die Frage nach den Flächen u mit gegebenem x und ‘% so behandelt, daß y in 
Tangential- und Normalkomponenten zerlegt wird: y=&t+ pn, wobei p einer 
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partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung, der erweiterten Gleichung von Wein- 
garten, genügen muß. Nach ihrer Integration läßt sich Zt durch einen Differen- 
tiationsprozeß gewinnen. Bei Flächen verschwindender Gaußscher Krümmung re- 
duziert sich das Problem auf die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
1. Ordnung. Weise (Kiel). 


Löbell, Frank: Betrachtungen über Flächenabbildungen. VIH. Bestimmung der 
einer gegebenen Fläche gleiehmäßig entsprechenden Flächen. S.-B. math.-naturw. 
Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1948, 227—234 (1949). | 

VIII, Bei einer Flächenabbildung £—) sind im allgemeinen Rißmaßstab. n 


und Querrißmaßstab q von Ort und Richtung abhängig. (Vgl. hierzu III; dies. 
Zbl. 37, 242) „Gleichmäßigkeit“ tritt bei der Unabhängigkeit von der Richtung ein. 


Verf. fragt nach allen Flächen 4, die einer gegebenen Fläche gleichmäßig zuge- 
ordnet sind. Es zeigt sich, daß dabei n (u, v) oder q (uw, v) vorgeschrieben werden | 
können. Setzt man dy=ndr +3 x dt, so wird durch 3 eine Hilfsfläche dar- 
gestellt, die der gegebenen Fläche y mit dem Spreizvektor % = — ®n entspricht, 
deren Berechnung die Integration einer erweiterten Weingartenschen partiellen 


Differentialgleichung 2. Ordnung erfordert. (Vgl. VII; vorsteh. Referat). Für ge- 
gebenes q (u, v) ist ebenfalls eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung für die 
unbekannte Funktion n zu integrieren. Im Fall verschwindender Gaußscher Krüm- 
mung der Ausgangsfläche vereinfachen sich die Verhältnisse. Weise (Kiel). 


Löbell, Frank: Betrachtungen über Flächenabbildungen. IX. Flächen, die sich 
gegenseitig gleichmäßig entsprechen. S.-B. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. 
München 1948, 335—339 (1949). 


IX. Es wird nach allen Flächenpaaren gefragt, die bei einer Abbildung durch 
gleiche Parameterwerte beiderseits „gleichmäßig“ abgebildet werden. (Vgl. IITL, 
VIII; dies. Zbl. 37, 242 und vorsteh. Referat.) Die erste Art dieser Paare besteht 
aus den Flächen, die einander durch Orthogonalität der entsprechenden Linien- 
elemente zugeordnet sind. Ihre Bestimmung hängt bei nichtabwickelbaren Flächen 
von der Integration der Weingartenschen Differentialgleichung ab. Dabei ist die 
Weingartensche Verschiebungsfunktion proportional der Schiefe des Flächenpaares. 
Die zweite Art umfaßt für nichtverschwindenden Querrißmaßstab g Minimalflächen 
mit parallelen Tangentialebenen in entsprechenden Punkten, darunter speziell die 
assoziierten Minimalflächen. Nur für sie ist die Abbildung außerdem gerade. Ad- 
jungierte Minimalflächen gehören gleichzeitig beiden Arten an. « Weise (Kiel). 


Janenko, N. N.: Die Struktur der verbiegbaren Flächen im mehrdimensionalen 
euklidischen Raum. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 72, 857—859 (1950) [Rus- 
sisch ]. 


Es wird die Frage erörtert, wann eine Verbiegung (= Isometrie) V„ mV, 
(ds? = ds?) im euklidischen Z,„;, „Mitverbiegung“ (V,C Vai PnCV. 


2: m+s? 
Vans — V mıs) Ist, wann „Eigenverbiegung‘“. @', wi seien m + s Cartansche Formen 


von V,„. Durch geeignete Wahl der begleitenden (m -+- g)-Beine erreicht man 


HMTS — amtSs — 0, s- 1K, | 
’ Ale SEE & 
sowie Übereinstimmung von wo‘, o), & en 
den entsprechenden Ausdrücken für V,, und ferner — dann heißt r <m Verbie- 
{ eh, m SET rn en 
gungsrang a ee en 


System W! = o?!=.-.-—= or 


0 ist dann vollständig integrierbar und bestimmt 
in V,„ oof Ey, ebenso für V,„. Auf Grund zweier Sätze, die sich mit der weiteren 
Reduktionsmöglichkeit der Systeme gemischter Formen @;, @j; befassen, wird als 


_ Hauptsatz formuliert: Die Verbiegung V„» V,„ ist Mitverbiegung, wenn der Ver- 


®  biegungsrang >2 q ist. E. Rembs (Berlin). 


Janenko, N. N.: Über einige projektiv-invariante Eigenschaften verbiegbarer 
Flächen eines mehrdimensionalen euklidisehen Raumes. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
 .n. 8. 72, 1025—1028 (1950) [Russisch]. 

Bei der in der vorhergehenden Note angegebenen Reduktion der Cartanschen ° 


a Formen bestehen Gleichungen folgender At of’ — R 5 Ai; @, el . 


NS 


es—],...,, % t, —1,...,r und analoge für @; mit Koeffizienten A;;, ferner 


ER un &=r+1l,...,m. Dabei müssen die A und 


T . . 
' .. - . Sf A 
ebenso A Lösungen eines Gleichungssystems I (ax; 25 — Ayr 2%) = 0, 2,; = %» 


Fsı;k=l,..„r a=r+1l,..,m sein. R sei der Rang dieses Systems 
. für die Größen x,, (i <j). Dann gilt: Ist die Verbiegung V„" V,„ Eigenver- 
‚ biegung, so geht R nicht über $r(r— 1) hinaus. Ferner wird der Begriff des 
Fokal-E, gebraucht. Ein Teil-#, des Normal-E, im Punkt M von V,, heißt fokal, 
5 wegn der Rang der Matrix 


| Dr+ ne dm [2] 
. R ’E 2% 
| | +1" Om @ 
für beliebige &!,..., ©, die einer unendlich kleinen in V,„ liegenden Verschiebung 


CE, zugeordnet sind, gleich p ist. Dann gilt für eine eigenverbiegliche V,,: Ent- 
weder V,, hat in jedem Punkt oo° Fokal-E,_,, oder eine Kette von Fokal-E,, 

a a ee ee E. Rembs (Berlin). 

e Charrueau, Andre: Sur des eongruences de droites ou de courbes et sur une 

_ transformation de contact liee & ces congruences. (M&m. Sci. math., Nr. 115.) Paris: 
Gauthier-Villars 1950. 72 p. 500 fr. 


Die Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung sind schon in verschiedenen 
kurzen Mitteilungen in großen Zügen erschienen (dies. Zbl. 29, 230; 30, 216; 34, 244; 
35, 368). Es handelt sich um eine räumliche Berührungstransformation zwischen 
Punkt-Ebenenelementen, die folgendermaßen definiert wird: a ist ein Punkt einer 
Fläche s; ® und n sind die Tangentialebene und die Normale an s in a; O, und /, 
sind ein fester Punkt und ein fester Vektor; M, ist der Endpunkt des Vektors 
O0,M,=I,N O,a; durch M, zieht man die Parallele D, zu r; die Gerade D, be- 
schreibt, bei veränderlichem « auf s, eine Kongruenz, deren Mittelfläche die Ebene 
(durch O, senkrecht zu I, ist; es seien dann F,, @, die zwei Brennpunkte auf D;; 
wiederholt man die Konstruktion mit O0, und /, an Stelle von O, und /,, so erhält 
man eine neue Gerade D, mit den Brennpunkten F,, @,; der Schnittpunkt A von 
F,F, und 6,6, und die fbene IT der Geraden D,, D, bilden das (a, ®) in der ge- 
Bcchlen on T entsprechende Blement (A, IT). Die inverse Trans- 
formation 7-1 von T ist zweideutig. — Im 1. Teil werden die vektorielle und die 
kartesischen Gleichungen von 7 und 7! gefunden und zur Untersuchung ihrer 
Eigenschaften, im allgemeinen Fall, benutzt. Wichtig ist besonders die Betrachtung 
eines Systems 2 von Vektoren, welches aus einem Vektorenpaar mit dem Moment 
0, 0, und aus den zwei durch O, und O, hindurchgehenden Vektoren —/, und I, 
Bote — Im zweiten Teil SL der Fall besonders betrachtet, daß O, ee O, zu- 
sammenfallen. In diesem Falle reduziert sich & offenbar auf einen einzigen ee _ 
- Im 3. Teil wird der Fall untersucht, daß 2’ sich auf einen einzigen Vektor reduziert, 
© ‚ohne daß O, mit O0, zusammenfällt. B.G@G. Togliatti (Genova). 
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Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Blaschke, W.: Geometria affine. I. Uno sguardo nella geometria. Mat., Ca- | 


tania 5, 32—37 (1950). 


Es werden die wichtigsten geometrischen Gruppen im Raume im Sinne von 


F. Kleins Erlanger Programm durch ihre Transformationen oder einige invariante 
Eigenschaften charakterisiert: die Gruppe der Bewegungen, der unimodularen 


Affinitäten, der Projektivitäten, der konformen Abbildungen, der birationalen und 
der topologischen Transformationen. Hierbei wird z. B. die Bedeutung der Poin- | 


careschen Wegegruppe für die Knotentheorie erläutert und auf die noch offene Frage 


nach hinreichenden Bedingungen für die topologische Äquivalenz von Knoten hin- 
gewiesen. Zum Schluß wird die Riemannsche Geometrie und diejenige von E. Car- | 


tan des Raumes mit projektivem Zusammenhang dem genannten Rahmen ein- 
gepaßt. (Siehe das nächste Referat.) Süss (Freiburg). 


Blaschke, W.: Geometria affine. II. Geometria affine nel piano. Mat., Ca- | 


tania 5, 37—44 (1950). 

Nach einigen algebraischen Fragen der ebenen Geometrie der flächentreuen 
Affinitäten wird die Affinbogenlänge von Kurven eingeführt und durch verschiedene 
geometrische Eigenschaften charakterisiert. Für den Affinumfang einer Eilinie C° 


wird z. B. folgende Darstellung angegeben: Ist ©, die Hüllkurve derjenigen Geraden, | 


die von © Segmente vom festen Flächeninhalt a (für kleines @«) abschneiden, f der 
Flächeninhalt des Ringgebiets zwischen C und C,, so ist der Affinumfang von C 


bis auf einen konstanten Faktor lim (a? ft). Es folgen u. a. Eigenschaften der 
a=0 

Affinnormalen, Affinkrümmung, insbesondere der Kegelschnitte, Sechsscheitel- 

satz mit Beweis und zwei isoperimetrische Aussagen, womit der Unterschied zwischen 


der Geometrie im kleinen und derjenigen im großen beleuchtet wird. (Siehe vor- 


steh. Referat.) Süss (Freiburg i. B.). 

Kahane, Arno: Sur les proprietes centro-affines des courbes planes et gauches.. 
Studii Cere. mat., Acad. Republ. popul. Romäne, Inst. Mat. 1, 175—230, russische. 
Zusammenfassg. 231—239 und französ. Zusammenfassg. 240—250 (1950) [Ru- 
mänisch ]. 


Spezialisiert man, wie dies bei homogenen Affinitäten (h. Aff.) üblich ist, den | 
Parameter teiner ebenen Kurve x (t) durch (tr, x’) = (© (konstant), so ist (I) £" =Alt)e 


und hierin A (t) = + (?/K®, K(r) der Affinabstand des Ursprungs O von der 
Kurventangente im Punkte r(t). Für zwei bezüglich einer C, mit Mittelpunkt O 
polar-reziproke Kurven r, f hat das Produkt K(r) :K(t) einen festen Wert. Es 
wird die notwendige und hinreichende Bedingung dafür bestimmt, daß zwei auf 
allgemeine Parameter bezogene Kurven durch h. Aff. ineinander überführbar sind. 
Es folgt neben einer größeren Zahl bekannter Bemerkungen eine genauere Dis- 
kussion der Kurven mit h (l) = at” für verschiedene m-Werte; unter ihnen sind 
die Kurven mit m = —2 als solche mit fester homogen-affiner Krümmung aus- 
gezeichnet. — Bei Raumkurven wird die Bedeutung der Größe (7 p?) untersucht 
(T Torsionsradius, p Abstand des Ursprungs von der Schmiegebene). Kurven mit. 
festem Produkt 7 p? sind von Tzitzeica untersucht worden [Ann. Ecole norm. 
sup., III. S; 28, 9—32; (1911)] und werden nach ihm benannt; sie gehen bei h. Aff. 
und Polarreziprozität bezüglich einer F, mit Mittelpunkt in ihresgleichen über. 
Bei spezieller Parameterwahl ist (I) Y"=hft)y'(t)-+k(t)r(t), hierin dann 
k (t) = — C/T p?. Gegenüber Transformationen des ausgezeichneten Parameters sind 
h'?/h?, k'3/k* Invarianten. Die Kurven, für die diese Invarianten feste Werte an- 
nehmen, werden bestimmt und einige geometrische Eigenschaften angegeben. — 
Für die homogenen Koordinaten einer ebenen Kurve (I) gelten Differentialgleichungen 
der Form (II), welche gleichzeitig die affinen Koordinaten einer Raumkurve be- 
stimmen, und umgekehrt. Dieses Zuordnungsprinzip von ebenen und räumlichen 
Kurven wird für einige Kurvenklassen durchgeführt. Süss (Freiburg). 
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Kovaneov, N. L.: Verallgemeinerungen einiger Konstruktionen der projektiven 
BE pitterentialgeometrie. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 61, 973—976 (1948) 
[Russisch ]. 

Verf. Mena en einige in der projektiven Differentialgeometrie wichtige 
Geraden des sog. kanonischen Büschels. Im ersten Abschnitt wird angedeutet, 
wie man zu einer beliebigen Geraden durch den Flächenpunkt kommt anstatt zu 
‚einer des kanonischen Büschels, wenn man von einer beliebigen Form f(ß, y, du, dv) 
ausgeht und dieselben Überlegungen anstellt, wie sie Fubini und Cartan für die 
‚ Form 2ß dudv oder By(Bdu? + ydv?) gemacht haben. Im 2. Abschnitt wird die 
E Konstruktion der Greenschen Geraden des kanonischen Büschels dadurch verall- 
- gemeinert, daß man anstatt der Asymptotenlinien des betr. Punktes 2 Kurven nimmt, 
die diese in 2. Ordnung berühren. Im 3. Abschnitt wird die Konstruktion der Ge 

raden von Öech als Durchschnitt der Schmiegebenen an die 3 Segrekurven dadurch 
verallgemeinert, daß an Stelle der en gewisse 3 andere Kurven durch den 
‚ Punkt treten, die jene in erster Ordnung berühren. Burau (Hamburg). 
; BuSmanova, G. V. und A. P. Norden: Projektive Invarianten der normalisier- 
ten Fläche. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 1309—1312 (1948) [Russisch]. 

Verff. betrachten eine Fläche F des projektiven P, sowohl in der Parameter- 
- darstellung in Punktkoordinaten als auch dual dazu in Ebenenkoordinaten als 
| Hüllgebilde der Tangentialebenen. Dann wird für den Punktstandpunkt je eine 

beliebige Gerade durch die Flächenpunkte als projektive Normale 1. Art und für 
| ‚den Ebenenstandpunkt eine Gerade in den Tangentialebenen als Normale 2. Art 
' eingeführt. Hierauf gründet sich ein Formelsystem, das durch einen der Verff. be- 
- reits früher ausführlich entwickelt wurde [Norden, Trudy Sem. vektor. tensor. 
'  Analisu, Moskva-Leningrad 6 (1948)]. Dort war auch gezeigt worden, wie jede dieser 
Normalen einen affinen Zusammenhang G#, und [, auf F festlegt, woraus man eine 
| weitere Übertragung $ (6%, + TF,) erklarcn ah Besondere Bedeutung hat der 
Fall, wo die Normalen erster und zweiter Art konjugiert bezüglich der Liequadrik 
| _ des betr. Flächenpunktes sind. Dann erfüllt der Tensor b,, des Asymptotennetzes 
ö 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


Codazzigleichungen bezüglich aller 3 Übertragungen. In der vorliegenden Note 
werden nun die Bedingungen für folgende Fälle angegeben: 1. Die Normalen 1. Art 
sollen mit den affinen zusammenfallen und die 2. Art in die Fernebene rücken, 
2. die Normalen 1. Art fallen mit den metrischen zusammen, 3. die metrische Nor- 
_ male fällt mit einer Geraden des kanonischen Büschels zusammen, wofür ein Bei- 
spiel unter den Rotationsflächen angegeben wird. Burau (Hamburg). 
Norden, A. P.: Innere Geometrie der Flächen eines Raumes der biaxialen Gruppe. 
Doklady Akad. Nauk SSSR,n. S. 55, 199—201 (1947) [Russisch]. 
Verf. betrachtet diejenige Untergruppe der projektiven Gruppe des P,, bei der 
2 konjugiert imaginäre Geraden «a und 5 und damit auch die zugehörige elliptische 
Kongruenz K insich übergehen. Die Ebenen durch a und b heißen isotrop, Geraden, 
‚die @« und 5 treffen, uneigentlich, Quadriken durch «a und b Sphäroide. Weiterhin 
‘heißen 2 Geraden parallel, wenn sie zusammen mit der Kongruenz K einem linearen 
| Komplex angehören. Daraus folgt, daß es durch jeden Punkt zu einer gegebenen 
Geraden ein Büschel Paralleler gibt, in dem eine uneigentliche enthalten ist. Durch 
| jeden Punkt eines genügend allgemeinen Flächenstücks F des P, gibt es ersichtlich 
\ eine nicht berührende uneigentliche Gerade, die man als „Normale“ erklären kann. 
‘Nun hatte Verf. früher [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 48, 539—541 (1945)] 
gezeigt, daß jede derartig normalisierte Fläche F einen affinen Zusammenhang auf 
ihr bestimmt. Dieser erweist sich im vorliegenden Fall als Fernparallelismus, da es 
zu jeder Tangente an F in einem Punkte ersichtlich nur eine „parallele“ Tangente 
in einem andern Punkt gibt. Bei weiteren differentialgeometrischen Unter suchungen 
= spielt dann das Netz der Schnittkurven von F mit den beiden Büscheln ae! 
Ebenen als das Analogon zu den Krümmunsslinien eine Rolle; Flächen, bei denen 
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dies Netz auch im üblichen Sinne konjugiert ist, heißen „von der Krümmung Null“, 
Wichtig ist noch die Tatsache, daß jeder quasieuklidische Fernparallelismus einer 
Flächenmetrik sich in der beschriebenen Weise in einem Raum mit biaxialer Gruppe 
realisieren läßt. Burau (Hamburg). 
Korovin, V.1.: Stratifizierung eines Paares von Komplexen zweidimensionaler | 
Ebenen im fünfdimensionalen projektiven Raum. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. 8. 72, 837—840 (1950) [Russisch]. 
Verf., ein Schüler von Finikoff, nennt Komplexe Mengen von 00% Ebenen E 
des P,. Diese 00% Ebenen werden im allgemeinen den P, erfüllen, und die Gesamt- | 
heit ihrer Punkte kann auch auf mannigfache Weise durch oo? dreidimensionale 
Gebilde F, erhalten werden, die diese Ebenen transversal durchsetzen. Zwei solche 
Komplexe K und K’ heißen ‚verbunden‘, wenn ihre Ebenen E und E’ sich so 
aufeinander beziehen lassen, daß die oo? Tangentialräume 7, an die Transversal-P; 
von K in den Punkten einer Ebene E aus K die entsprechende Ebene E’ aus K’ 
enthalten und umgekehrt. Für die Untersuchung dieser Dinge wird die Cartansche 
Methode der Differentialformen angewandt. E wird durch die Punkte A,, A,, Az | 
und E’ durch A,, A,, A, aufgespannt. Dann gelten Ableitungsgleichungen der Art 


dA,= ar A, (,k=1,...,6), wobei die » Pfaffsche Formen sind, die durch Wahl 
der Grundpunkte A, noch zu ©! =a,w3 und 5 entsprechenden Beziehungen nor- 
miert werden können. Eine nicht-triviale Lösung der gestellten Aufgabe führt dann 
auf ein weiteres System Pfaffscher Formen und endlicher Gleichungen; die Lö- 
sungen desselben hängen von 15 Funktionen einer Veränderlichen ab. Wichtig 
sind noch folgende geometrische Aussagen: Die Fokalkurven auf den Ebenen des 
Komplexes, die im allgemeinen Kurven 3. Grades sind, entarten hierbei in 3 Geraden; 
die durch diese Geraden erzeugten Fokalgebilde beider Komplexe sind aufeinander 
bezogen; ferner sind auch die Asymptotenlinien der Transversal-F, aufeinander 
bezogen. ‘ Burau (Hamburg). | 
Rozenfel’d, B. A.: Unitäre Differentialgeometrie der Familien K,. in K„. Mat. 
Shbornik, n. S. 24, 53—74 (1949) [Russisch]. 
Verf. betrachtet den unitär-elliptischen n„-Raum K,, d. h. einen komplexen projektiven 
n-Raum, in den eine reelle Metrik so eingeführt ist, daß. der Abstand ® zweier Punkte mit den | 
Fe oo aA ya | 
Koordinaten x’, y’ durch cos? — = 4 2 — (4,4 =0,1,...,n) definiert ist. Faßt man | 
r ai x yeye 
K, als reellen 2n-dim. Riemannschen Raum auf, so ist die Krümmung in jeder komplexen | 
2-Richtung gleich 1/r?; r heißt daher Krümmungsradius des Raumes und wird hier gleich 1 
gesetzt. Die Bewegungsgruppe setzt sich zusammen aus den eigentlichen Bewegungen, die durch 
unitäre, unimodulare (n + 1)-Matrizen (a3) und die n weiteren Matrizen e"!*r+V) (gi) dar- | 
gestellt werden, und den ‚„uneigentlichen‘“ Übergängen zu Punkten mit konjugiert komplexen: 
Koordinaten. Wir denken uns den K, durch n + 1 unitär-konjugierte Punkte aufgespannt, | 
die zu je zweien einen Abstand von z/2 haben. Die Gleichungen «"=0 w=m+1,...,n) 
stellen eine m-Ebene und a" =0(a=0,...,m) eine (n—m—1)-Ebene dar. Diese Ebenen 
werden unitär konjugiert oder polar genannt, da jeder Punkt der einen von ihnen mit einem | 
beliebigen Punkte der anderen unitär-konjugiert ist. Durch eine allgemeine Bewegung gelangt | 
man von diesem Paar zu dem allgemeinen unitär-konjugierten Paar einer m-Ebene und einer 
(n — m —1)-Ebene. Die Reflexion an der speziellen m-Ebene x" =0 (und gleichzeitig an 
ihrer Polaren) wird durch eine Diagonalmatrix dargestellt, deren erste (m +1) Elemente den | 
Wert + 1 und deren letzte (n — m) den Wert X 1 haben. Für eine allgemeine m-Ebene ergibt, 
sich die Reflexion durch Transformation dieser Matrix mit der zugehörigen Bewegung. Ihre 
I 


geometrischen Eigenschaften werden mit Hilfe dieser Reflexionen untersucht. Die Punkt- | 
reihen von K, werden Fäden genannt; Fäden, auf denen jedes beliebige Quadrupel von Punkten | 
reelles Doppelverhältnis hat, heißen 1-Ketten. Sie liegen auf den unitärelliptischen Geraden 
K, und heißen normal, wenn sie in der gegebenen Metrik geodätisch sind. Unter einer normalen 
n-Kette wird die n-parametrige Mannigfaltigkeit der reellen Punkte von K, oder eine hieraus. 
durch Bewegung hervorgehende Mannigfaltigkeit verstanden. Sie ist dadurch gekennzeichnet 
daß sich durch je zwei ihrer Punkte eine normale Kette legen läßt, die ganz in der n-Kette liegt. 
Es werden Reflexionen an n-Ketten erklärt und ihr Zusammenhang mit den unitär-elliptischen 
Bewegungen untersucht. Die Bewegungsgruppe von K, ist eine kompakte einfache Liesche 


| 
| 
\ 
| 
| 
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| je Gruppe; damit läßt sich in ihr eine Cartansche Metrik einführen, in der diese Gruppe ein sym-. 
| k% metrischer Riemannscher Raum wird. Der Abstand w der Elemente a und db ist dann mit den 
I Eigenwerten e'® von ab! durch &@ =} verknüpft. Die miteinander konjugierten in- 
‚  volutorischen Elemente der Gruppe bilden nach Cartan in diesem Raum eine vollständig: 
1 geodätische Fläche. Insbesondere sind die Reflexionen an den m-Ebenen und n-Ketten mit-. 
' einander konjugierte involutorische Elemente. Wegen des eineindeutigen Entsprechens der 
"Reflexionen mit den m-Ebenen und n-Ketten erhält man damit ebenfalls in deren Räumen 
| eine unitär-invariante Metrik. Durch zwei unendlich benachbarte m-Ebenen und n-Ketten. 
wird man zu dem grundlegenden Begriff des linearen Elementes geführt. Es läßt sich durch 
" diejenigen lokalen Vektoren, der Lieschen Algebra der Bewegungsgruppe von K,, erklären, die 
"die Ableitungen der Matrizen der Produkte von Reflexionen in unendlich benachbarten m-Ebe- 
"nen oder n-Ketten nach ihrem Abstand sind. Nennt man eine Kongruenz bzw. Pseudokongruenz. 
"von m-Ebenen die Familien der m-Ebenen, die von (n— m) bzw. (m + 1) komplexen Para-- 
| metern abhängen, so geht durch jeden Punkt eines gewissen Gebietes von K,, eine einzige m-Ebene 
"der Kongruenz und jede (n — 1)-Ebene eines gewissen Gebietes durch eine einzige m-Ebene 
_ der Pseudokongruenz. Die damit in der Matrix des lokalen Vektors auftretenden Abhängig- 
keiten der Zeilen bzw. der Spalten definieren komplexe lokale Affinoren. Seine kovarianten 
" = Komponenten führen zu einem Hermiteschen Tensor, der zur kovarianten Differentation ver- 
wendet wird. Es werden weitere Vektoren eingeführt, die zusammen mit den genannten Affi- 
noren die Kongruenzen bis auf Bewegungen bestimmen. Für die Kongruenzen von n-Ketten 
als von n reellen Parametern abhängigen Familien gelangt Verf. durch entsprechende Über- 
legungen zu reellen Affinoren, die ebenfalls bis auf Bewegungen diese Kongruenzen charakte- 
risigren. Versteht man unter den Brennpunkten einer Kongruenz diejenigen Punkte, in denen 
die Eindeutigkeit der Zuordnung verloren geht, so bilden diese auf jeder m-Ebene Fokalflächen, 
die aigebraische (m — 1)-Flächen von (n — m)-ter Ordnung sind. Verf. gibt schließlich ein reelles 
Modell eines K,, im reellen elliptischen S,,., an, indem er die Punkte von K, einer elliptischen 
- linearen Kongruenz des projektiven (2» + 1)-Raumes zuordnet und in diesem Raum mit Hilfe 
der diese Kongruenz definierenden konjugiert-komplexen n-Ebenen eine elliptische Metrik ein- 
führt. Damit wird die Kongruenz zu einer parataktischen Kongruenz, d.h. je zwei Strahlen haben 
eine einparametrige Schar gemeinsamer Lote gleicher Länge. Der Abstand zweier Punkte in 
K„ist gleich dem Abstand zwischen den den Punkten entsprechenden Strahlen im S,,;,. Ebenso 
lassen sich alle anderen Begriffe des K, in diesem reellen Modell geometrisch deuten, was in 
einer Übersicht durchgeführt ist. Weise (Kiel). 


- Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Lichnerowiez, Andre: Quelques th&oremes de geomeötrie differentielle globale. 
Comment. math. Helvetici 22, 271—301 (1949). 

Es werden die Beziehungen untersucht, die zwischen den Homologien eines 
gefaserten Raumes E und denjenigen seines Basisraumes B bestehen. B wird als 
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N 
ein n-dimensionaler Riemannscher Raum mit dem Bogenelement ds} = = (@,)® 


= 
vorausgesetzt. Dann läßt sich die (n -- g)-dimensionale Mannigfaltigkeit E (q die 
Dimension der Faser F) nach Ehresmann [C. r. Acad. Seci., Paris 216, 628—630 


£ 4 
(1943)] so metrisieren, daß das Bogenelement die Gestalt dsy — ds + = (77,)* hat. 


7, =0(x=1,...,g) definiert in E das Feld der zu den Fasern orthogonalen 

n-Richtungen, das transversale Feld //. Ist ® eine äußere Differentialform vom 
Grad g und überall vom Rang q in E mit der Eigenschaft, daß das Feld der n-Rich- 
' tungen, welches durch das zu ® assoziierte Pfaffsche System definiert ist, zu den 
Fasern transversal und vollständig integrabel ist, und ist F kompakt, so wird durch 
© eine Abbildung der sämtlichen äußeren Formen A in die Menge der äußeren 
" Formen 2 von B bestimmt. Wendet man hierauf die Theorie der harmonischen 
Formen von Hodge an, so ergibt sich eine Abbildung der Kohomologiegruppen 
von E auf die von B. Im Falle, daß die Fasern von E sämtlich Minimalmannig- 
faltigkeiten sind und das transversale Richtungsfeld // vollständig integrierbar ist, 
= genügt die äußere Form © = [n,,.. ., 7%] den genannten Bedingungen, und es 

ergeben sich für die Bettischen Zahlen folgende Ungleichungen: b,(B) <b,(E). 
- Ist insbesondere E der Raum der r-Richtungen von B, so können die Formen 7% 
so gewählt werden, daß die Fasern von E Minimalmannigfaltigkeiten werden und, 
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falls B lokal euklidisch ist, die Form © harmonisch wird. Verf. gelangt auf diese 


Weise schließlich zu dem Ergebnis: Der Raum der Tangenteneinheitsvektoren eines 
n-dimensionalen kompakten, orientierbaren, lokal euklidischen Raumes B besitzt 
dieselben Bettischen Zahlen, wie das topologische Produkt von B mit der (n — 1)- 
dimensionalen Sphäre. Das gleiche gilt auch dann noch, wenn B ein Raum mit 
absolutem Parallelismus oder ein Hermitescher Raum verschwindender Krümmung 


ist. — Im letzten Abschnitt beweist Verf. einen entsprechenden Satz für Finslersche | 
Räume Bund gibt eine Integraldarstellung für die Euler-Poincaresche Charakteristik 
von B. Es zeigt sich dabei, daß die Integralformeln von Chern und Allendoerfer- 


‘Weil auf beliebige Berwaldsche Räume verallgemeinert werden können. 
Rinow (Greifswald). 
Reeb, Georges: Vari6tes de Riemann dont toutes les g6od6siques sont fermees. 
Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. 8. 36, 324—329 (1950). 


L’A. se propose d’etudier l’homologie & coefficients reels des varietes rieman- 


niennes compactes orientables V ‚dont toutes les geode&siques sont fermees, lalongueur 
de la g6od6sique associde A un element de contact donne &tant une foncetion continue 
‚de cet elöment de contact (varietes I’). Le systeme differentiel aux geodesiques 
definit un champ de vecteurs E sur la variete V,,_, des el&ments de contact orientes 


& une dimension. Les trajectoires de Z sont les fibres d’une fibration de V,,__,en 
nl | 


cercles, dont la base sera designee par W, „_n- Sir est l’invariant integral lin&aire 
relatif sur V,,_, du systeme differentiel aux trajectoires de Z, la forme quadratique 
2 de W,,„_., image de dr, est fermee et de rang maximum. Il en resulte que la 
variete W,„_,, admet une structure de variete quasi-kählerienne. La classe de 
cohomologie de Q est, & un facteur r&el pres, la classe caracteristique de la variete 
fibree non triviale V,,_,. De ces considerations, l’A. deduit des th&oremes concluant 
-& l’impossibilite pour certains polynomes d’ötre le polynome de Poincare d’une 
variete /J Ainsi si V, admet le polynome de Poincar& 1 + #2 + ir=4 -1 {% (n pair, 
q impair et >1), V, ne peut tre une variet& /. Ilen est en particulier ainsi pour 
le produit topologique de deux spheres de dimensions impaires distinctes. 
Lichnerowiez (Paris). 

Samelson, Hans: On Chern’s invariant for Riemannian 4-manifolds. Proc. 
Amer. math. Soc. 1, 415—417 (1950). 

L’A. donne un exemple de variet&riemannienne, & 4 dimensions, pour laquelle 
’invariant differentiel de Chern [Bull. Amer. math. Soc. 51, 964—971 (1945); Ann. 
Math. Princeton, II. S. 47, 85—121 (1946)] n’est pas nul. Partant du fait que le 
plan projectif complexe K? est la base d’une fibration de 85 par Sl, ]’A. attache & 
K? une structure de variete analytique riemannienne pour laquelle il calcule le 
volume »(K?) = n?/2 et les deux formes J'et K de Chern. Il trouve pour la ca- 
racteristique 


1 
RD) En K=% 
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‚et pour l’invariant n la valeur 
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Les invariants I, et I, de K? sont respectivement 6 et 18. 
Lepage (Bruxelles). 

Bochner, $.: Curvature and Betti Numbers.‘ II. Ann. Math., Princeton, II. S. 
50, 77—93 (1949). 

Die Methoden des ersten Teils der Arbeit (dies. Zbl. 38, 344) werden auf metrische 
Räume mit nichtsymmetrischer linearer Übertragung angewendet und führen zu 
ganz entsprechenden Ergebnissen. An die Stelle des Weylschen konformen Krüm- 
mungstensors tritt ein gewisser anderer Tensor, der im Falle der symmetrischen Über- 
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_ tragung jedoch wieder in den ersteren übergeht. Es ist manchmal vorteilhaft, 
| = besonders im Hinblick auf die Untersuchung der Hermiteschen Metrik, auch 
_ andere, einfacher geformte Tensoren als den Weylschen zu benutzen. Das Haupt- 
| _ ergebnis dieses zweiten Teiles besteht darin, dem im Falle der Riemannschen Metrik 
Bi (s. Teil I, 1. e.) gewonnenen Satze einen entsprechenden über die Hermitesche 
‚ Metrik zur Seite zu stellen. Für eine gewisse Klasse von 2 k-dimensionalen 
| Mannigfaltigkeiten mit Hermite-Kählerscher Metrik, die wieder durch gewisse 
| 


m 


‚ Ungleichungen gekennzeichnet ist und die die komplexen projektiven Räume ein- 
| schließt, ergeben sich die Bettischen Zahlen Bla Brei bed], ): 
Rinow (Greifswald). 
12 Kuiper, N. H.: On eompaet conformally euelidean spaces of dimension > 2. 
‚ Ann. Math., Princeton, II. S. 52, 478—490 (1950). 

IE L’A. approfondit considerablement son &tude anterieure [Ann. Math., Princeton, 
‚II. 8. 50, 916-924 (1949)] sur la classification des vari6tes compactes X & struc- 
‚ ture conforme localement euclidienne (tout point de X admet un voisinage suscep- 
tible d’une representation topologique et conforme sur un domaine de l’espace 
euclidien E,). Les resultats sont exhaustifs dans le cas oü le groupe fondamental 
D de X (supposee de dimension n >2) est soit fini, soit abelien. Des exemples 
et gesultats partiels non triviaux sont donne6s dans le cas ou D est infini non abelien. 


A partir d’une etude de l’espace universel de recouvrement X dou& d’une structure 

_ conforme et d’une representation conforme q de X dans une quadrique @ de signature 

‚  definie positive et de dimension n, l’A. donne une definition naturelle du caractere 

complet pour X et etablit letheoreme fondamental suivant: tout X complet (et par 

- suite compact et de groupe D fini) admet une representation topologique et conforme 
| 
| 
| 
| 


sur une variete riemannienne convenable compacte et & courbure constante positive. 


Si D est abelien infini, l’espace universel de recouvrement X admet une represen- 
tation topologique et conforme sur l’hypersphere euclidienne privee d’un ou deux 
points. Le memoire s’acheve par des exemples interessants du cas oü D est infini 
non abelien. Lichnerowiez (Paris). 


Walker, A. 6.: On Ruse’s spaces of reeurrent eurvature. Proc. London math.: 
Soc., II. S. 52, 36—64 (1950). 
| Verf. behandelt den allgemeinen Fall der n-dimensionalen Räume rekurrenter 
Krümmung (s. H.S. Ruse, dies. Zbl. 38, 343). Es wird dabei wieder vorausgesetzt, 
daß weder x, noch R,,;, identisch verschwinden (K,-Räume). Die Ergebnisse 
werden jedoch übersichtlicher, wenn noch solche Räume mit einbezogen werden, für 
die R,j;x,, = 0 und zugleich R,,;.% + Ruin %; + Enz ?% = 9 für irgendein x, 
gilt. Ein Raum, der diese Eigenschaft besitzt oder ein X,-Raum ist, heißt ein 
K*-Raum. Ein n-dimensionaler Riemannscher Raum, der n — 2 unabhängige Felder 
von parallelen Vektoren besitzt, ist stets ein K}-Raum. Diese K/-Räume heißen 
einfach. Unter den reellen K%;-Räumen mit definiter Metrik sind dies die ein- 
zigen K*-Räume. Ein einfacher K}-Raum ist entweder das Produkt einer V, mit 
einem (n — 2)-dimensionalen euklidischen Raum E,_, oder das Produkt eines K# 
mit einem E,_, oder das Produkt eines K7 mit einem E,_3. Die Bogenelemente der 
‚ hierbei auftretenden K%- und K%-Räume lassen sich in einfacher Weise kennzeichnen, 
Die nicht einfachen K%-Räume besitzen stets ein paralleles Nullvektorfeld. Ihre 
Bogenelemente können bei geeigneter Koordinatenwahl ebenfalls angegeben werden. 
Die Arbeit schließt mit der Untersuchung von Spezialfällen: Einsteinsche, konform- 
ebene und harmonische K%-Räume. Rinow (Greifswald). 
 .  Shanks, E. Baylis: Homothetie correspondences between Riemannian spaces. 
- Duke math. J. 17, 299—311 (1950). 
2 The author investigates the theory of homothetie correspondences between 
‚, Riemannian spaces, i.e. correspondences such that corresponding distances are 
a 
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always in the same constant ratio (if this ratio is # 1 the correspondence is called. 
„proper“). They are equivalent with conformal geodesie correspondences. The 
general conditions for homothetie correspondence are obtained in terms of the 
curvature tensor and as a consequence the author proves that two Riemannian. 
spaces of the same non-zero constant curvature admit no proper homothetie 
correspondence between them, while two spaces with unequal constant curvature‘ 
admit a uniquely determined proper homethetie correspondence. Then the author 
studies homothetie correspondences of a space with itself and gives necessary and 


sufficient conditions that a Riemannian space admits a one parameter group of 


homothetie transformations. The case of surfaces is then considered in detail 
obtaining necessary and suffieient conditions that two surfaces admit a homothetie 
correspondence (or a surface admits a one parameter continuous group of homothetie. 
transformations into itself) in terms of the Gaussian curvature and Beltrami’s 
differential parameters. Santalo (Buenos Aires). 

Springer, €. E.: Union eurves of a hypersurface. Canadian J. Math. 2, 457 — 
460 (1950). 

A curve of a hypersurface V, immersed in a Riemannian manifold V,„., is 
called a union curve if its osculating plane with respect to V_,,, at each point contains 
the corresponding vector of a specified vector field given in V,. The author obtains 
the second order differential equations of the union curves and deduces some con- 
sequences. An analogous and more complete treatment was done by Yano [Mathe- 
matica Japonicae 1, 51—59 (1948)]. Santalo (Buenos Aires). 

Vagner, V. V.: Über die Einbettung eines Feldes von lokalen Flächen im X, in 
ein konstantes Feld von Flächen im affinen Raume. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. 8. 66, 785—788 (1949) [Russisch]. 

Ein Feld Fjr von M-dimensionalen Flächen im affinen Ey wird konstant ge- 
nannt, wenn seine Elemente den Punkten X4 [4A =1,2,....N] des Ey so zu- 
geordnet sind, daß die zwei Punkten P,, P, zugeordneten Flächen aus Fy durch 
eine Translation P,— P, vom Typus (1) X4 = X} + L4A(H°) [(C=1,2,...,M] 
ineinander übergehen. Für eine gegebene n-dimensionale Fläche des Ey 
(2) &i=04#) [,)=1,2,...,n] schneiden ihre Tangentialebenen R, die Fy- 
Flächen ihrer Berührungspunkte in m-dimensionalen Schnittflächen S,, die auf 
(2) in Ey ein Feld von $, induzieren: (3) X4 — BA(£) + DA(E) Je (EA, 2°) 
[e=1,2,...,m]. Das $,-Feld heißt normal induziert, wenn bei einer hinreichend 
kleinen Deformation von (2) auf der deformierten Fläche (2) wieder ein S „-Feld 
induziert wird; dann ist m = M — (N — n). Faßt man (2) als Raum P, auf, dessen 
Punkten die Tangential-R,, von (2) als zentralaffine R, zugeordnet sind, so entsteht 
in P, ein lokales S,-Feld: (4) «* = 1*(&*, 7%). Die Arbeit beschäftigt sich mit dem 
Umkehrproblem: Wie läßt sich ein lokales S,-Feld in P, durch ein konstantes 
Feld Fy in ey auf einer Fläche (2) normal induzieren ? (Einbettung des S,-Feldes 
in ein konstantes Flächenfeld in E,, das übrigens dabei nicht als gegeben betrachtet 
wird.) Die Frage führt auf ein System von partiellen Differentialgleichungen für: 
die Funktionen ®4. Die Diskussion der Integrierbarkeitsbedingungen dieses Systems 
führt auf den Satz: Jedes lokale S,,-Feld in P, läßt sich in ein konstantes Feld 
Pr +. In E,,, einbetten, wenn k <n ist. Es wird noch der Zusammenhang mit 
einem Langrangeschen Variationsproblem behandelt. Die Frage der Einbettung 
eines Riemannschen Raumes in einen Euklidischen erscheint hier als diejenige der 
Einbettung eines Feldes von lokalen regulären Mittelpunkts-Hyper-F, in P,, deren 
"Mittelpunkte in den Trägerpunkten der Tangentialräume des P, liegen, in das kon- 
stante Feld von Hyper-F, in Ey. Süss (Freiburg i. Br.). 

Liber, A. E.: Über Räume von linearem, affinem Zusammenhang mit einpara- 


metrigen Holonomiegruppen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 1045 —1046; 
(1949) [Russisch]. : > 5 51046 
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Es bezeichne R,,; den Krümmungsaffinor eines affinzusammenhängenden 


Raumes A,, für den Y,„ das Operationssymbol der kovarianten Ableitung bedeutet. 


Ist Xf)= ch, x# &, f das Liesche Symbol einer einparametrigen Transformations- 


—niT 


gruppe, dann findet Verf. als notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
der A, die durch X(f) erzeugte einparametrige Holonomiegruppe besitzt, das Be- 


De 4 EU ” x . ... , 
- stehen der Relationen R,,ı = V,,c,W,c=0, in denen R,,, kein Null- 


affinor sein darf und V,, irgendein Bivektor ist. Ist der A, ein Riemannscher 


B V,, so folgt aus diesem Ergebnis, daß der V, das ‚Produkt‘ eines (n — 2)-dimen- 


sionalen Euklidischen und eines zweidimensionalen Riemannschen Raumes ist, 


‘d.h. das quadrierte Bogenelement ist von der Form 


dee = D> ga p(xt, ©2) da2* daft B3 dx? dx®. 
“B=1 = 
O0. Varga (Debrecen). 
Egorov, I. P.: Über die Bewegungsgruppen von Räumen mit allgemeinem, 


.  unsymmetrischem affinem Zusammenhang. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 73, 
"265-267 (1950) [Russisch]. 


L, sei ein Raum der Punkte (x!, x2,..., x") mit unsymmetrischem affinem Zu- 
samfmenhang A5,, 25, = Ats,ı der Torsionstensor, R5,s der Krümmungstensor 
mit den Koeffizienten A(s,, der kovarianten Ableitung. Für die infinitesimalen 
Transformationen der Bewegungsgruppe bei kovariantem Vektor v’in L, geltendann 


die Gleichungen 
ee vun, U Bay), VO, + WR + WW, — 0. 
- Verf. hat früher (dies. Zbl. 34, 392) gelegentlich den halbsymmetrisch genannten 


Zusammenhang untersucht, bei dem 9%,= 502,— 6,0; ist. „Allgemein un- 
symmetrisch‘ heißt der Zusammenhang, wenn (25, keiner solchen Strukturbedin- 


' gung unterworfen ist. Charakteristisch für halbsymmetrischen Zusammenhang ist 
das Bestehen der Gleichungen 25, —= 0 für x # ß,y in jedem Koordinatensystem. 


Als (genaue) maximale Ordnung vollständiger Bewegungsgruppen in Räumen mit 


‘  allgemeinem, unsymmetrischem affinem Zusammenhang wird r=n?—2n +6 ge- 


funden. Symmetrischen Zusammenhang /A(s,), haben Räume mit Bewegungs- 
gruppen von der maximalen Ordnung n?—2n-6 nur, wenn sie projektiv- 


' euklidisch sind. Süss (Freiburg). 


Rozenfel’d, B. A.: Metrik und affiner Zusammenhang in Räumen von Ebenen, 
Kugeln und Quadriken. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 5. 57, 543—546 (1947) 
[Russisch ]. 

In verschiedenen Räumen, z. B. dem projektiven, euklidischen, elliptischen, 
konformen und unitär-elliptischen von jeweils n Dimensionen gibt es involutorische 
Transformationen. Dies sind im euklidischen und projektiven Fall die Spiegelungen 
an einem linearen Unterraum und deren projektive Verallgemeinerungen, im kon- 
formen Raum die sog. konformen Involutionen an einer beliebigen Sphäre von 


weniger als n Dimensionen usw. Hierzu kann man noch die Polaritäten des P, 


» hinzunehmen, die man als Transformationen im Bereich der Elemente Punkt- 


Hyperebene aufzufassen hat. Die Mannigfaltigkeitsstufe der Involutionen eines 
bestimmten Typus ist nun ersichtlich die der jeweiligen Fixgebilde, d.h. es gibt z. B. 
ebenso viele Involutionen einer bestimmten Art des P,, wie es Paare von Räumen 
P, und P,_ „_. darin gibt, und entsprechend in den anderen Fällen. Denkt man sich 
die Involutionen eines Typs auf die Punkte eines Raumes H abgebildet, so erweist 
sich H als symmetrisch im Sinne Cartans und mit einem affinen Zusammenhang 
ohne Torsion versehen. Verf. stellt nun fest, wie man in H einen ‚Abstand zweier 
Involutionen I, und /,“ zu definieren hat. Dazu ist die Produkttransformation 
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I, I, im Ausgangsraum zu betrachten; im obigen projektiven Fall z. B. besitzt | 
die Matrix von I, I, die Eigenwerte ei®«, et" (a=0,1,...) und sonst lauter 1. | 
Als Abstandsquadrat von /, und /, wird dann hier o?—= X w2 eingeführt, und | 
entsprechend in den anderen Fällen. Diese Metriken sind invariant bei der betr. ) 
Gruppe; ihre Geodätischen sind diejenigen Scharen von Involutionen, die einer 
eingliedrigen Untergruppe oder Nebengruppe hinsichtlich der gegebenen Funda- | 
mentalgruppe angehören. Burau (Hamburg). 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Viola, Tullio: Su un problema metrieo relativo alle superfieie quadrabili. Boll. 
Un. mat. Ital., III. S. 5, 109—120 (1950). 

Continuant une note precedente (ce Zbl. 37, 247) Y’A. construit un ensemble 
ferme E de E, simplement connexe et limit par une surface quarrable tel que pour 
un couple de points A et Bde E,— E, A(T') soit <A. E consiste en un socle paral- 
lelipipedique D° surmonte& sur la face superieure F d’un systeme d’ecailles ondulantes | 
D,Dz.:.,D,... em quinconce, entourant une mediane I de F et convergeant 
vers I. Les ondulations des D, sont regulieres, perpendiculaires & / et leur amplitude | 
tend vers 0 quand n augmente indefiniment. A et B sont deux points de part et 
d’autre de / sur la droite supportant I. y designe une courbe rectifiable de &,—E, 
joignant A et B. Dans une deformation visant & reduire sa longueur, y doit con- 
tourner les &cailles qui sont suffisamment serrees pour qu’elle doive en suivre les 
ondulations. La limite /’de y est le segment AB. LimA(y) = A quiest > longueur 
AB. La section de E par un plan P perpendiculaire & F suivant / est un ensemble 
ferm& plan (non connexe) tel que pour A et B, A(I') < A, mais I’ ne’st pas la limite 
d’une suite minimisante de courbes appartenant A une classe d’homotopiede P— PE. 

Chr. Pauc (le Cap). 

Borisov, Ju. F.: Mannigfaltigkeiten beschränkter Krümmung mit Rand. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 74, 877—880 (1950) [Russisch]. 

Die vorliegende Note schließt sich an eine frühere des Verf. an (dies. Zbl. 36, 
234). Es werden 12 weitere Sätze über Flächen mit Rand angegeben. Die ersten 
Sätze besagen: wenn der Winkel zwischen 2 Kurven im gemeinsamen Punkt P der- 
selben existiert, so läßt er sich auch als Grenze des Winkels zwischen den geodäti- | 
schen Bögen PX,, PX, erklären, wenn X, und X, auf L, und Z, nach P streben. | 
Das Umgekehrte gilt nur dann, wenn die geodätischen Abweichungen (Verallgemeine- | 
rung des Integrais der geodätischen Krümmung) der Bögen Z, und Z, bei Annähe- 
rung an P gegen 0 streben. Bei Flächen mit Rand ist dann von Halbumgebungen | 
der Kurven und entsprechend einseitig zu messenden Winkeln zu sprechen. Die | 
Metrik von F induziert in gewissen Fällen auf geschlossenen Teilmengen E von F | 
wiederum eine Metrik. So läßt sich einerseits F gegebenenfalls in Stücke anderer | 
Metriken zerlegen, andererseits aber, was noch wichtiger ist, sich durch Zusammen- 
kleben aus solchen Stücken aufbauen. Ähnlich wie bei der analytischen Fortsetzung | 
von Funktionen spricht man von einem Zusammenkleben randbehafteter Flächen- | 
stücke E,, E,,...,E, zur Fläche F längs einer Kurve L. Einige weitere Sätze | 
geben dann die Bedingungen dafür an, längs welcher Kurven man zusammenkleben | 
kann und wann das entstandene Gebilde F eine Fläche beschränkter Krümmung | 
im Sinne A. D. Aleksandrovs ist. Burau (Hamburg). | 

Aleksandrov, A. D.: Flächen, die dureh Differenzen konvexer Funktionen | 
darstellbar sind. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 72, 613616 (1950) [Russisch]. | 

Man betrachte die aus folgenden Flächen bestehende Klasse $: Die Gesamtheit 
aller Flächen, die sich in der Gestalt z= f(x, y) darstellen lassen, wobei f eine 
Differenz zweier konvexer Funktionen ist; ferner alle durch Zusammenheften daraus 
entstehenden Flächen. Diese Klasse % ist sehr umfangreich und umfaßt alle zweimal 
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| - stetig differenzierbaren, alle konvexen Flächen und überhaupt alle diejenigen, die 
‚| sich stückweise auf Ebenen projizieren lassen. Verf. gibt nun in dieser Note hierfür 


eine Reihe von Sätzen ohne Beweise an. Diese Sätze betreffen die Approximation 


der Flächen durch solche beschränkter Krümmung, die Existenz einer linken und 


rechten Tangente in jedem Punkt einer Geodätischen usw. Das innere Krümmungs- 
maß eines Flächenbereichs wird wie in anderen Arbeiten des Verf. durch den Limes 
der Summe der Exzesse der Dreiecke bei einer beliebigen Teilung erklärt, das äußere 
Krümmungsmaß wird mit Hilfe der sorgfältig erklärten sphärischen Abbildung de- 
finiert. Dann behauptet ein weiterer Satz die Übereinstimmung von innerem und 


'  äußerem Krümmungsmaß. Burau (Hamburg). 


Pogorelov, A. V.: Ein Eindeutigkeitssatz für konvexe Flächen. Mat. Sbornik, 
n. 8. 26 (68), 147—152 (1950) [Russisch]. 

Der vom Verf. bewiesene Eindeutigkeitssatz ist in gewisser Weise ein Analogon 
zu dem klassischen Satz über die Bestimmtheit einer regulären, analytischen Fläche 


durch ihre 1. und 2. Fundamentalform, bezieht sich jedoch auf allgemeine metrische 


Flächen, wie sie neuerdings in der Schule von A. D. Aleksandrov betrachtet werden 
und bei denen natürlich keine Rede von Fundamentalformen usw. sein kann. Der 
Satz lautet: Zwei konvexe Flächen F, und F,, zwischen deren Punkten und Stütz- 
eb@nen eine eineindeutige Beziehung besteht mit Gleichheit aller entsprechenden 
geodätisch gemessenen Abstände und Kongruenz entsprechender Paare von Stütz- 


_ ebenen durch zugeordnete Punkte, sind kongruent, d.h. gehen durch Bewegung oder 


Umlegung auseinander hervor. Beim Beweis dieses Satzes muß in einer Reihe von 
Fallunterscheidungen die Kongruenz von F, und F, in der Umgebung der verschiede- 
nen Arten von Punkten gezeigt werden. Diese Punkte können Spitzen sein (wovon 
es nur endlich viele geben kann), Punkte auf singulären Kanten und schließlich 
solche mit nur einer Stützebene, wobei noch zu unterscheiden ist, ob die Fläche 
nur diesen Punkt mit der Stützebene oder ein ganzes ebenes Stück gemein hat. 
Burau (Hamburg). 


Zalgaller, V. A.: Über Kurven mit beschränkter Variation der Abweichung 
auf einer konvexen Fläche. Mat. Sbornik, n. S. 26 (68), 205—214 (1950) [Russisch]. 

Verf., ein Schüler A. D. Aleksandrovs, verzichtet in dieser Arbeit, ent- 
sprechend der Richtung dieser Schule, auf alle Regularitätsvoraussetzungen der 
betrachteten Flächen und nimmt für sie nur Stetigkeits- und metrische Forde- 
rungen an, die es gestatten, von geodätischen Linien zu reden. Zunächst werden 
die hierfür wichtigen Grundbegriffe zusammengestellt: Rechte (bzw. linke) Ab- 
weichung eines gebrochenen geodätischen Streckenzugs t(L) = & (rn — x,), wobei 


&, der rechts (bzw. links) in bestimmten Sektoren zu messende Winkel aufeinander- 
folgender Glieder des Zuges ist. Entsprechend ist die rechte (oder linke) Abweichung 
eines beliebigen offenen Bogens durch Approximation mittels geodätischer Bögen 
erklärt sowie die rechte Variation o,(L) der Abweichungen eines Bogens L als 
obere Grenze der Summen der Absolutbeträge der rechten Abweichungen be- 


- liebiger Teilbögen einer endlichen Unterteilung von Z. In der Einleitung wird zu- 


nächst folgendes später wichtige Lemma von Aleksandrov bewiesen: Begrenzen 
der geodätische Bogen l und der beliebige Bogen Z ein dem Kreis homöomorphes 
Flächenstück mit der an der Einheitskugel erklärten Gesamtkrümmung & und ist 
co die Variation von L nach der Seite dieses Stücks, so gilt: Lcos $3(o +o) sI 
(Z und 1 sind auch die zugehörigen Längen). Satz 1 in $ 1 besagt dann: Wenn auf 
einer konvexen Fläche F ein einfacher Bogen L mit endlicher rechter Variation o, 
existiert, so läßt sich Z durch eine Folge L* gebrochener Bogenzüge von rechts 
approximieren, derart, daß limo?(L,) <o,(L) ist. Ein weiterer, bemerkens- 
werter Hilfssatz besagt ferner: Ist U(r) eine dem Kreis homöomorphe Umgebung 
auf F mit dem Durchmesser 2 r, so strebt die obere Grenze der Längen aller in U (r) 
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gelegenen Kurven L beschränkter Variation mit r gegen 0. Hiermit ist es mög- 
lich, folgenden Satz zu beweisen: Wenn auf F die Kurven Z, mit beschränkter 


rechter Variation der Abweichung gegen eine Kurve Z mit einer endlichen Zahl | 
singulärer Punkte konvergieren, so konvergieren auch die Längen von ZL, gegen | 


diejenige von L. Burau (Hamburg). 
Green, John W.: Sets subtending a constant angle on a eirele. Duke math. 
J. 17, 263—267 (1950). 


Notations: ©: closed disc with center O and radius Lin the plane. C’: boundary | 
of ©. K: closed convex set in C such that at each point P of 0’ the angle between 
the two extreme supporting half lines to K at Pis equaltoa(I!<a<r). P=n—a. 


»(6): supporting function of K. Results: O is an interior point of K. The proper- 
ties characterizing p (9) among the supporting functions of convex sets around O are: 


0 <p(0) <1 and (U) arccos p(0) --arcecosp(d +P)—=P. HP is an irrational | 
multiple of x, or ß = (m/n) x where m and n have no common factor and mis even, | 
K is a dise of radius cos 48. E P = (m/n)r, m odd, m and n relatively prime, 


»(6) has the period 2r/n; provided |k | is sufficiently small, cos ((mx/2n) -- k sin n 6) 
is an example for the supporting function of a set K. A classical example of a set K 
in the case ß = #7 is an elliptic area with center O, the sum of the squares of the 
semiaxes being — 1. The author givesa characterization ofthe function p(0) for an 
arbitrary convex bounded set containing O in its interior. He investigates for a 
fixed ß the K-sets or their limit configurations for which the area, the lenght of 
the boundary, the diameter or the width have extreme values. (Remark by the 
reviewer: The arbitrariness of p(6) fr O0<9 <2z/n in the case B/rn = m/n, m 
odd, m and n relatively prime, is not completely elucidated.) Ohr. Paue. 

Färy, Istvän: Sur la densit& des r&seaux de domaines convexes. Bull. Soc. 
math. France 78, 152—161 (1950). 


Es bezeichne K einen konvexen Bereich in der Euklidischen Ebene. Satz 1: 


Die maximale Dichte einer gitterförmigen Anordnung von K, wo die Gitterbereiche 
paarweise ohne inneren Punkt sind, ist >3; das Gleichheitszeichen trifft nur zu, 
wenn K ein Dreieck ist. Dual hierzu ist Satz 2: Die minimale Dichte einer gitter- 
förmigen Anordnung von K, die die Ebene (eventuell mehrfach) überdeckt, ist 
<; wieder trifft das Gleichheitszeichen nur für Dreiecke zu. (In beiden Fällen 
ist die Dichte des Gitters von Bereichen als der Quotient des Inhaltes von K und 
der Determinante des verwendeten Punktgitters zu definieren.) Beide Sätze hat 
L. Fejes Töth schriftlich [Acta Sci. math., Szeged 11, 93—95 (1946)] bzw. mündlich 
als Vermutung ausgesprochen. Als Hilfssatz wird bewiesen: Zu jeder geschlossenen 
konvexen Kurve gibt es ein eingeschriebenes affinregelmäßiges Sechseck (= Affin- 
bild eines regulären Sechsecks). Redei (Szeged). 

Fejes Töth, Läszlö: Ausfüllung eines konvexen Bereiches durch Kreise. Publ. 
math., Debrecen 1, 92—94 (1949). 

Verf. beweist folgendes: In einem ebenen Eibereich T mit einem Inkreis K 


seien eine beliebige Anzahl einander nicht überdeckender Kreise eingelagert, deren 


Radien aber höchstens n verschiedene Werte annehmen. Bezeichnet t das nicht von 
Kreisen überdeckte Teilgebiet von 7, so gilt 


{7 >(1-z/y 12)" "(1 - Max |a/Vı2, KT). 


Hierbei belegt Verf. Bereiche und ihre Flächeninhalte mit den nämlichen Symbolen. 
Das dem speziellen Falln = 1 entsprechende Ergebnis hat Verf. bereits in einer frühe- 
ren Arbeit (dies. Zbl. 35, 109) veröffentlicht. — In der oben stehenden Ungleichung 
gilt das Gleichheitszeichen nur im trivialen Fall, wobei nur der Inkreis K eingelagert 
ist und außerdem K/T> z/y12 ist. Ist 7 nicht sehr rund, so daß K/T<a/yı2 
ist, so ergibt sich 1/7 >(1-a/y 12)r. H. Hadwiger. 


Pe 
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Christensen, €. M.: Das einer konvexen Figur einbeschriebene Quadrat. Mat. 


ET idsskr. B, Kobenhaven 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 22—-26 (1950) [Dänisch]. 


Jeder ebenen konvexen Figur mit inneren Punkten (ohne Beschränkung auf 


' analytische Randkurven o. ä.) lassen sich Rhomben mit jeder vorgeschriebenen 


Diagonalenrichtung einbeschreiben. Durch stetige Änderung der Richtung er- 
kennt man, daß darunter mindestens ein Quadrat ist. 
Gericke (Freiburg i. Br.). 
Hadwiger, H.: Sur le defieit isoperim6trique d’un polygone form6 par des ares 


‚de cerele. Gaz. Mat., Lisboa 9, 1—2 (1948). 


Unter den Jordanschen Kurven, die durch die Ecken P,,..., P, eines festen 
konvexen Polygons hindurchgehen, besitzt diejenige Kurve das kleinstmögliche 
isoperimetrische Defizit, für die die Bogen P} P;,..., P, Pı zu einem einzigen 


Kreis zusammensetzbare Kreisbogen sind. Diese Tatsache, die eine einfache Fol- 


__ gerung der isoperimetrischen Eigenschaft des Kreises ist, wird für den Fall aus- 
gesprochen, daß die Bogen P} P,,..., P, Pı im Äußeren des Polygons verlaufende 
Kreisbogen sind. L. Fejes Toöth (Veszprem, Ungarn). 


Bieri, H.: Ein isoperimetrisches Problem mit Nebenbedingung. Experientia, 
Basel 6, 222224 (1950). 

Es handelt sich um folgendes Problem: Gesucht sind die konvexen Rotations- 
körper von der festen Länge (Höhe) !, welche bei vorgegebenem Volumen V die 
größte Oberfläche F aufweisen. Die verlangten Eigenschaften besitzen Zylinder, 
Kegelstümpfe bzw. Kegel, je nachdem die Ungleichung 
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besteht. Die Extremalkörper sind also durch Vorgabe des Volumens eindeutig be- 
stimmt. Gy. 82.-Nagy (Szeged). 


Obrechkoff, N.: Über die hyperbolisehe Integralgeometrie. ©. r. Acad. Bul- 
gare Sci..2, Nr. 2/3, 1—4 (1949) [Russisch]. 


Die vorliegende Note ist ein Auszug aus einer der bulgarischen Akademie über- 
reichten Arbeit. Verf. hat die durch die Arbeiten von Blaschke, Santalö usw. 
bekannten Formeln der euklidischen Integralgeometrie auf die hyperbolische 2- und 
3-dimensionale Geometrie übertragen. Benutzt werden die Halbebene und der 
Halbraum von Poincare als Bilder der NE-Geometrie. Die Dichte für die NE- 
Geraden der Poincareschen Halbebene, die als euklidische Kreise den Mittelpunls 


= 


& und den Radius r haben, ist 9 = Re ‚ die Dichte für die Ebenen k —-— und 


schließlich für die Geraden des NE-Raumes: k— E 1e sd, wobei &, ß den Mittelpunkt 


der entsprechenden euklidischen Kugel, R den Redius der euklidischen Kugel bzw. 
des euklidischen Kreises und # den Winkel der Kreisebene mit der x-Achse bedeuten. 
Ähnlich wie im euklidischen Fall ergeben sich dann Formeln für die Länge einer 
geschlossenen Kurve durch Integrieren über alle NE-Geraden, die ET Kurve 
schneiden, sowie Croftonformeln usw. Als Verallgemeinerung der bekannten Bonnet- 
schen Ungleichung in der euklidischen Ebene ergibt sich hier die Formel: 


5 1 R r\2 
BLE—-P-4r®F2-(F+ an 2 (tehz,—tehz,) i 


“wobei L und F den Umfang und Inhalt eines Eibereichs, R und r die Radien des 


kleinsten euklidischen Kreises sind, der den Bereich enthält, sowie des größten in 
ihm enthaltenen Kreises. Burau (Hamburg). 


| 


Angewandte Geometrie: 


Abbott, W.: The theory and praetiee of perspeetive. London, Glasgow and | 


Bombay: Blackie and Son, Ltd., 1950. TIL, 198 p. 2. 6-d.’net, 

Hnatek, Adolf: Über die Berechnung einer Sonnenuhr bei beliebiger Neigung | 
und beliebigem Azimut der Uhrfläche. Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. RILH# 
S.-B., Ila 158, 293—307 (1950). 

Wolf, Helmut: Über den Zusammenschluß von zwei selbständigen Dreiecks- 
netzen. Veröff. Inst. Erdmess., Bamberg, Nr. 10 (Beiträge zum Zusammenschluß: 
von Dreiecksnetzen), 7—32 (1950). 

Verf. behandelt den strengen Zusammenschluß von zwei selbständig beobach- | 
teten und je für sich ausgeglichenen Dreiecksnetzen. An Hand eines gut gewählten | 
Zahlenbeispiels wird der Zusammenschluß der beiden Netze einmal nach den Regeln | 
des Boltzschen Entwicklungsverfahrens und dann nach einer Methode von O. Eg- | 
gert vorgeführt, die ursprünglich für die Hauptausgleichung eines aus einzelnen 


Dreiecksketten gebildeten gitterförmigen Netzgefüges gedacht war und vom Verf. 
für den vorliegenden Fall sinngemäß abgeändert wurde. Es zeigt sich, daß zwischen 


beiden Verfahren eine weitgehende Verwandtschaft besteht. Die beidem Zusammen- | 
schluß nach Eggert auftretenden Normalgleichungen sind identisch mit den ge- 


störten Normalgleichungen nach Boltz. Abschließend wird in allgemeiner Form 
gezeigt, daß auch ein auf Helmert zurückgehendes, gedanklich sehr einfaches Ver- 
fahren, das L. Asplund für die Ausgleichung großer Dreiecksnetze empfiehlt, 
zu demselben reduzierten Gleichungssystem führt. W. Hofmann (Bonn). 


Wolf, Helmut: Über den Zusammenschluß von zwei nicht selbständigen Drei- | 


ecksnetzen. Veröff. Inst. Erdmess., Bamberg, Nr. 10 (Beiträge zum Zusammenschluß 
von Dreiecksnetzen), 33—54 (1950). 

Zwei aneinandergrenzende Einzelnetze, die Bestandteile einer zusammenhän- 
gend beobachteten Triangulation sind, werden zunächst je für sich ausgeglichen 
und dann einmal nach dem Boltzschen Substitutionsverfahren und ein zweites 
Mal nach der sinngemäß abgeänderten Methode von O. Eggert zusammengeschlos- 
sen. Dem Umstand, daß die Richtungen längs des gemeinsamen Grenzpolygons 
nicht unabhängig voneinander beobachtet sind, wird bei dem Eggertschen Verfahren 
dadurch Rechnung getragen, daß diese Richtungen mit dem Gewicht !/, in die Aus- 
gleichung eingeführt werden. Die Ergebnisse des durchgerechneten Beispiels zeigen, 
daß das Verfahren von Eggert entgegen den gelegentlich geäußerten Bedenken 
beim Zusammenschluß nicht selbständiger Dreiecksnetze zu denselben Ergebnissen 
führt wie das Substitutionsverfahren, falls außer dem Gewichtsansatz il, für die 
gemeinsamen Richtungen durch Aufstellung entsprechender Bedingungsgleichungen. 
dafür gesorgt wird, daß die den beiden Teilnetzen gemeinsamen Beobachtungen in 
der Hauptausgleichung dieselben Verbesserungen erhalten. Die gründliche Be- 
handlung des Eggertschen Verfahrens in der vom Verf. verallgemeinerten Form 
dürfte dazu beitragen, daß dieser leistungsfähigen und vielseitigen Methode neue 
Anwendungsmöglichkeiten erschlossen werden. W. Hofmann (Bonn). 


Wolf, Helmut: Vergleiche von großflächigen Dreiecksnetzen im zentraleuro- 
päischen Raum. Veröff. Inst. Erdmess., Bamberg, Nr. 10 (Beiträge zum Zusammen- 
schluß von Dreicksnetzen), 55—114 (1950). 

Um einen Einblick in die Genauigkeit weiträumiger Triangulationen zu ge- 
winnen, wurden mehrere fertig ausgeglichene Dreiecksnetze, die eine Reihe von 
Punkten gemeinsam haben, durch Verschiebung und Drehstreckung nach dem Hel- 
mertschen Minimumprinzip aufeinandergelegt. Die dabei errechneten Klaffungen 
und ihre jeweiligen quadratischen Mittelwerte werden mitgeteilt und diskutiert. 
Aus dem umfangreichen Zahlenmaterial und den graphischen Darstellungen ergibt 
sich u. a. eine bemerkenswerte Überlegenheit des neugeschaffenen Zentraleuropä- 
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|  ischen Netzes gegenüber dem Reichsdreiecksnetz. Allgemein läßt sich hinsichtlich 


der Genauigkeit großräumiger Triangulationen feststellen, daß man bei gutgeformten. 
_ Netzen mit gleichmäßig verteilten Knotenpunkten eine Unsicherheit in der gegen- 
seitigen Lage dieser Knotenpunkte von 0,3—0,5 m bei 300 km Punktabstand er- 
warten kann. Zwangsanschlüsse und die willkürliche Einführung gewisser Beob- 
achtungen als fehlerfreie Größen haben, wie die Versuchsrechnungen zeigen, be-. 
deutend größere Klaffungen zur Folge. W. Hofmann (Bonn). 
Wolf, Helmut: Beitrag zur Fehlertheorie bei der Feldermethode, insbesondere 
beim Helmertschen Verfahren zum näherungsweisen Zusammenschließen von Drei- 
‚ ecksnetzen. Veröff. Inst. Erdmess., Bamberg, Nr. 10 (Beiträge zum Zusammen- 


 schluß von Dreiecksnetzen), 115—129 (1950). 


Nach einer kurzen Charakterisierung der Finsterwalderschen Feldermethode und 


" des Helmertschen Verfahrens zum näherungsweisen Zusammenschluß unabhängig von-. 


einander ausgeglichener Dreiecksnetze wird der Beweis geführt, daß die Fehler- 
‚ ellipse für alle Punkte des angefelderten Netzes Kreisgestalt annimmt. Die Linien 
gleicher mittlerer Koordinatenfehler sind konzentrische Kreise um den Schwerpunkt 
der gemeinsamen Punkte der Teilnetze; ihre Radien stehen in einem hyperbolischen 
Zusammenhang mit dem Betrag des mittleren Koordinatenfehlers. Für idealisierte- 
Fälle einseitig und zweiseitig angefelderter Dreiecksketten werden Ausdrücke für: 
die mittleren Querfelder der Ketten bzw. der sie ersetzenden geodätischen Linien 
abgeleitet. Die Abhängigkeit der Querfehler von der Kettenlänge wird durch mitt-. 


 lere Fehlerhyperbeln graphisch dargestellt. W. Hofmann (Bonn). 


Wunderlieh, W.: Zur Geometrie gewisser Glanzerscheinungen. Mh. Math., 
Wien 54, 330—344 (1950). 

Wenn die Fläche ® eine stetige Schar spiegelnder Linien (= Rillen) trägt (Bei- 
spiel: Grammophonplatte mit spiegelnden Rillen; Drehflächen, deren Parallel- 
kreise oder Meridiane spiegelnde Rillen sind usw.), oder allgemeiner, wenn ® eine 
stetige Schar von oo? spiegelnden Linienelementen t trägt, so entsteht bei Beleuch- 


- tung aus einem Punkte B und Ansicht aus dem Auge A auf ® eine Glanzkurve /', 


die jene Punkte 7 von ® verbindet, deren Lichtstrahl durch Spiegelung an der 
Rillentangente tvon T oder andemspiegelndem Linienelemente tins Auge A geworfen. 
wird. Zum geometrischen Studium dieser Glanzphänomene ist es zweckmäßig, 
das System der oo? Rillentangenten oder Linienelemente t der Fläche ® in ein mög- 
lichst einfaches System von 00° Linienelementen des Raumes einzubetten, das 
analog zu einer Glanzfläche 2 Anlaß gibt, die dann aus ® die gesuchte Glanz- 
kurve J ausschneidet. Z. B. ist die Glanzfläche & des oo®%-Systems aller parallelen 
Linienelemente bei endlicher Lage von Augpunkt A und Lichtquelle B eine 
metrisch spezielle Fläche 3. Ordnung mit vier konischen Knotenpunkten (in. 
A und B und zwei Punkten des absoluten Kegelschnittes), die u. a. von H. Thieme 
[Z. Math. Phys. 40, 362—369 (1895)], G. da Fano.[Z. Realschulwesen 37, 524—538 
(1912)], H. Böheim [ebenda 38, 340—343 (1913)] [Bem. d. Ref.: vor allem aber 
von E. Müller: J. Ber. Deutsche Math. Verein. 25, 209—251 (1916)] studiert worden 
ist. Eine mit parallelen geraden Rillen bedeckte Ebene ® hat daher als Glanzkurve 
T=©: eine elliptische Kubik. Ähnlich ist die Glanzkurve des Systems der 00° 
- zu einer Ebene ® normalen Linienelemente tein Kreis [Babinets ‚cercle parhe&- 
lique, C.r. Sci., Paris 4, 638—642, 762 ff. (1837)]. — Verf. studiert dann noch die 
Glanzfläche & der 00% nach einem Zentrum C gerichteten Linienelemente t, die 
von 4. Ordnung ist und einen Doppelkreis sowie einen parabolischen Zylinder aus 
Doppeltangentialebenen besitzt. Greift man die 00? Linienelemente t heraus, deren 
Punkte T in einer Ebene ® liegen, so ergibt sich in ® als Glanzkurve i. a. eine 
monozirkulare elliptische Quartik. Sonderfälle. — Schließlich werden noch in ähn- 
licher Weise die Glanzflächen & eines koaxialen Kreissystems (anallagmatische 
Flächen 4. Ordnung, die durch eine Darbouxsche Transformation in Regelflächen 
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3. Ordnung übergehen) und die Glanzkurven auf Drehflächen ® mit spiegelnden | 
Parallelkreisrillen studiert. Von besonderem Interesse ist dabei der Fall, daß 
® eine Ebene ist. Schließlich werden auch Drehflächen mit spiegelnden Meridianen 
betrachtet. — Anschauungsmaterial zu den untersuchten Spiegelphänomenen 
stammt von W.H. Roever [Washington Univ. Studies 8, Sci. Ser. Nr. 2, 131—160 | 
(1921)]. Der Gegenstand umfaßt ferner die geometrische Theorie des sogenannten | 
„Asterismus“ gewisser Mineralien, bei denen nadelförmige Hohlräume oder Ein- 
schlüsse (,‚Asteriten‘‘) durch Lichtreflektion ebenfalls zu Glanzerscheinungen führen. 
K. Strubecker (Karlsruhe). 


Topologie: 


Alexandroff (Aleksandrov), P. $.: Über geordnete Systeme„abgeschlossener und 
offener Mengen. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 2 (36), 178—179 (1950) [Russisch]. | 

Einfacher Beweis des folgenden Satzes ohne Verwendung transfiniter Zahlen: | 
Eine Menge © heiße ‚einfach‘ geordnet, wenn jedes Element x € © einen unmittel- 
baren Nachfolger p(x) hat, d. h. zwischen x und @(a) liege kein Element von ©. 
Jedes monotone, einfach geordnete System paarweise verschiedener abgeschlossener 
(oder offener) Mengen, die in einem Raume mit abzählbar unendlicher Basis liegen, 
ist endlich oder abzählbar unendlich. Thimm (Bonn). | 

Arens, Richard and J. Dugundji: Remark on the eoneept of eompaetness. | 
Portugaliae Math. 9, 141—143 (1950). 

Un espace topologique # est dit F-compact (compact au sens de Frechet) si 
tout ensemble infini admet au moins un point adherent. Les AA. prouvent d’abord 
(que cette propriete equivaut & la suivante: tout recouvrement ouvert de # contient 
un recouvrement ouvert distinct de lui-m&me. Un espace E est dit m&tacompact 
si tout recouvrement ouvert de E admet un recouvrement plus fin ponctuellement 
fini (c’est-A-dire tel que tout point n’appartienne qu’& un nombre fini d’ensembles 
du recouvrement);les AA. montrent que pour que E soit compact (au sens de l’an- | 
cienne terminologie ‚„‚bicompact‘‘), il faut et il suffit que Z soit & la fois F-compact | 
et metacompact. J. Dieudonne. 

Katetov, M.: On mappings of eountable spaces. Collog. math. 2, 30—33 (1949). | 

Banach hat das Problem gestellt, diejenigen topologischen Räume zu kenn- | 
zeichnen, welche eineindeutig und stetig auf kompakte Räume abgebildet werden | 
können. Verf. zeigt, daß unter den abzählbaren Räumen die Räume mit dieser 
Eigenschaft diejenigen sind, welche keine nicht leere, in sich dichte Teilmenge ent- | 
halten. Nöbeling (Erlangen). | 

Yajima, Takeshi: On a local property of absolute neighbourhood retracts. 
Osaka math. J. 2, 59—62 (1950). 

Verf. beweist: Ein separabler, metrischer Raum Y ist dann und nur dann | 
ein absoluter Umgebungsretrakt, wenn Y kompakt ist und folgende Eigenschaft 
hat: Zu jedem Punkt pe Y und jeder Umgebung U von p existiert eine Um- | 
gebung VC U von p derart, daß jede stetige Abbildung einer abgeschlossenen 
Teilmenge A eines metrischen Raumes X in V fortgesetzt werden kann zu einer stetigen 
Abbildung von X in UT. Nöbeling (Erlangen). 

Liao, S. D.: On locally conneeted sets and absolute neighbourhood retracts. 
Portugaliae Math. 8, 137—142 (1949). 

Le theoreme de Lefschetz: Tout espace compact metrique LO? de dimension 
p est un retracte absolu de voisinage (A. N. R.) se trouve generalise par PA. & tout 
espace metrique separe. La technique de la d&monstration utilise une e-deformation 
en un polyedre continu. Pour finir, est &tablie pour tout espace metrique separe 
l’equivalence des trois proprietes suivantes: A.N.R. — localement contractile —LCP 
pour tout p. Thom (Strasbourg). 
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og "Borsuk, Karol: On the imbedding of n-dimensional sets in 2n- dimensional 

, absolute retraets. Acta sci. math. A 12, L. Fejer et F. Riesz LXX annos natis dedic. 

112116 (1950). 

It Verf. beweist: Jeder separable, metrische, n-dimensionale Raum Z ist homöo- 

 morph zu einer Teilmenge eines höchstens 2n-dimensionalen, absoluten Retraktes, 

‚der eine Teilmenge des Cartesischen E,,.,, ist. Es gibt einen festen 2n-dimensionalen 

absoluten Retrakt, der zu jedem separablen, metrischen, n-dimensionalen Raum E 

. eine homöomorphe Teilmenge enthält. Nöbeling (Erlangen). 

Brodskij, M. $.: Über spezielle e-Netze. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 2 (36), 
-191—195 (1950) [Russisch ]. 

e-Netze mit besonderen Eigenschaften sind ein wertvolles Mittel zur Lösung 

- von Aufgaben über Abbildungen von Kompakta auf sich. Die vorliegende Note 

_ enthält 3 Beispiele hierfür. I. Die Abbildung s des Kompaktums Q auf sich heiße 

| „4A-nicht ausdehnend“, wenn aus x, y€Q, o(&,y) <A folgt o(s2,3yY) <o(x, Y). 

I -s heiße „A-isometrisch‘‘, wenn aus x, yE@, Se y) <A folgt: o(s,sy)=o(x, y). 

|  Bewiesen wird: Jede A-nicht ausdehnende Abbildung s des Kompaktums Q auf sich 
ist A-isometrisch, wenn aus x, yEQ, o(x,y) zAfolgt: o(s®z,sy) 2A. U. Der 
Satz in I wird zum Beweise des folgenden Satzes benutzt: Q sei ein Kompaktum. 
‘G sei eine Halbgruppe von Transformationen von Q auf sich. Wenn @-gleichgradig 
stetig ist, gibt es ein lineares Funktional o(f) der stetigen Funktionen auf Q, das 
nicht negativ für nichtnegative Funktionen ist, gleich 1 wird für f=1 und in- 
variant ist bezüglich jeder Transformation von @. III. Das 3. Beispiel ist eine An- 

_ wendung der Methode auf affine isometrische Abbildungen eines konvexen Kom- 
paktums auf sich. Thimm (Bonn). 

Whitehead, J. H. C.: Teoria della dimensione. I. Boll. Un. mat. Ital., III. 
8. 5, 156—164 (1950). 

Einführender Bericht über die mengentheoretische Dimensionstheorie. 

Nöbeling (Erlangen). 

2 Sitnikov, K.: Über Dimensionserniedrigung dureh Abbildungen mit einer vor- 
‚gegebenen Menge von Fixpunkten. Uspechi mat. Nauk 4, Nr. 6 (34), 89—90 (1949) 
[Russisch ]. 

Es seien E eine r-dimensionale Menge, die in einem Euklidischen oder Hil- 
bertschen Raume R liegt, und E’ eine in HE abgeschlossene Menge der Dimension 
<r—2. Dann gibt es eine stetige Abbildung f von # in KR, die alle Punkte von E' 
fest läßt, derart daß f(E) eine Dimension <r besitzt. Dieses Resultat ergänzt einen 
Satz von P.S. Alexandroff, der folgendes besagt: Wenn ® ein in R liegendes 
r-dimensionales Kompaktum ist, so gibt es eine in ® abgeschlossene (r — 1)-dimen- 
sionale Menge ®’, derart daß für jede Abbildung f von Pin R, welche ®’ punkt- 
‘weise fest läßt, f(®) eine Dimension Zr besitzt. Thimm (Bonn). 

Wallace, A. D.: Endelements and the inversion of eontinua. Duke math. J. 16, 
141—144 (1949). 

| Es seien X und Y zwei bikompakte, zusammenhängende, Hausdorffsche Räume 

und f eine nicht alternierende, eindeutige, stetige Abbildung von X auf Y. Veıf. 

_ beweist, daß dann ein echtes Teilkontinuum von Y mit zusammenhängendem 
‚ Urbild existiert. Nöbeling (Erlangen). 

Boyer, Jean M. and D. W. Hall: A note on Peano spaces. Proc. Amer. math. 

= Soc. 1, 231—232 (1950). 

| Nach Hahn-Mazurkiewiez ist jeder Peano-Raum [lokal-zusammenhängen- 

.des, metrisches (kompaktes) Kontinuum] darstellbar als stetiges Bild einer Strecke I. 

Verff. konstruieren eine I enthaltende Baumkurve Z mit folgender Eigenschaft: 

Ist der Peano-Raum N ein echter Unterraum des Peano-Raumes Pundg ()=N 

‚eine stetige Abbildung, so existiert ein Homöomorphismus A(I)=I und eine 

stetige Abbildung f(Z) = Pderart,daßaufI f=gh giltund I (P—-N)CL-I 

ist. Nöbeling (Erlangen). 
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Smirnov, Ju. M.: Über irreduzibel zyklische Bikompakta. Uspechi mat. Nauk } 
5, Nr. 6 (40), 157—158 (1950) [Russisch]. = | 

Ein r-dimensionales Bikompaktum ® heißt irreduzibel zyklisch, wenn es wesent- 
lich auf eine r-Sphäre 8” abgebildet werden kann, während dies für keine echte ab- 
geschlossene Untermenge von ® möglich ist. Verf. gibt einen einfachen Beweis 
des folgenden Satzes: Jedes n-dimensionale, irreduzibel zyklische Bikompaktum ist I 
eine Cantorsche Mannigfaltigkeit. — Der Satz ist für Kompakten in euklidischen 
Räumen von P. $S. Alexandroff unter wesentlicher Benutzung der Einbettung be- 
wiesen worden. Demgegenüber ist der Beweis des Verf. von jeder Einbettbarkeits- | 
voraussetzung frei. Er stützt sich auf einen Satz über den Zusammenhang zwischen 
Dimension und Abbildung auf Sphären. Das in der Arbeit angegebene Zitat (S. 123, |F 
Satz C) aus dem Buch „Dimension theory“ von Hurewicz und Wallman (dies. 
Zbl. 36, 125) bezieht sich auf eine russische Ausgabe dieses Buches. In der Original- | 
ausgabe steht der Satz auf Seite 88. Burger (Frankfurt/M.). 


Myskis, A. D.: Zum Begriff der Begrenzung. Mat. Sbornik, II. S. 25 (67), U 
387—414 (1949) [Russisch]. | 

Die Formulierung von Randwertaufgaben verlangt eine Klärung des Begriffes F 
des Randes eines topologischen Raumes. Verf. untersucht verschiedene Definitionen, 
ihre Beziehungen zueinander und die Eigenschaften der Vereinigung von Raum und | 
Rand. a) Randdefinitionen mittels offener Mengen: „Familie“ heiße jede 
(nicht leere) Gesamtheit von offenen Mengen des Raumes R. Eine Gesamtheit WM 
von Familien heiße Rand ‚im weiteren Sinne‘, wenn sie folgenden 4 Bedingungen 
genügt: 1° M sei eine Familie aus M. Es seien G,€ M, @,€ M. Dann gibt es 
@, € M, so daß G,C@, N @,. 2° Die Elemente sämtlicher Familien seien nicht leer. 
3° Es seien MEM, M;,EM, M, + M,. Dann gebe es GEM, @%€ M,, so daß 
G,n @, leer ist. 4° Es seien MEM und A ein Punkt von R. Es gebe GE M und 
eine offene Menge HD A, so daß @E N HA leer ist. — Es werden Sätze der folgenden 
Art bewiesen: I. Rseiein T,-Raum. Für die Gesamtheit M von Familien gelte 1°. | 
R+M ist dann und nur dann T7,-Raum, wenn 2°, 3°, 4° erfüllt sind. II. R sei 


ein T,-Raum. Jede T,-Erweiterung R von R, in der R überall dicht ist, ist homöo- | 
morph der Vereinigung R-+-M von R mit einem Rand M im weiteren Sinne; bei 
dieser topologischen Abbildung bleiben die Punkte von R fest. — Um sicherzustellen, | 
daß R+M ein bikompakter Raum ist, müssen den Familien 4 weitere Be- 

dingungen auferlegt werden. Ein Rand, der den 8 Bedingungen genügt, heiße Rand | 
„im engeren Sinne“. b) Randdefinitionen mittels geordneter Mengen: 
Unter einer geordneten Menge wird hier eine nichtleere Menge © verstanden, in 
der eine Ordnung < erklärt ist, welche folgenden Bedingungen genügt: A. Aus 
& <ß und <a folgt «=. B. Aus x <ß, ß <y folgt & <y. C. Für be- 
liebige &, ß gebe es y, so daß x <y,ß <y sind. Jede Gesamtheit von geordneten | 
Punktmengen aus R heiße „System“. Der Rand N von R erscheint als Gesamtheit 

von Systemen, die bestimmten Bedingungen unterworfen werden. Die Herleitung 
dieser Bedingungen beruht auf einer Dualität zwischen den Randdefinitionen a) 
und b), die durch die folgende Konstruktion bestimmt wird: Es sei N ein System 
von X. Dann enthalte die Familie M = M(N) alle offenen Mengen @ von R mit | 
folgender Eigenschaft: Ist X — {z,} eine geordnete Menge des Systems N, so gebe | 
es ein &,, derart, daß x, für x >a, zu @ gehört. Die Gesamtheit aller M(N),, NER 
heiße MM). In ähnlicher Weise kann jedem Rande M ein Rand N(M) zugeordnet | 
werden. Unter sehr allgemeinen Voraussetzungen sind R+M und R+ NM): | 
homöomorph; R+-M und R+M(N(M)) sind dann identisch. Den Bedingun- 
gen 1° bis 8° für Familien entsprechen duale Bedingungen für Systeme. Für die: 
Bikompaktheit von R-+M lassen sich (bei normalem R) notwendige und hin- 
reichende Bedingungen angeben, die sich auf die Systeme von NM) beziehen. — 


2 Die beschriebenen Definitionen werden an Beispielen erklärt und mit den folgenden 
Definitionen des Randes verglichen: 1. Definition mittels (abzählbarer) Punkt- 
N - dolgen, 2. Definition von Freudenthal, Ann. Math., Princeton, II. 8. 43, 261—279 
\l. (1942), 3. Definition von Carath &odory (Primenden), Math. Ann., Berlin 13, 
323—340 (1913), 4. Definition von Perkins, Trans. Amer. math. Soc. 38, 106-144 
(1935); dies. Zbl. 12, 353. Vgl. die beiden folgenden Referate. Thimm (Bonn). 
le -Myskis, A. D.: Einführung der Begrenzung mit Hilfe stetiger Abbildungen. 
- Mat. Sbornik, n. S. 26 (68), 225—227 (1950) [Russisch]. 
Mi Der topologische Raum R werde durch die stetige Funktion o in den topologi- 
ıı schen Raum // abgebildet. Es sei I/I,C II. Jedem Punkte AeIl, werde die Fa- 
 milie M , aller offenen Mengen aus R aeordack, die das vollständige Urbild einer 
| Umgebung von A in // enthalten. Die Gesamtheit aller solcher Familien sei M. 
| Es werden die Bedingungen dafür angegeben, daß M ein Rand von R im weiteren 
‚oder im engeren Sinne ist, vgl. vorstehendes Ref. Z. B. sind diese Bedingungen für 
den Rand im weiteren Sinne: Es sei // ein T,-Raum. g(R) sei in // überall dicht. 
I, =II—y(R). Dann ist M Rand von R im weiteren Sinne. Hiervon gilt die 
Umkehrung, daß jeder Rand im weiteren Sinne durch eine stetige Abbildung in 
der beschriebenen Weise erhalten werden kann, falls die Familien von M noch fol- 
gende Bedingung erfüllen: Es seien MEM,@e€ M und H eine offene Menge von 
R, die @ enthält. Dann gilt: HEM. Thimm (Bonn). 
Myskis, A. D.: Über die Äquivalenz einiger Verfahren zur Einführung der 
Begrenzung. Mat. Sbornik, n. S. 26 (68), 228—236 (1950) [Russisch]. 
1. Caratheodory’s Definition der Primenden [Math. Ann., Berlin 73, 323—337 _ 
- «1913)] ist gleichwertig folgender Definition: R sei ein ebenes Gebiet. G, 26, 2°» 
| sei eine Kette von einfach zusammenhängenden Teilgebieten. Ihre Relativränder 
‚(in .R) seien zusammenhängend. Der Abstand des Relativrandes (in R) von @, vom 
Relativrande (in R) von@,,,sei >2d, >0. Der Abstand dieser Relativränder vom 
(gewöhnlichen) Rande von R sei 0. Wird zu dieser Kette jede offene Menge von R 
“ genommen, die wenigstens ein @, enthält, so entsteht eine Familie von offenen 
Mengen. ‚„Primende‘“ heiße eine Familie, die nicht als Teilmenge einer anderen 
Familie dieser Art angehört. — 2. Die von Perkins [Trans. Amer. math. Soc. 38, 
106—144 (1935); dies. Zbl. 12, 353] und Mazurkiewicz [Fundam. Math., War- 
szawa 26, 272—279 (1936) ; dies. Zbl. 14, 134] gegebenen Randdefinitionen sind gleich- 
wertig. — 3. Von Mazurkiewiez stammt eine Randdefinition, die Punktfolgen 
‘ benutzt [Fundam. Math., Warszawa 33 (1945)]. Diese wird mit der vom Verf. in 
\ ‚der oben referierten Arbeit , ‚Zum Begriff der Begrenzung“ angegebenen verglichen. 
Die Bedingungen für ihre Äquivalenz werden bestimmt. Verf. hat in seiner Disser- 
tation „Das ‚‚freie“ Dirichletsche Problem“, Moskau 1946, eine andere Definition 
"des Randes eingeführt, die unter gewissen Voraussetzungen mit der Definition von 
Mazurkiewicz gleichwertig ist. Thimm (Bonn). 
Hopf, Eberhard: A theorem on the accessibility of boundary parts of an open 
I. point set. Proc. Amer. math. Soc. 1, 76—79 (1950). 
| Es sei 2 eine beschränkte, offene Menge des Cartesischen E,. Eine abgeschlos- 
 sene Teilmenge A der Begrenzung 2* von 2 heiße akzessibel von 2 aus, wenn (2 
"einen halboffenen Jordanbogen p(t),0 <t < + 00 enthält, dessen Häufungspunkte 
' für t— oo die Punkte von A sind. Ist nun 2’ eine zusammenhängende offene 
Teilmenge von 2, deren Begrenzung mit 2* einen nicht leeren Durchschnitt C hat, 
so enthält C eine nicht leere, abgeschlossene Teilmenge A, welche von 2 aus altes. 
sibel ist. Ist C die Vereinigung zweier fremder, abgeschlossener, nicht leerer Teil- 
mengen, so enthält jede dieser Teilmengen eine solche Menge 4. Nöbeling. 
Cartan, Henri: Sur la notion de Carapace en topologie "algebrique. Colloques 
internat. Centre nat. Rech. Sci., Nr. 12 (Topologie algebrique, Paris 26. 6.—2. 7. 
£ 1947), 1—2 (1949). 
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Brändli, E. R. und B. Eekmann: Cartesisches und Alexandersches Produkt |W 
in der Cohomologietheorie. Comment. math. Helvetici 24, 68—72 (1950). | 
K sei ein simplizialer Komplex. K x K sei das Cartesische Produkt von Ra 


mit sich. D bezeichne die Abbildung von Kin X x K, diedurch D[PJ)=PxP 
gegeben ist. D induziert einen Homorphismus D, der Homologiegruppen von RB 


in diejenigen von K x K. Für zwei Cozyklen j? und g? und einen Zyklus z, von | 
Kn=p-+g) gilt: p vge(z,) = JP x 9° (Dy2,). Hiermit ist für die Alexander- 
sche Produktbildung der Cohomologie-Klassen eine Definition durch das Cartesische | 
Produkt gefunden, die keine Eckpunktnumerierung benutzt. Thimm (Bonn). 


> Eilenberg, Samuel and Saunders MacLane: _ Cohomology theory of abelian 
groups and bometopy theory. II. Proc. nat. Acad. Sci. USA 36, 657—663 (1950). | 

Verff. setzen ihre Untersuchungen über die Berechnung der Homologie- und | 
Kohombologiegruppen der Komplexe K(II,m) fort (vgl. Eilenberg-MacLane, 
dies. Zbl. 37, 395). Wir verwenden dieselben Bezeichungen wie in dem angegebenen | 
Referat. Der kubische Komplex @(I/) wird ersetzt durch den „abelschen‘“ Komplex 
A (IT), dessen Kohomologiegruppen A4(IT;@) = H2(A(IT);G) gleich den kubischen 
Kohomologiegruppen Q4(I/;@) sind. Es folgt also 

Hm=1+k(X, 0) 2 HrU+HH(K (n„,m);@) = Ara; @) | 
für k=1,...,m. Die Konstruktion des Komplexes A (/T) erfolgt, ausgehend vom 
Komplex AP(IT) = K(II, 1), durch Konstruktion einer Folge von Erweiterungs- 
komplexen A!(IT), A?(IT), ..., deren Vereinigung A(//) ist. Der Zusammenhang 
zwischen dem Komplex A (IT) und dem Komplex Q(//) wird hergestellt vermittels 
gewisser Azyklizitätseigenschaften von A (IT) und Q(IT). Verff. sprechen weiter die 
Vermutung aus, daß auch für alle t=0,1,... H2(4!(II);@) z Q*!(II;G) ist. 
Dann‘ wäre für alle k HrAirX;60) 2.0 are 
Der Vorteil der Einführung des Komplexes A (//) liegt darin, daß vermittels dieses 
Komplexes A(//) die Gruppen 4*(]/, J) (J=Gruppe der ganzen Zahlen) für jede 
abelsche Gruppe // mit endlichem Erzeugendensystem in endlich vielen Schritten 
explizit berechnet werden können. Dies wird genauer durchgeführt für zyklische //, | 
und der allgemeine Fall hierauf zurückgeführt durch eine gewisse Produktzerlegung | 
des Komplexes AP(IT), die eine gegebene direkte Summenzerlegung von I/ wider- 
spiegelt. Burger (Frankfurt a.M.). 

Chang, $. C.: Some suspension theorems. Quart. J. Math. (Oxford II. S.) 1 
310—317 (1950). 

J.H.C. Whitehead hat einige der Beziehungen zwischen den Homotopie- 
gruppen 7, (X) eines stetig-zusammenhängenden Raumes X und den Homotopie- 
gruppen x, (Y) des Raumes Y, der aus X durch Anheften einiger n-Zellen 0” vermöge | 
stetiger Abbildungen B,(") CX A=1,2,...,k; n>1) entsteht, untersucht ! 
[Proc. London math. Soc., II. S. 45, 243—327 (1939); Ann. Math., Princeton, II. 8. 
42, 409—428 (1941); dies. Zbl. 22, 407; 27, 264; ferner dies. Zbl. 35, 248]. Verf. | 
verallgemeinert einige dieser Ergebnisse. Satz 1: Sir <2n—2 und zX=0 
für 2<ssr—n-+1. Dann ist der Kern des natürlichen Homomorphismus | 
r2,(X)>n,(Y) die kleinste [bezüglich der Operatoren aus rt, (X)] invariante 
Untergruppe von z, (X), die die Bilder von x, (0”) bei der Einbettung &; sowie 
die Whitehead-Produkte [&,, 7] enthält, wobei &, das durch Ö, (5”) definierte Element | 
aus 771 (X) ist und 7 die Gruppe m,_n+2 (X) durchläuft. Satz 2 eibt für k=1 | 
und ®,(0*) nullhomotop in X, für r<2n unda,(X=0(1<s<r-— n) die 
genaue Struktur von z,(Y) als Erweiterung von r. (X) an. Satz 3 beschreibt die | 
Homotopiegruppen n,(Y’vX) für r<2n-1l und REP. 
(=1,...,r—n-+ 1), wobei der Raum X’ genau einen Punkt mit X gemeinsam | 
hat und zu den an X angehefteten n-Zellen punktfremd ist. 


*ı 
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Hu, Sze-tsen: Extensions and classifieation of maps. Osaka math. J. 2, 165— 


209 (1950). 


Die von Eilenberg [Ann. Math., Princeton, II. S. 41, 231 (1940); dies. Zbl. 


ı 22, 407] für Polyeder als Urbildräume entwickelte Theorie der Obstruktionen wird 
| hier vermittels des singulären Komplexes S(X) auf beliebige Räume X ausgedehnt. 
| Dabei verwendet Verf. eine geometrische Realisierung P(X) von $(X) als CW- 
| Komplex im Sinne von J.H.C. Whitehead [Bull. Amer. math. Soc. 55, 213-245. 
)  (1949)], die auch Giever (dies. Zbl. 35, 388) benutzt hat. n-dimensionale Erweiter- 


barkeit einer Abbildung und n-dimensionale Homotopie zweier Abbildungen werden 
durch naheliegende Übertragung in P(X) erklärt. Dann läßt sich die Eilenbergsche 
Theorie wie für Polyeder aufbauen. Die vollständige Rückübertragung der Ergeb- 


| nisse in den Raum X gelingt jedoch nur unter weiteren einschneidenden Voraus- 
ı setzungen über X. Dieser Aufbau der Obstruktionstheorie ist sehr verwandt mit, 


dem von Olum (dies. Zbl. 38, 366) gegebenen. Allerdings benutzt Olum nicht 
die Realisierung P(X), sondern arbeitet direkt mit dem singulären Komplex S (X) 


‚Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit sind im wesentlichen bei Olum enthalten 


(Definition der Obstruktionsmengen und ihre Restklassenstruktur). Jedoch sind 
die Resultate von Olum insofern allgemeiner, als nicht wie hier die Einfachheit des 
Bildraumes vorausgesetzt wird. Auch das Klassifikationstheorem (22. 2) der vor- 
liegenden Arbeit für die „-Homotopie von Abbildungen, die (n — 1)-homotop sind, 
erscheint bei Olum in einer schärferen Form, indem dort — wenigstens fürden Fall _ 
eines Polyeders X mit dim X <n +1 — die tatsächlich auftretenden Obstruktionen 
(admissible elements) vollständig angegeben werden. Burger (Frankfurt/M.). 

Shizuma, Ryoji: Fibre bundles over spheres. Nagoya math. J. 1, 59—61 (1950). 

L’A. montre que dans un espace fibre & base spherique S, et de fibres connexes, 
la classe caracteristique introduite dans un travail precedent (voir ce Zbl. 38, 108). 
n’est autre que l’image d’un generateur de , (S,) dans x,_, (F) par ’homomorphisme 
classique. Cela lui permet de retrouver les resultats bien connus sur l’homotopie 
des varietes de Stiefel; ce procede a du reste dejä ete utilise par B. Eckmann 
[Comment. math. Helvetici 14, 141—192 (1941), $ 15; ce Zbl. 26, 93]. 

A. Borel (Geneve). 

Leray, Jean: L’homologie d’un espace fibre dont la fibre est connexe. J. Math. 
pur. appl., Paris, IX. S. 29, 169—213 (1950). 

Dans un Memoire anterieur (ce Zbl. 38, 363) l’A. a introduit la notion d’anneau spectral 
d’une application continue, qu’il etudie ici dans le cas particulier de la projection d’un espace 
X localement compact fibre & fibre # sur sa base Y. La simplification essentielle est la forme 
que prend souvent le terme H,„;, de l’anneau spectral. En effet, si X est connexe par arc, la. 
fibration localement triviale et Y localement connexe par arc on a, dans les notations de l’A., 
Hm H(YOB), oü B est un faisceau sur Y, localement isomorphe a l’anneau H(FO A), 
A etant un anneau de coefficients donne. En gros, cela signifie que H„,, est l’anneau de cohomo- 
logie de Cech-Alexander & supports compacts de Y, ä coefficients dans le syst&me local defini 
sur Y par les anneaux de cohomologie des fibres. L’anneau spectral fournit ainsi une suite d’an- 
neaux reliant H,,,, & l’anneau terminal lim H,, qui est l’anneau gradue associe a H(X OA) 
convenablement filtre.. Ces anneaux sont bigradues par le degre filtrant et un degre dit ca- 
nonique qui represente le degre des elements de la couverture fine sur X dont on part pour 
definir l’anneau spectral. H,,, est l’anneau de cohomologie de H, pour une differentielle qui 
augmente le degr& canonique de 1 et le degre filtrant de r. Particulirement interessant est le 


"cas oüu le faisceau B est globalement isomorphe & un anneau et ou A est un corps 


commutatif. Ces conditions seront supposdes verifiees dans la suite. Alors on a: (*) Hy 
—= H(YOA) ® H(FOA) (® etant le produit tensoriel sur A) et les termes H, sont des al- 
gebres sur A; (*) est: naturellement verifiee si Y est simplement connexe, elle l’est aussi si X 
est un espace fibre principal & fibre compacte connexe ou le quotient d’un telespace par un sous- 
groupe ferme du groupe structural, sans hypothese de trivialite locale. Les homomorphismes 
©, Y permettent d’etudier les homomorphismes H(YOA)>H(XO A)et H(XOA)>H(FOA) 
induits par la projection de X sur Y, resp. l’injecetion d’une fibre dans X et de leur donner une 
traduction simple dans l’algebre spectrale, tout au moins si X est compact. Dans ce cas en 


- particulier on voit immediatement que si H({X OA) — H(FOA) est un homomorphisme sur 


(c’est & dire si la fibre est totalement non homologue & zero dans X), X a au point de vue addi- 


tif, möme cohomologie que le produit topologique Y x F, theoreme egalement annonce par 


G. Hirsch [C. r. Acad. Sei., Paris 227, 1328—1330 (1948)]. Apres avoir donne des majorations 
des polynömes de Poincare de X, Y, et F (quand ils sont definis), l’A. etudie les cas particu- 


liers ou soit F soit Y a m&me algöbre de cohomologie qu’une sphöre: Dans le premier cas il re- 
trouve et generalise les resultats de Gysin [Comment. math. Helvetici 14, 60—122 (1941); ce 
Zbl. 26, 270] par la suite exacte donnee egalement par R. Thom [Comptes Rendus 230, 


427429 (1950)] et Chern-Spanier [ce Zbl. 35, 388], dans le second cas il etablit des | 
theorömes egalement obtenus par H. C. Wang (ce Zbl. 33, 308), sous I’hypothese que la base 


‚est homeomorphe & une sphöre. Enfin, il montre que si la caracteristique de A est differente 
.de 2 et si F a m&me algebre de cohomologie qu’un produit de spheres de dimensions paires, 
F est totalement non homologue & zero dans X. A. Borel (Geneve). _ 

Borel, Armand: Impossibilit6 de fibrer une sphere par un produit de spheres. 
C. r. Acad. Sci., Paris 231, 943—945 (1950). 

Zur Terminologie: Ein Ring A heißt graduiert, wenn er als additive Gruppe direkte Summe 
‘von Untergruppen A° (iganz) ist und wenn gilt: aus a € A’ und bE A* folgt abe A°**. Die 
Elemente von A? heißen homogen vom Grade i. Zwei graduierte Ringe A,, A, heißen isomorph 
bis n, wenn es für © < n einen Isomorphismus von A? auf A} gibt, der mit der Produktbildung 


verträglich ist, sobald die Summe der Grade der Faktoren < n ist. — H(X, K) bezeichne die | 


‚Cechsche Kohomologiealgebra des kompakten Raumes X mit Koeffizienten aus dem Körper K. 
E,F, Btreten im weiteren stets mit folgender Bedeutung auf: Der kompakte, zusammenhängende 
Raum E sei (lokal trivial) gefasert mit der zusammenhängenden Faser F und dem Basisraum 
B (E/F = B). Es wird noch eine weitere Voraussetzung gemacht, die z. B. dann erfüllt ist, 
- wenn B einfach zusammenhängend und lokal zusammenhängend par arc ist. S,, bezeichne die 

-m-dimensionale Sphäre. — Verf. beweist drei Sätze. Der Beweis zu Satz 1 wird nicht durchgeführt, 


‚er ergibt sich nach Verf. durch Betrachtung des ‚„anneauspectral“, der der Projektionvon HaufB 


zugeordnet ist (vgl. J. Leray, dies. Zbl. 38, 363 und vorsteh. Referat). Aus Satz 2 ergibt sich das 
folgende Resultat: Es gibt keine Faserung mit E=8,undF =8,, X... %X 8, (82 2), d.h. 
es ist unmöglich, eine Sphäre so zu fasern, daß die Faser ein cartesisches Produkt von Sphären 
ist. Diese Unmöglichkeit war in speziellen Fällen bereits bekannt. Für m =...=m, =1 


| 


vgl. B. Eckmann, H. Samelson, G. W. Whitehead (dies. Zbl. 33, 26). Der Satz 1 des Verf. 


besagt u. a.: Wenn H(F, K)z H(&n,% +. X Sm, K), m; ungerade und H(E,K) trivial 


bis zu einer Dimension n (n> m, +... + m,), dann ist H(B, K) isomorph bis n mit dem 
Polynomring K[q,, - - -, 9], der als graduierter Ring so aufzufassen ist, daß die Unbestimmte 


„q;, homogen vom Grade m, + list. Satz 2 besagtu. a.: Wenn H(F, K)> H(8,,% ...X Dans BEN 


H(E,K) = H(8,, K), B von endlicher Dimension ist und ÄX nicht die Charakteristik 2 hat, 
dann ist s— 1 und m, ungerade. — Satz 3 verallgemeinert einen Satz vom Verf. und von 


J.-P. Serre (dies. Zbl. 37, 263) und besagt: Wenn der R” (n-dimensionaler Euklidischer Raum) | 
mit zusammenhängender Faser (lokal trivial) gefasert ist, dann haben Faser und Basis in bezug | 


auf die Kohomologie ‚a supports compacts‘“ mit Koeffizienten aus einem Körper die Poincare- 


schen Polynome ??, ! mitp+qg=n, d.h. die Polynome des R? bzw. R*. Folgerung: Wenn 


die Faser bzw. die Basis kompakt ist, dann reduziert sich die Faser bzw. die Basis auf einen 
Punkt. Hürzebruch (Erlangen). 


Rochlin, V. A.: Überblick über die Resultate der Homotopietheorie stetiger | 
Abbildungen einer Sphäre in eine Sphäre. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 6 (40), 88—101 | 


(1950) [Russisch ]. 


Aus der Einleitung: ‚In diesem Überblick wird eine vollständige Darstellung | 


der Ergebnisse der Homotopietheorie der stetigen Abbildungen einer Sphäre in eine 


andere gegeben. Im allgemeinen befaßt sich der Überblick nicht mit den Anwen- | 


dungen der Theorie und ihrem Zusammenhang mit anderen Gebieten der Topologie. 
Er ist im wesentlichen chronologisch aufgebaut und enthält fast keine Beweise... .“ 
Die Paragraphenüberschriften vermitteln ein Bild des dargestellten Stoffes: 1. For- 
mulierung des Problems. Der Fallr=n. 2. Die Invariante y. 3. Homotopie- 
gruppen. Isomorphismus der Gruppen 7, (8?) und n,(8?2) für r>3. 4. Die 
lokale Methode von Pontrjagin. Hier wird auch schon die Richtigstellung über 
%,42(9") von Pontrjagin (dies. Zbl. 35, 111) berücksichtigt. Hier wäre er- 
gänzend noch zu nennen: G. W. Whitehead, Ann. math. Princeton, II. $. 52 
245 (1950); dies. Zbl. 37, 397. 5. Der Homomorphismus E (die Freudenthalsche 
Einhängung). Hier ist an ergänzender Literatur noch zu erwähnen J. H.C. White- 
head (dies. Zbl. 35, 248). 7. Verallgemeinerung der Invarianten y [G. W. White- 


F 


P= 


I head, Ann. Math., Princeton, II. S. 51, 192—237 (1950)]. 8. Verzeichnis der voll- 
‚ständig oder teilweise berechneten Gruppen x,(S"). 9. Probleme. Hier wird als 


wichtigstes Problem die Berechnung von 7, (83) genannt, die auch die Kenntnis 
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aller z,,3 (8”) nach sich ziehen würde. Verweis auf die Note von A. L. Blakers 
and W. Massey, Proc. nat. Acad. Sci. USA. 35, 322—328 (1949). Literaturver- 


 zeichnis, „das jedoch nicht auf Vollständigkeit Anspruch erhebt“. Burger. 


Borsuk, Karol: On the third symmetrie poteney of the eireumference. Fun- 


_ dam. Math., Warszawa 36, 236—244 (1949). 


Le produit symötrique d’un espace X est defini ici comme sous-espace de 
l’espace 2X de tous les sous-espaces fermes non vides de l’espace X; par ex. le pro- 


| duit symetrique triple de l’espace X est constitue par tous les triples de points 


(2, y,2) de X, ces triples &tant identifi6s en tant que sous-ensembles: (x, x, 2) et 


(2, 2, 2) sont par exemple identiques (noter que cette definition des produits syme&tri- 


ques est l&gerement differente de celle de Richardson-P. A. Smith). Si X est 
le cercle S!, le produit symetrique triple (S@)) ainsi obtenu est une variete; I’A. 
montre, par un decoupage convenable, que cette variete admet un diagramme de 
Heegaard de genre 1, et est hom&omorphe au produit SI x 82. Thom. 


„‘Dehn, Max: Über Abbildungen geschlossener Flächen auf sich. Mat. Tidsskr. 


B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 146—151 (1950). 


Die Gruppe der Abbildungsklassen einer geschlossenen orientierbaren Fläche 
vom Geschlecht 2 ist homomorph zu der symmetrischen Gruppe von 6 Elementen. 
Der Homomorphismus entsteht, indem man den erzeugenden Schraubungen 
S8,(@=1,2,...,5) der Abbildungsklassengruppe die Bedingungen &=1 


T 


= (=1,2,...,5) auferlegt. Daraus folgt, daß ein Produkt aus einer ungeraden An- 


zahl von Schraubungen $S, nicht gleich der Identität in der Abbildungsklassen- 
gruppe ist. K. Reidemeister (Marburg). 


- Fenchel, W.: Bemerkungen über endliche Gruppen von Abbildungsklassen. 


Mat. Tidsskr. B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 90—95 (1950) [Dänisch ]. 


Es wird der Zusammenhang zwischen endlichen Gruppen von Abbildungs- 
klassen einerseits und endlichen Gruppen von Flächenabbildungen sowie Darstel- 
lungen dieser Gruppen als Bewegungsgruppen der geeignet metrisierten Fläche an- 
dererseits sowie mit den zugehörigen diskontinuierlichen Gruppen, insbesondere 
den Bewegungsgruppen der Kristallographie, für welche ein abschließendes Ergebnis 
vorliegt, dargestellt. K. Reidemeister (Marburg). 


Nagumo, Mitio: Hinreichende Bedingungen dafür, daß eine lokaltopologische 
Abbildung schlicht ist. J. Osaka Inst. Sci. Technology 1, 33—35 (1949) [Esperanto]. 

Verf. definiert zunächst die Begriffe lokaltopologische und nichtabgeschlossene 
Abbildung. Hierauf werden mit Verwendung eines Hilfssatzes zwei Sätze hergeleitet 
für hinreichende Bedingungen dafür, daß eine einschließlich des Randes stetige 
Abbildung eines Gebietes D schlicht ist, daß also jeder Punkt des Bildes genau einem 
Punkt des Gebietes D entspricht. Die angegebenen Bedingungen beziehen sich im 
wesentlichen auf die Abbildung des Randes von D. R. Sauer (München). 


Errera, A.: Une eonsequence d’un th6oreme de M. Whitney. Acad. Belgique, 
Bull. Cl. Sei., V. 8. 36, 594—596 (1950). 

Bei in der Ebene eingebetteten Bäumen erhält man eine zyklische Anordnung 
der Endpunkte e, und der aufeinanderfolgende Endpunkte verbindenden Kanten- 
züge Z,;,1- Bı und B, seien zwei Bäume mit je n Endpunkten und n — 2 Knoten- 
punkten dritten Grades. Die Kantenzüge Z, ,., beider Bäume werden einander 
zugeordnet unter Erhaltung der zyklischen Reihenfolge bei beliebigem Anfangs- 


. element. Dann ist die Lösung des Vierfarbenproblems damit gleichbedeutend, bei 


jeder solchen Zuordnung die n— 2 Knotenpunkte dritten Grades in B, und B, 
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mit +1 und —1 so bewerten zu können, daß die Summe für die in entsprechenden 


Kantenzügen auftretenden Knotenpunkte in B, und B, immer gleich ist. 
Künneth (Erlangen). 


Klassische theoretische Physik. 


e Persico, Enrieo: Introduzione alla fisiea matematiea. Bologna: Nicola Zani- 
chelli 1949. XVI, 400 p. | 

Maravall, Dario: Die Niehtkonvergenz des Fourierintegrals und die Diskon- | 
tinuitätswellen in der Physik. Rev. mat. Hisp.-Amer., IV. 8.10, 77—81 (1950) [Spa- 
nisch ]. 

un zeigt (nicht ganz schlüssig) die Möglichkeit von Unstetigkeitswellen, wobei 
er sich auf die Divergenz des Fourierintegrals an Unstetigkeitsstellen beruft, und 
will in dieser Art die Bewegung der Teilchen in der Kaluzaschen Feldtheorie auf- 

. fassen. Bödewadt (Brunoy). 


Mechanik: 


e Norris, P. W. and W. 8. Legge: Mechanies via the ealeulus. 3. ed., enlarged 
and revised. London: Cleaver-Hume Press 1950. 367 p. 16 s. 

Werfeli, Arnold et Andre Mereier: Le theoreme d’adiabatie dans le formalisme 
canonique homogene. Arch. Sci., Geneve 2, 580—583 (1949). 

Die adiabatische Invarianz der Wirkungsvariablen wird auch für die homogene 
Form der kanonischen Gleichungen abgeleitet, in der bekanntlich die Zeit £ als 
weitere g-Koordinate eingeführt wird. @G. Ludwig (Berlin). 


Bundgaard, Svend: Über die Bewegung eines schweren Massenpunktes auf 
einer glatten Umdrehungsfläche. Mat. Tidsskr. B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. 
J. Nielsen, 63—65 (1950) [Dänisch]. 

Die Gleichung einer Rotationsfläche mit senkrechter Achse (z-Achse) kann r? = 2 f(z) 
geschrieben werden (r und » Polarkoordinaten in der zur z-Achse normalen Ebene). Da die 
Reaktion zwischen Massenpunkt und Rotationsfläche die z-Achse schneidet und die Schwer- 
kraft zur Achse parallel ist, gilt der Flächensatz r?& = konst. =c, der zusammen mit dem 
Energiesatz © = 2g(h —z), (g = Erdbeschleunigung, A = Anfangslage, v = Geschwindig- 
keit), zwei Erstintegrale für die von zwei Parametern abhängige Bewegung bildet. Das Pro- 
blem ist damit auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zurückgeführt, indem man weiter 
hat: = 2? 47? + r?9?. Wird & mit Hilfe des Flächensatzes, r und # mit Hilfe von r? = 2 f(2) 
eliminiert, ergibt sich mit f’ (2) = df(z)/dz das Quadrat der Geschwindigkeit > 

„_.t?Ve@?’+2i@) 
2 /() 
und daraus mit Hilfe des Energiesatzes das Quadrat der Geschwindigkeit in senkrechter Rich- 
„ _ tale) hd) —e 
For +2) 


tung . Während der ganzen Bewegung ist demnach 
u)-Agf)h-2)-R>0, 

indem das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn der Massenpunkt horizontale Geschwindig- 
keit hat. Verf. stellt die Frage, ob der Massenpunkt innerhalb einer endlichen Zeit die Höhe 
2=z, erreicht und gegebenenfalls die Bewegung aufwärts oder längs des Parallelkreises 
2 — z, fortsetzt. Die genannten Fragen können in einem gewissen Umfang mit Hilfe der ersten. 
Ableitung (2) = 4 g(f’ (2) (h —2) — f(z)) beantwortet werden, indem offenbar «’ @)<O ist. 
In diesem Falle wird die Höhe z = z, im Laufe einer endlichen Zeit erreicht. Weiter wird fol- 
gender Satz bewiesen: Hat der Massenpunkt in der Höhe 2* in einem gegebenen Augenblick 
horizontale Geschwindigkeit und ist u (2*) > 0, wird er die Bewegung aufwärts bzw. abwärts 
fortsetzen. Wenn %(2,) — 0, läuft der Massenpunkt weiter längs des Parallelkreises z = z*. 
(Vgl. auch Jakob Nielsen, Vorlesungen über elementare Mechanik, S. 316—321, Berlin 1935; 
dies. Zbl. 12, 422.) Gran Olsson (Trondheim). 


Nadile, Antonio: Sul moto intorno a un punto fisso di un corpo rigido pesante 


il eui baricentro appartiene a uno dei piani prineipali di inerzia. Mat., Catania 5, 
68—82 (1950). 


=. h ‚ N , e = 
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L’Autore approfondisce la teoria delle rotazioni uniformi di un corpo rigido 

con un punto fisso O, supponendo il suo baricentro in un piano principale di inerzia 

rispetto ad ©. Studia poi il caso dello Hess; infine ritrova, per altra via, risultati 

di Grioli e Agostinelli. Graffi (Bologna). 
Geronimus, Ja.L.: Die Wirkung eines Schlages auf einen freien starren Körper. 

Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 245—252 (1950) [Russisch]. 

Un solide libre, au repos, D, de masse M, subit une percussion unique donnde 


fa 
8. L’A. donne une construction geometrique nouvelle de la rotation instantande 
de D apres le choc et interprete les rösultats au moyen d’un solide fictif auxiliaire 
de masse M, forme de deux masses ponctuelles. Soient: A, un point de D situe 


sur la ligne d’actions de S, v 4 le vecteur vitesse de A apres le choc; J’A. &tablit 


la formule: M-V,=IIS oüllest un tenseur symötrique de rang deux, dependant 
de A et des el&ments d’inertie centraux de D. — L’introduction des axes de l’ellip- 
soide attache & JJ et des racines de l’&quation caracteristique de la matrice de I7 


permet & l’A. d’enoncer quelques proprietes geometriques et metriques de v 
— Les conclusions de I’A. sont elementaires, mais &l&gantes. 

x e . J. Kravtchenko (Grenoble). 
* _Weert, Th. L. de: Über Trägheitskräfte. Simon Stevin, wis.-natuurk. Tijd- 
schr. 27, 136—141 (1950) [Holländisch ]. 

Auf einer Fliehkraftmaschine kann eine Masse radial gleiten, wobei ihrer Flieh- 
kraft ein längs der Achse bewegliches Gewicht entgegenwirkt. Um eine feste Dreh- 
zahl zu erhalten, ist bei Bewegung der Masse gegen die (hier tangential wirkende) 
Corioliskraft eine Arbeit zu leisten, die, wie Verf. vorrechnet, der Summe aus der 
Zunahme der Drehwucht (Führungsenergie), der Zunahme der Radialwucht (relative 
kinetische Energie) und der Hubarbeit an dem Gewicht an der Achse gleichkommt, 
wobei der erste Anteil die Hälfte der Summe ausmacht. Bödewadt (Brunoy). 

Beth, H. J. E.: Die Umkehrung des Satzes von König und des Satzes über 
das Impulsmoment. Euclides, Groningen 25, 340—342 (1950) [Holländisch]. 

Verf. bestimmt die Bezugspunkte mit derselben Eigenschaft, wie sie nach dem 
Satz von König dem Schwerpunkt eines Massenpunkthaufens zukommt: daß die 
gesamte kinetische Energie (in einem ‚absoluten‘ Bezugsraum gemessen) gleich 
der Summe sei aus der kinetischen Energie relativ zum Bezugspunkt und der Energie 
der im Bezugspunkt vereinigten, mit ihm bewegten Gesamtmasse. Ergebnis: als 
ein solcher Bezugspunkt ist außer dem Schwerpunkt und jedem augenblicklich 
(absolut) ruhenden Punkte auch jeder Punkt geeignet, dessen absolute Bewegungs- 
richtung senkrecht zu seiner Bewegung in bezug auf den Schwerpunkt steht. Die 
entsprechende Frage wird für den Satz beantwortet, daß die Zunahmegeschwindig- 
keit des Impulsmomentes gleich dem Moment der äußeren Kräfte in bezug auf 
einen geeigneten Punkt (z. B. den Schwerpunkt) ist. Für starre Punkthaufen in 
einer Ebene ergeben sich in beiden Fällen Kreise durch den Schwerpunkt als geo- 
metrischer Ort der zulässigen Bezugspunkte. Bödewadt (Brunoy). 

Butenin, N. V.: Zur Theorie der „Resonanz“ in einem mechanischen selbst- 
schwingenden System mit gyroskopischen Gliedern. Priklad. Mat. Mech., Moskva 
14, 45—56 (1950) [Russisch ]. 

Considerons un systeme ä deux degr6s de liberte x(t) et y(t), solutions de: 


1) &-m3-mMze=ufiyY9),dtmi-my—uglni,yY)+uQsint 
oü west un paramötre petit, oü fet g ne sont pas lineaires par rapport & leurs argu- 


"ments et oü les coefficients du premier membre sont constants. Admettons que 


]’&quation caracteristique du mouvement conservatif (correspondant & u = 0) 

ait deux racines reelles »! et w$ telles ue & >w=1. L’A. cherche alors & 

verifier (1) au moyen de fonctions de la forme: «= asin (ot +y) +bsin(E +9); 
15* 
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a, b, y, p etant des fonctions du temps lentement variables (dont la derivee en t 


d’ordre n soit de l’ordre de u"). Les &quations du probleme sont linearisees en u; 


et la solution est explicit6ee moyennant une hypothese supplementaire (la periode 
des variations des amplitudes est beaucoup plus lente que les periodes du mouve- 
ment vibratoire). — Les rösultats approch6es aussi obtenus sont appliqu6s & la dis- 
cussion detaillde d’un exemple concret (monorail avec stabilisateur gyroscopique). 
J. Kravtchenko (Grenoble). 

Mu£önikov, V. M.: Über die Kräfte, die in den Kupplungen eines inhomogenen 
Zuges beim Anfahren entstehen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 68, 1001—1004 
(1949) [Russisch ]. 

Verf. untersucht die Kräfteverhältnisse in den Kupplungen eines Zuges beim 
Anfahren. Während andere Autoren [N.E.Zukovskij, Ges. Abhandl. 8, 221 
(1937); A.M. Godyzkij-Cvirko, Die Wechselwirkung zwischen dem Gleis und 


dem rollenden Material (1931); W. A. Lasarjan, Trudy DIIT, 15 (1945); 19, 99 


(1948)] bei diesen Untersuchungen stets Züge mit völlig gleichen Wagen ange- 
nommen haben, behandelt der Verf. Züge mit Wagen verschiedener Typen und 
zeigt einen Weg für die Bestimmung der durch Schwingungen auftretenden Zu- 
satzkräfte. In der Abhandlung werden für den in der Praxis am häufigsten vor- 
kommenden Fall eines Zuges, bestehend aus nur zwei verschiedenen Wagentypen, 
Gleichungen für diese Zusatzkräfte sowie Querschnittsverschiebungen angegeben. 
Dabei wurden hauptsächlich zwei Fälle untersucht. Beim ersten befindet sich 
der schwere Zugteil unmittelbar hinter der Lokomotive, während sich beim zweiten 
der schwere Zugteil am Ende des Zuges befindet. Besonders im letzteren Falle 
treten zusätzliche Kräfte auf, welche die als konstant vorausgesetzte Zugkraft der 
Lokomotive um zwanzig Prozent über- bzw. unterschreiten können. Bemerkens- 
wert ist die aus der Abbildung ablesbare Tatsache, daß die Zugkraft-Zeit-Kurve in der 
Kupplung zwischen den zwei Zugteilen verschiedener Wagentypen eine Knick- 
stelle besitzt und es an dieser sogar zu Druckkräften kommen kann. An Hand von 
Kurven werden die sich mit der Zeit ändernden Kräfte, bedingt durch die Zusatz- 
kräfte, mit einer Kurve, die sich bei völlig gleichartigen Wagentypen ergibt, ver- 
glichen. Die behandelte Methode gestattet, auch im Falle veränderlicher Zugkraft 
der Lokomotive Lösungen zu finden, wofür ebenfalls Gleichungen angegeben sind. 
Ab Gleichung (6) fehlen die Bezeichungen. K. Karas (Darmstadt). 

Bulgakov, B. V.: Regelerketten mit Gliedern, deren jedes mehrere Freiheits- 
grade hat. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 619—634 (1950) [Russisch]. 

Le systeme d’equations scalaires qui döterminent l’&volution de l’element «, 
=1,2,...,n) d’une chaine de regulation est not& sous forme matricielle: 
(I) f,(D)y;,=e,(D) x oü y, est la matrice & une colonne dont les elements sont 
les coordonnees de &,; x est la matrice & une colonne dont les el&ments sont des 
fonctions representant les actions ext6rieures A la chaine; f, et e, sont des matrices 
dont les elements sont des polynomes symboliques par rapport Al’operateur D — d/dt. 
Cela etant, ’A. considere le cas particulier ou: f, (D) y, — e,(D) y, (liaison du 
type „en cascade‘“ entre les elements consecutifs a] et &,). Alors, en posant 
= h Dead), = (D)/e; (D) (les divisions symboliques des matrices etant 
faites & gauche), on a: 9=X(D)x avee X (D= X,(D)-X,(D). — LA, 
appelle X (D) transmittancedea, et &,, lies en cascade. A noter quepour D=iw, 
on retrouve la regle classique des caracteristiques matricielles des frequences. — 
Soit alors une chaine de regulation fermee, simple: (X %&3'""&,0&,). Moyennant 
quelques hypotheses simples qui concernent la r&alisation de la commande et l’action 
des perturbations (ce qui entraine des modifications des seconds membres de (I) 
pour deux valeurs de i) ’A. &tend la definition de transmittance A la chaine ouverte 
(X, 0%), il introduit aussi d’autres types de transmittances. Ces notions 
nouvelles permettent de former rapidement: I. les &quations matricielles definissant 


u 
> 
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y, pour differents types de fonctionnement (ex: regime de regulation automatique 
fonctionnant en chaine ouverte, ete.). 2. l’&quation caracteristique (sous forme 
symbolique) pour la chaine ferm&e. — La mise en ceuvre des notions ainsi intro- 
duites est illustree sur deux exemples emprunt6s & la technique. L’A. termine par 
quelques indications concernant les extensions possibles de son proc6de&. 

J. Kravtchenko (Grenoble). . 


Haag, Jules: Sur la synehronisation des systömes oseillants non lin6aires. 
Ann. Sei. Ecole norm. sup., III. S. 67, 321—392 (1950). 
Eine Untersuchung der Möglichkeiten, ein nichtlineares System mit einer Eigen- 
schwingung (wie z. B. Relaxationsschwinger) durch unendlich kleine sinusförmige 
oder konstante Kräfte zu erzwungenen Schwingungen anzuregen, nebst Prüfung 
der Stabilität dieser Schwingungen. :Die Arbeit setzt die Kenntnis früherer Auf- 
sätze des Verf. voraus [dies. Zbl. 33, 84, 218, 404; Ann. sci. Ecole norm. sup., III. 
S. 60, 355—111 (1943), 61, 73—117 (1944)]. — Bei zeitabhängigen Störungskräften 
muß ihre Periode mit den Eigenperioden des Systems in einfachem rationalem Ver- 
hältnis stehen; ist diese Bedingung nur angenähert erfüllt, so ist (im Gegensatz zu 
linearen Systemen) eine Mindestintensität der Störung nötig, um ihre Periode durch- 
zusetzen. Bei zeitfester Störungskraft wird eine Näherungsformel für die gestörte 
eriode gegeben. — Es folgen Anwendungen dieser Theorie auf den Schwinger von 
Abele [Ann. france. Chronomötrie, 105—195 (1942)], auf die Relaxationsschwinger 
im allgemeinen und dann im besonderen auf den von Vander Pol, sowie auf ein 
weiteres Beispiel, bei welchem Erregung durch hinreichende Störungsintensität bei 
beliebiger Verstimmung möglich ist. Wieweit dieses letzte Ergebnis allgemein gilt 
und wie die Systeme sich bei endlichen Kräften verhalten, bleibt offen. — Zu der 
Anm. des Verf. p. 323 ist zu ergänzen, daß es durchaus auch nichtlineare Systeme 
mit unendlich vielen Eigenschwingungen gibt, z. B. das Kreiselpendel [vgl. etwa 
U.T. Bödewadt, Z. angew. Math. Mech. 20, 218—234 (1940) und 22, 34—41 (1942); 
dies. Zbl. 25, 115, 27, 17]. U.T. Bödewadt (Brunoy). 


Ludeke, Carl A.: A method of equivalent linearization for non-linear oseillatory 
systems with large non-linearity. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 694—699 (1949). 


Die vorliegende Arbeit gibt eine Methode zur Überführung eines nichtlinearen Schwin- 
gungssystems in ein äquivalent lineares an, die einerseits auf bereits vorhandenen Theorien über 
Nichtlinearität und andererseits auf Ergebnissen beruht, die durch Versuche gewonnen wurden. 
Die bei allen Schwingungsproblemen auftretenden Fragen über die Form der Schwingung, die 
Beziehung zwischen Frequenz und Amplitude bzw. Abhängigkeit des Amplitudenmaximums 
von der Dämpfung können bei Systemen kleiner Nichtlinearität mit bereits vorhandenen Me- 
thoden beantwortet werden. Von diesen Methoden wurden zwei (N. Minorsky, Introduction 
to non-linear mechanics, Ann Arbor Mich. 1947; K.O. Friedrichs and J. J. Stoker, In- 
troduction to non-linear mechanics, New York University Lecture Notes), die für alle 
anderen charakteristisch sind, ausgewählt und an Hand dieser die Schwierigkeiten, die bei 
der Anwendung auf Systeme mit großer Nichtlinearität auftreten, gezeigt. Während die erste 
Methode Gleichungen für die Beziehungen zwischen Frequenz und Amplitude angibt, die nur 
für kleine Nichtlinearität gelten, liefert die zweite Methode ein Iterationsverfahren, das von 
der Größe der Nichtlinearität unabhängig ist. Dabei müssen bei großer Nichtlinearität, um 
genügend genaue Ergebnisse zu erhalten, viele Schritte durchgeführt werden. In diesem Falle 
hat der Verf. versucht, auf experimentellem Wege die auftretenden Schwierigkeiten zu be- 
seitigen. Die Versuchsergebnisse, die durch eine schon in einer früheren Arbeit des Verf. (dies. 
Zbl. 34, 69) geschilderten Versuchsanordnung gefunden wurden, werden für verschiedene Nicht- 
linearitäten in Zahlentafeln und Schaubildern angegeben. — In einem weiteren Abschnitt werden 
die Wirkungen einer Flüssigkeitsdämpfung auf das zu untersuchende System betrachtet und 
festgestellt, daß bei Systemen mit kleiner Nichtlinearität wieder die oben angegebene erste 
Methode angewendet werden kann. Bei Systemen mit großer Nichtlinearität hat auch hier 
der Verf. wiederum die Beziehungen zwischen den Koeffizienten der Gleichungen experimentell 
bestimmt und die gefundenen Werte in Zahlentafeln und Schaubildern angegeben. — In einem 
Anhang bespricht der Verf. seine Versuchsergebnisse und erläutert das von ihm benutzte Ite- 
rationsverfahren. Er deutet noch an, daß dieses Verfahren auch auf andere Systeme mit kleiner 
Dämpfung verallgemeinert werden kann. K. Karas (Darmstadt). 
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Rjabov, B. A.: Eigenschwingungen in einigen Servosystemen, die bedingt sind 
dureh das Vorhandensein troekener (Coulombscher) Reibung. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. 8. 73, 283—286 (1950) [Russisch]. 

L’A. considere un servo-systeme 8 & n parametres x,, dont le mouvement est 
regi par (n — 1) &quations diff6rentielles, homogenes, lineaires & coefficients con- 
stants, la ni®me &quation ayant un second membre de la forme: — F,sgn (&,), Fo 
6tant constant (provenant du frottement coulombien). L’A. indique un critere 
d’existence d’un rögime oscillatoire pour le mouvement de 8, regime dont il deter- 
mine les caracteristiques. J. Kravtchenko (Grenoble). 

Kron, Gabriel: Tensorial analysis of control systems. J. appl. Mech., New York 
15, 107—124 (1948). 

In vorliegender Arbeit wird versucht, verschiedene komplizierte, aber in der 
Praxis häufig vorkommende Regelsysteme dadurch einer Betrachtung der Bewegungs- 
vorgänge zugänglich zu machen, daß diese in ihre Einzelsysteme aufgespalten werden. 
So werden z. B. bei einem Servomechanismus zunächst alle Verbindungen zwischen 
den einzelnen Elementen gelöst und getrennt für diese je eine Bewegungsmatrix 
aufgestellt. Diese Matrix bezeichnet der Verf. als Impedanzmatrix. Die Wirkung 
der Verbindungen der einzelnen Elemente des Regelorgans werden durch eine 
Transformationsmatrix dargestellt, die man auch als Kopplungsmatrix bezeichnen 
könnte. Mit Hilfe dieser gewonnenen Matrizen kann dann die Impedanzmatrix 
des gesamten Systems ohne Verwendung analytischer Ausdrücke durch einfache 
schablonenmäßige Matrizenrechnung gefunden werden. Die Anwendung dieser 
Methode sowie den Vorgang bei dieser zeigt der Verf. an Hand verschiedener Bei- 
spiele von Regelsystemen, wie Geschwindigkeit-, Druck- und Weg-regelnden Sy- 
stemen, die bei zentralen Kontrollstationen in Kraftanlagen zur Anwendung kom- 
men. Dabei werden für jedes Systemelement die Verhältnisse in Form von Glei- 
chungen für kleine Schwingungen dargestellt, jedoch deren Lösung nicht weiter ver- 
folgt, so daß schließlich nur eine Addition beziehungsweise Multiplikation von Ma- 
trizen als zu leistender Rechenaufwand entsteht. — Die Arbeit wirkt dadurch un- 
übersichtlich, daß Verf. die Entwicklungen von mehreren seiner früheren Arbeiten 
übernommen hat, ohne entsprechende Erklärungen beizufügen. K. Karas. 


e Sänger, Raymund: Ballistische Störungstheorie unter besonderer Berück- 
sichtigung der Witterungseinflüsse. Unter Mitwirkung von Ernst Roth und Benno 
Zwicker. Basel: Verlag Birkhäuser 1949. XII, 240 p. Ganzl. Fr. 14,50. 

Das Buch gibt eine übersichtliche Zusammenfassung und kritische Erörterung 
der Rechnungsmethoden zur Berücksichtigung von Flugbahnstörungen, insbeson- 
dere infolge von Abweichungen des Wetters vom Normalwetter. Luftdichte, Tem- 
peratur, Feuchtigkeit, Regen, Wind, aber auch der Einfluß der Geschützhöhe auf 
die Luftdichte und die Rolle der Erdkrümmung und Erddrehung werden untersucht. 
Das mathematische Schwergewicht liegt in der Prüfung der verschiedenen Mittel- 
bildungen und der möglichen Vernachlässigungen. — Anzumerken ist, daß nur 
Störungen der unterwegs wirkenden Kräfte in Betracht gezogen werden, nicht 
solche der Anfangsbedingungen und auch keine störenden Momente; für eine 
Störungstheorie flächenstabilisierter Raketen sind also diese Unterlagen nicht aus- 
reichend, doch für die Geschützballistik (mit Ausnahme von Ferngeschützen) sehr 
wertvoll. Das Werk ist im wesentlichen während des zweiten Weltkrieges in der 
Schweiz entstanden. Bödewadt (Brunoy). 


Elastizität. Plastizität: 


Berti, Giuliana: Il problema di Saint-Venant nellelastieitä ereditaria. Boll 
Un. mat. Ital., III. 8. 5, 139-144 (1950). 


Vor etwa 40 Jahren hat Volterra die Grundgleichungen für eine Elastizitäts- 
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| theorie mit Einschluß der Hysterese entwickelt: neben dem üblichen Elastizitäts- 


\ Koeffizienten (A, u in der Schreibweise von Lame6) gehen Integrale vom Typ 


t 
J h (t,t) e (rt) dr indas Elastizitätsgesetz o = 0 (e) ein. Die so entstehenden Grund- 


gleichungen integriert Verf. für die drei elementaren Lastfälle des zylindrischen 
Balkens (Zug, Biegung, Torsion), indem sie, St. Venants berühmter Idee folgend, 
von einem Ansatz für die drei Verschiebungen ausgeht und die Gleichgewichts- 
und Randbedingungen für die Spannungen durch geeignete Wahl freier Konstanten 
befriedigt. Marguerre (Darmstadt). 

Ghizzetti, Aldo: Sugli stati di tensione piana in un corpo elastico. Ann. Mat. 
pura appl., Bologna, IV. S. 29, 125—130 (1949). 

Durch konsequentes, formales Weiterschließen aus den elastischen Grund- 
gleichungen zeigt Verf., daß der ebene Spannungszustand: 7,,=T,,=0,—=0 
und 0,,0,,7,, unabhängig von 2, nur möglich ist, wenn a) die Massenkräfte der 
Bedingung X = — öF/öy, Y=@F/dx genügen, b) die Verschiebungen u und » 
aus Potential- (nicht Bipotential-) Funktionen sich herleiten, an den Rändern des 
ebenen Gebietes also nicht beide beliebig gegeben sind. — In allgemeineren Fällen 
ist,der ebene Spannungszustand nur eine Näherungslösung der Grundgleichungen 
[vel. Handbuch d. Physik 6, 112 (1928)]. Marguerre (Darmstadt). 

Jung, H.: Ein Beitrag zur Loveschen Verschiebungsfunktion. Ingenieur- 
Arch. 18, 178—190 (1950). 

Unter der Fülle von Material, die Love’s Elasticity enthält, befindet sich auch 
die Angabe einer Bipotential-Funktion, die zur Beschreibung achsensymmetrischer 
Spannungszustände dienen kann. Ref. hat [Ingenieur-Arch. 4, 332 (1933)] für 
diese Funktion eine besonders einfache Herleitung gegeben, die insbesondere 
ihren Charakter als ‚‚Verschiebungs‘“-Funktion erkennen und ihr ebenes Ana- 
logon gewinnen läßt. Sie an Stelle der Airyschen Spannungsfunktion zu ver- 
wenden, ist vor allem bei solchen Problemen zweckmäßig, bei denen Verschiebungen 
in den Randbedingungen explizit auftreten. Verf., der in dem vorliegenden 
Aufsatz über seine Dissertation referiert, gibt für eine größere Zahl bisher unge- 
löster Probleme (vorgegebener Eindruck in einen Halbraum, dicke Platte, radial 
belasteter Kreiszylinder, Hertzsches Druck-Problem u. a.) die Ansätze und führt den 
Lösungsweg — die nicht immer einfache Umformung der mit Besselschen Funktionen 
gebildeten Fourier-Integrale — in großen Zügen vor. Marguerre. 

Kammerer, Albert: Influence d’un couple sur les eontraintes elastiques dans 
un eontaet & deux dimensions. ©. r. Acad. Sci., Paris 228, 1100—1102 (1949). 

Verf. untersucht die Spannungsverhältnisse an der Berührungsstelle zwischen 
einer runden Scheibe (Rad) und einer Schiene, und zwar zunächst für den Fallder Ruhe 
und anschließend bei Einwirkung eines Drehmomentes auf die Scheibe. Während 
im ersteren Fall die Linien gleicher Spannung und gleicher Differenz der Haupt- 
spannungen völlig symmetrisch zur Tangente im Berührungspunkt und zu deren 
Normalen verlaufen, ist dies im Augenblick des Bewegungsbeginns nicht mehr der 
Fall. Beide zueinander orthogonalen Kurvenscharen für beide Fälle sind in je 
einer Abbildung dargestellt, während in zwei weiteren Abbildungen einmal die 
Normalspannungen über der Berührungsstelle bei Ruhe und zum anderen die Normal- 
und Tangentialspannungen bei Bewegung gezeigt werden. Bei letzteren Kurven 
kann festgestellt werden, daß die Symmetrie zum Teil verlorengegangen ist. — 
Auf Seite 1102 soll es in der achten und neunten Zeile von oben wohl heißen sin? o, 
bzw. sin? Q,. K. Karas (Darmstadt). 

Levi, Franco: Ftude direete des &quilibres &lastiques en presence de deforma- 
tions non eompatibles. ©. r. Acad. Sci., Paris 231, 209—211 (1950). 

Den Spannungszustand in einem elastischen Körper, der infolge unverträglicher 
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Verschiebungen zusätzlich Selbst-Spannungen aufweist, berechnet man vielfach | 
durch Einführung fiktiver Spannungen. Mann kann aber natürlich auch direkt vor- | 
gehen, und der geeignete Ausgangspunkt ist die Energieformel von Colonetti 


L=/ffpav + SS] 082 + °° "Tau Yay) 4V = Min, | 
in der o die elastische Energie bedeutet, und €, - - - Y,, die sechs nicht verträglichen 
Anteile der Verzerrungen. Im eberen F eng Energieformel z. B. auf 

öfE, Ex Yau\ _ 
Aa (a Br; en | 
wenn F die Airysche Spannungsfunktion ist. Da bei Selbstspannungsproblemen die 
Randbedingungen für F häufig sehr einfach sind, wäre ein mögliches Verfahren | 
durch Reihenansätze F=X%x,F,, worin die F, den Randbedingungen genügen, | 
eine Näherungslösung mit Hilfe der Energieformel zu finden. Marguerre. 
Arzanych, I. $.: Zur Integrationstheorie der dynamischen Gleichungen eines | 
isotropen elastischen Körpers. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 73, 41—44 (1950) | 
[Russisch]. | 
Zur allgemeinen Lösung der bekannten Differentialgleichung für die Verschie- 
bung werden vier Methoden angegeben, indem die Verschiebung aus einem Vektor | 
und einem dem Ortsvektor proportionalen Bestandteil oder aus einem Vektor und | 
einem äußeren Produkt mit dem Ortsvektor oder aus einem Vektor und einem | 
Gradienten oder schließlich aus einem Vektor und einem Rotor zusammengesetzt 
wird. In den beiden ersten Fällen genügt der Vektor einer durch den zweiten Be- 
standteil gestörten Schwingungsgleichung, in den beiden anderen Fällen genügt der 
Vektor der ungestörten Schwingungsgleichung und stört seinerseits die Schwingung 
des im zweiten Bestandteil auftretenden Skalars oder Vektors. In den beiden 
ersten Fällen genügen der Skalar bzw. der Vektor des zweiten Bestandteils der 
ungestörten Schwingungsgleichung. Mit Hilfe solcher allgemeinen Lösungen können 
dann die bekannten Randwertaufgaben auf Integralgleichungen zurückgeführt 
werden. Hamel (Landshut). 
PoloZij, &. N.: Lösung des dritten Fundamentalproblems der ebenen Elastizi- 
tätstheorie für ein beliebiges endliches konvexes Polygon. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. S. 73, 49—52 (1950) [Russisch]. 
Soit G, un domaine borne du plan, limit& par un contour convexe polygonal L; 
on suppose qu’on connait la repr&esentation conforme de @ sur le cercle-unite. L’A. 
determine alors, en s’appuyant sur les resultats anterieurs (ce Zbl. 35, 400, 38, 111) 
les deplacements continus dans @ + L, connaissant sur Z les d&placements normaux 
et les contraintes tangentielles. J. Kravtchenko (Grenoble). 
Topoljanskij, D. B.: Über eine Abschätzung des verallgemeinerten Dirichlet- 
schen Integrals beim ebenen Problem der Elastizitätstheorie und bei der dreidimen- 
sionalen Randwertaufgabe. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 423—428 (1950) 
[Russisch ]. 


BJ 


Dans le plan Oxy, soit =i9, (8, Yy) +5j9,(X, y); un probleme d’elasti- 
ceit& conduit & chercher 9, solution de: «A Pi +b grad div 9=(0 defini dans un 
domaine @ par les valeurs frontieres donnedes (a et b sont des constantes). Soit 
E (g), Vintögrale gen6ralisce de Dirichlet relative & (1) et &@. La methode classique 
de Hilbert-Courant conduit I’A. & definir les classes de fonctions @* et @** telles 
que pour @* + pet p**==@ onait E(p**) <E(p) <E(p*). — Le me&me rösultat 
est obtenu relativement au probleme de Dirichlet pose pour l’&quation du type 


elliptique: 
0 au eo ou [0 ou 
al \ r :(P =) Fr .(P ee) m 
les fonctions p et q ötant assez regulieres, ainsi que les valeurs frontieres de «. 
J. Kravtchenko (Grenoble). 
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Green, A. E. and I. N. Sneddon: The distribution of stress in the neighbourhood 


‚of aa flat elliptical erack in an elastie solid. Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 159—163 
(1950). 


Wenn sich in einem unendlich ausgedehnten, einachsig gleichförmig-gezogenen, 
elastischen Medium eine Höhlung befindet, so entstehen bekanntlich Spannungs- 
erhöhungen. Sadowsky und Sternberg haben (dies. Zbl. 33, 314) diese Erhöhun- 


gen für den Fall bestimmt, daß die Höhlung die Form eines dreiachsigen Ellipsoides 
‚ hat, dessen eine Hauptachse parallel der Zugrichtung ist (Rotationsellipsoid in der 


Kerbspannungslehre von Neuber, Berlin 1937, S. 94ff.). Einen Sonderfall dieses 
Problems behandeln die Verff.: die zug-parallele Achse hat die Länge Null (‚crack‘). 
Das Problem wird dadurch wesentlich ein ebenes und kann mit dem von Green 


schon vielfach benutzten komplexen Formelwerk für ebene Spannungszustände in 
besonders eleganter Form behandelt werden. Es erweist sich als mathematisch- 


identisch mit dem Problem der Geschwindigkeitsverteilung um eine senkrecht zu 
‚ihrer Ebene angeströmte elliptische Platte. Ähnlich läßt sich auch die Spannungs- 
‚verteilung in einem Halbraum infolge eines flachen elliptischen Eindruckes ansetzen 
— da hier das hydrodynamische Analogon aber nicht gelöst ist, können die Verff. 
vorläufig nur für einen Teil der interessierenden Größen Formeln angeben. Übrigens 
verzichtet die Arbeit ganz auf numerische Auswertung. 

FR, Marguerre (Darmstadt). 


e Beluzzi, Odone: Metodi sempliei per lo studio delle lastre eurve. Bologna: 


_ Nicola Zanichelli 1949. 64 p. 


Budinsky, Ferdinand: Caleul des tensions et fleches des lignes aeriennes &lec- 
triques aux portdes moyennes et grandes. Casopis Mat. Fys., Praha 75, D79—-D103 


“und franz. Zusammenfassg. D 102 (1950) [Tschechisch ]. 


Die vorliegende Arbeit gibt Methoden zur Berechnung der Spannungen, sowie der Durch- 
hängung bei elektrischen Freileitungen an. Es gelingt Verf., für die Spannungsberechnung 
Gleichungen anzugeben, die mehr oder weniger genaue Ergebnisse liefern. Er bezeichnet sie 
als lineare bzw. quadratische Gleichungen, je nachdem, ob die Spannungen mit der Temperatur 


des Leiters in einem linearen oder quadratischen Zusammenhang stehen. Daneben wird ein 


Iterationsverfahren verwendet, das bereits im ersten Teil der Arbeit (Venkovni vedeni jako 


- pruänä fetezovka, F'ysika v technice, I, 1946, 183—190, 193—197) behandelt wurde. — Für alle 


diese Gleichungen werden die Anwendungsmöglichkeiten und ihr Anwendungsbereich bei Be- 
rücksichtigung der Temperaturverhältnisse und der verwendeten Leiterwerkstoffe (Stahl, 
Bronze, Kupfer, Aluminium) angegeben und in Schaubildern dargestellt. Es wird besonders 
darauf hingewiesen, daß für große Stützweiten die einfache lineare Gleichung gut angewendet 
werden kann und genügend genaue Ergebnisse liefert, während bei mittleren und kurzen Stütz- 
weiten die genauere quadratische Gleichung benützt werden muß. Lediglich für Kontrollzwecke 
muß auch bei großen Stützweiten die quadratische Gleichung herangezogen werden. An Hand 
von Beispielen wird die Anwendung der Gleichungen in der Praxis gezeigt und ihre Brauchbar- 
keit nachgewiesen. — Dieselke Frage wurde bereits von V. Hruska (Venkovni elektrickä vedeni 
pocitanä jako pruznä fetezovka, ESC, Praha 1940) mittels Hyperbelfunktionen streng gelöst. 
K. Karas (Darmstadt). 


Proseiutto, Aristide: Sul problema generale dell’equilibrio di un corpo rigido 
sogetto a vineoli elastiei. Mem. Accad. Sci. Ist. Bologna, Cl. Sei. fis., X. 8. 5, 67— 


76 (1949). 
Aus der elementaren Lehre von der schiefen Biegung des Balkens kennt man 


‚die Zuordnung von Kräften und Verschiebungen mit Hilfe der Culinannschen 


Ellipse. Das analoge räumliche Problem ist die Zuordnung zwischen den 
„Motoren‘‘ Kraft-Moment und Drehung-Verschiebung an einem starren Körper, 
der, elastisch gefesselt, kleine Bewegungen ausführen kann. Die Untersuchung geht 
aus von den diesbezüglichen Überlegungen Riceis (1911), umgeht aber den dort 
benutzten Raum von fünf Dimensionen durch Verwendung des mechanisch ungleich 


“ anschaulicheren Motor-Begriffes von v. Mises [Z. angew. Math. Mech. 4, 155—181, 


193—213 (1924)]. Es werden die Symmetrieeigenschaften des Elastizitätstensors 


| festgestellt (21 statt 36 Elemente), die Existenz von 6 reellen Hauptwerten (und 
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-achsen) bewiesen, und, nach einer Diskussion von Gruppen orthogonaler Motore 
allgemein, Bemerkungen angeschlossen über die Formänderungsenergie und übe 
den Sonderfall zusammenfallender Hauptwerte. Marguerre (Darmstadt). 

Fadle, J.: Der homogene, durchlaufende Träger auf unverschieblichen Stützen 
Ingenieur-Arch. 17, 317—335 (1949). 

Verf. gibt zunächst die allgemeine Lösung der Differenzengleichung des homo- 
genen, durchlaufenden Trägers mit gleichen Stützweiten und gleicher Belastun 
(die sowohl aus einer stetigen Belastung wie auch aus Einzellasten bestehen kann) 
aller Felder, die schon von Clebsch (Theorie der Elastizität fester Körper, Leipzi 
1862, 8. 394) gefunden wurde, an und stellt diese durch Einführung konjugierter! 
Zahlen in einer für die Rechnung bequemeren Art dar. Nach dieser Methode wir 
der homogene durchlaufende Träger für die drei Lagerungsfälle: freie Auflagerung! 
der Endstützen, starre Einspannung der Endstützen, gemischte Randstützen- 
lagerung (erste Stütze starr eingespannt, letzte Stütze frei gelagert) behandelt.) 
Die sich hierfür ergebenden Stützmomente sind für homogene Träger bis zu zwölf! 
Feldern in Zahlentafeln zusammengestellt. Desgleichen wird die Ermittlung der! 
Auflagerkräfte gezeigt und für deren rasche Bestimmung ein Schema für die Lage-: 
rungsfälle freie Auflagerung und starre Einspannung angegeben. An einem Beispiel! 
wird die Handhabung der Tabellen gezeigt. — In einem weiteren Abschnitt wird! 
der Träger gleicher Feldlängen mit nur einer einzigen Feldbelastung für die oben! 
angegebenen drei Lagerungsfälle nach der gleichen Methode behandelt. Ist nicht! 
nur eine Feldbelastung, sondern eine beliebige Lastverteilung über den ganzen! 
Träger gleicher Stützweiten vorhanden, so kann man diese nach dem Superposi- 
tionsgesetz in die der Feldzahl entsprechende Anzahl Unterbelastungsfälle 'auf- 
teilen und dann jeden Unterbelastungsfall mit nur einer einzigen Feldbelastung für! 
sich behandeln. Durch Überlagerung aller Unterbelastungsfälle kann dann der! 
Träger beliebiger Belastung geschlossen behandelt werden. Auch für diesen Fall! 
wurden die ermittelten Stützmomente für den homogenen Träger bis zu zehn Fel-| 
dern in Zahlentafeln angegeben. Für die Bestimmung wird auch hier ein Schema 
angeführt. K. Karas (Darmstadt). 

Joseph, J. A. and J. S. Brock: The stresses around a small opening in a beam 
subjeeted to pure bending. J. appl. Mech., New York 17, 353—358 (1950). 

Mit Hilfe der Methode der komplexen Funktionen werden entsprechend dem 
Verfahren von Muschelisvili [Siehe z.B. Z. angew. Math. Mech. 13, 264—282 
(1933); dies. Zbl. 7, 209] Lösungen für den gebogenen Stab mit kleinen länglichen, 
bzw. viereckigen (abgerundeten) Ausschnitten angegeben, welche bei Verwendung 
endlicher Polynome den Randbedingungen entsprechen. H. Neuber (Dresden). 

Donnell, L. H, and €. C. Wan: Eiffeet of imperfeetions on buckling of thin 
cylinders and eolumns under axial eompression. J. appl. Mech., New York 17, 73— 
83 (1950). 

Der erste Ansatz zur theoretischen Lösung des Beulproblems für den axial 
gedrückten Zylinder stammt schon aus dem Jahr 1908 (Lorenz, Z. VDI.). In- 
zwischen haben sich zahlreiche theoretische und experimentelle Arbeiten mit dem 
Problem beschäftigt, ohne daß es als abgeschlossen gelten kann. Das liegt, wie 
v. Kärmän und Tsien 1941 gezeigt haben, daran, daß der ideale Beulvorgang | 
ein Durchschlag-Vorgang ist, bei dem die ursprünglich gerade Zylinderwand schlag- 
artig in eine ausgebeulte Form geringeren Energieinhaltes überspringt, und diesen 
Vorgang kann nur eine Theorie großer Deformationen erfassen, nicht die klassische 
Stabilitätstheorie. So wichtig diese Erkenntnis ist — über die wirkliche Trag- 
fähigkeit eines gegebenen Zylinders sagen die Kärmänschen Untersuchungen nichts 
aus, auch nicht die von Leggett und Jones (1942), denn der Rechnung liegt die 
Annahme idealer Zylinderform zugrunde (die beim Erreichen der Stabilitätsgrenze 
plötzlich verlassen wird). So greifen die Verff. zurück auf eine Arbeit von Donnell 
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(1934), die die Abminderung der Knicklast aus den Formungenauigkeiten zu er- 
‚klären versuchte, erweitern aber deren Ansätze im Lichte der v. Kärmänschen Er- 
gebnisse. Sie erhalten o(e)-Kurven mit einem die Ungenauigkeit charakterisieren- 
den Parameter U, die mit Versuchen gut übereinstimmen und die das Verhalten 
‚eines wirklichen Zylinders (von bekanntem U) vorauszusagen gestatten. Über die 
‚'zweckmäßigste Definition von U gibt die Theorie des Knickstabes, die nach dem- 
‚selben Gedanken auch abgehandelt wird, Anhaltspunkte. Der Rechnungsgang selbst 
‚wird in einem Appendix in konzentrierter Form erläutert — bemerkenswert, daß 
‚Idie Verff. mit 5 Parametern arbeiten, d. h. 5 nicht-lineare Minimalforderungen 
"berücksichtigen, nebenbei also auch die Kärmänsche Theorie verbessern. Eine Dis- 
!kussion der bis heute vorliegenden experimentellen Ergebnisse, insbesondere auch 
‚für die Zylindertorsion, rundet die wertvolle Arbeit ab. 
Iı Marguerre (Darmstadt). 
| Green, A. E.: The elastie equilibrium of isotropie plates and eylinders. Proc. 
IR. Soc., London, A 195, 533—552 (1949). 
ji Die bekannten Anwendbarkeitsgrenzen der Platten- (und auch der Scheiben-) 
'/theorie haben zu mancherlei Versuchen geführt, den ‚wirklichen‘ Verhältnissen 
‘näher zukommen. Ein Gedanke ist der, die Schubverformung bei der Platte integral 
‘I vermöge einer Energieaussage mitzunehmen (Hencky, Reißner, dies. Zbl. 30, 
43). Einen rationalen Übergang zur dreidimensionalen Theorie erhält man für die 
/ Platten, deren Oberflächen frei sind von Kräften (die also nur an Rändern belastet 
sind) durch Entwicklungen nach der Koordinate z senkrecht zur Platten-Mittel- 
"fläche. Für die Fourier- und für die Potenzreihenentwicklung gibt Verf. den Formel- 
lapparat an (unter Benützung der Stephensonschen komplexen Schreibweise), ge- 
trennt für die antimetrische (Platten-) und die symmetrische (Scheiben-)-bean- 
“spruchung. Beschränkt man sich bei der Entwicklung nach den Eigenfunktionen auf 
I das erste Glied, so erhält man fast genau die Reißnerschen Formeln, bis auf die 


| Ersetzung einer aus der Energieintegration stammenden yıo durch x, was zahlen- 

" mäßig belanglos ist. Numerische Ergebnisse für die Platte mit kreisförmigem Loch 

will Verf, erst geben, wenn Tafeln für die Besselfunktionen zweiter Art von komplexem 

! Argument vorliegen, deren Erscheinen in Amerika angekündigt wurde. 

Marguerre (Darmstadt). 

L Dokos, $. J.: A force applied in the median plane at the center of a eireular 
insert in a plate. J. appl. Mech., New York 16, 411—413 (1949). 


Die Arbeit behandelt das Problem der Spannungsverteilung in einer unendlich großen 
" Platte mit einem kreisrunden, zylindrischen Loch, das durch eine Scheibe mit Material anderer 
| Elastizitätseigenschaften ausgefüllt ist. Dabei wird angenommen, daß die Scheibe mit der 
‚ Platte entlang der kreisförmigen Öffnung am Übergang starr verbunden ist. Die Platte wird 
durch eine Einzelkraft in der Mittelebene beansprucht. Ähnliche Untersuchungen hat bereits 
".L. H. Donnell [Stress concentrations due to elliptical discontinuities in plates under edge 
forces, T. v. Kärmän Annivers. Vol., 293—309 (1941)] bei einer Platte mit einem elliptischen, 
| zylindrischen Loch, das ebenfalls Material mit anderen Elastizitätseigenschaften enthält, an- 
\ gestellt. — Mit Hilfe der Airyschen Spannungsfunktion gelingt es dem Verf., Lösungsgleichungen 
für die Radial- und Scherspannungen wie auch für die Verschiebungen, sowohl für die Scheibe 
} als auch für die Platte zu gewinnen. Im besonderen wird angegeben und in einer Abbildung 
‚dargestellt, wie sich die maximalen Radialspannungen verhalten, wenn die Steifigkeit der Scheibe 
bzw. der Platte sich dem Wert Unendlich nähert. Dabei wird die Spannungsverteilung für den 
' Fall einer starren Scheibe entlang der Übergangsstelle in einer Abbildung gezeigt. Schließlich 
' wirdin einer weiteren Abbildung der Radialspannungsverlauf für eine Messingplatte, eine Messing- 
| platte mit einem Stahleinsatz und eine Messingplatte mit einer starren Scheibe veranschaulicht. 
“Aus ihr ist deutlich die Verringerung der maximalen Radialspannungen im Falle der eingesetz- 
ten Scheibe gegenüber der massiven Platte zu ersehen. K. Karas (Darmstadt). 


z Jaramillo, T. J.: Defleetions and moments due to a eoncentrated load on a 
‘ eantilever plate of infinite length. J. appl. Mech., New York 17, 67—72 (1950). 
w Ein unendlich breiter Balken von der Tiefe a trage im Abstande ce <a vom 
\ Einspannquerschnitt z—=0 eine Einzellast. Gesucht die Durchbiegung w in Ab- 
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hängigkeit von ®, y, c, a (und natürlich vom E und » des Materials), ferner die M4 
mente für & — 0. Verf. formuliert Differentialgleichungen nebst Rand- und Übe 
eangsbedingungen, indem er die Einzellast als den Grenzfall einer Schneidenla} 
—ö<y<ö6 auffaßt, und diese durch ein Fourierintegral darstellt. Er erhä‘ 
damit alle gesuchten Größen in der Form von Fourier-Integralen, für deren Aus 
wertung er z. T. numerische Integrationen, vornehmlich aber den Residuensa 
heranzieht. Beide Wege erfordern viel Rechenarbeit, wenigstens konvergiert di 
Residuenreihe gut. In Schaubildern ist w(z, c) für y=0, w(y, x) für c/a —=(, 1 
und 1, ferner Mwax(c/a) und M(y,c) für x = 0 dargestellt. — Für c=a Üben 
einstimmung mit den Ergebnissen von Mc. Gregor (Mech. Eng. 1935, 225). 
Marguerre (Darmstadt). 

Pozzati, Piero: La lastra rettangolare con due lati opposti semplicemente ap 
poggiati e gli altri due sostenuti da travi elastiche e impediti o liberi di ruotare. Boll 
Un. mat. Ital., III. S. 4, 374—381 (1949). 

Verf. betrachtet eine Platte (für die Zahlenrechnung wird sie als gleichförmi 
belastet angesehen), die auf einem Randpaar gelenkig-starr gelagert, auf dem andere: 
elastisch gestützt ist, und zwar a) eingespannt, b) gelenkig (die wirkliche Stützun; 
auf elastischen Trägern liegt zwischen diesen beiden Grenzfällen). Der bekannt! 
Levysche Ansatz liefert Fourierreihen für w und M, die gut konvergieren und derex 
Auswertungsergebnis in Tabellen-Form wiedergegeben ist. Im Falle b) läßt sich dis 
Rechnung dadurch stark vereinfachen, daß man von der bekannten Lösung für di 
allseits gelenkig-gelagerte Platte ausgeht und den Effekt der elastischen Nachgiebig' 
keit „superponiert‘“. Marguerre (Darmstadt). 

Pozzati, Piero: Sulla risoluzione, in serie semplice, della lastra rettangolar: 
appoggiata, sottoposta a un carico 0 una coppia eoncentrati in un punto qualunque! 
Bull. Un. mat. Ital., III. S. 5, 239—247 (1950). 1 

Für die frei aufliegende Platte mit Einzellast wird für praktische Zweckd 
eine einfache Reihenentwicklung empfohlen. H. Neuber (Dresden). 

Osgood, W.R. and J. A. Joseph: On the general theory of thin shells. J. app! 
Mech., New York 17, 396—398 (1950). 

Anläßlich gewisser Unsymmetrien, welche in den klassischen Schalengleichungen 
von A.E.H. Love (A treatise in the mathematical theory of elastieity) auftreten. 
untersuchten Verff. die formänderungsgeometrischen Beziehungen und gelangten 
innerhalb der mit der Schalenkrümmung und ihrer elastischen Änderung in engem 
Zusammenhang stehenden Terme zu gewissen Abweichungen (zu ähnlichen Er- 
gebnissen gelangte Ref. auf anderem Wege, vgl. dies. Zbl. 33, 29, 312, Bem.d. Ref.). 

H. Neuber (Dresden). 

Nazarov, A. A.: Zur Theorie der dünnen flachen Schalen. Priklad. Mat. Mech., 
Moskva 13, 547—550 (1949) [Russisch]. 

In der Arbeit wird die Biegetheorie der flachen Schalen mit Hilfe des Ricci- 
Kalküls und unter Zugrundelegung eines ‚fast kartesischen‘“ Koordinatennetzes 
entwickelt, welches durch die Schnittlinien der Schalenmittelfläche mit zwei ortho- 
gonalen Scharen paralleler Ebenen gebildet wird. Entsprechend der Annahme 
einer flachen Schale werden in den Verzerrungsgleichungen alle höheren Potenzen 
der geometrischen Größen der unverzerrten Schale und die Produkte dieser Größen 
mit den Termen aus der Verschiebung in der Schalenmittelfläche gestrichen und in 
den ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen die Querkraftkomponenten in der 
Tangentialebene vernachlässigt. Auf diese Weise werden für die Verschiebungs- 
komponenten drei vereinfachte Differentialgleichungen gewonnen. Außerdem 
werden mit Hilfe einer Spannungsfunktion, die die ersten beiden Gleichgewichts- 
bedingungen identisch erfüllt, durch Elimination der Verschiebungskomponenten 
in Richtung der Schalentangenten und aus den übrigbleibenden Gleichgewichts- 
bedingungen zwei gekoppelte Differentialgleichungen für die Normalkomponente 
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‚der Verschiebung und für die Spannungsfunktion hergeleitet. Diese beiden Glei- 
\chungen sind in den allgemeineren Gleichungen von Marguerre für große Durch- 
biegungen enthalten (s. Jbuch. Deutsch. Luftfahrtforschung 1939, I, 413), die auf 


‚gewonnen wurden. A. Kromm (Berlin). 


Darevskij, V. M.: Zur Frage der Wirkung einer konzentrierten Last auf eine 
ylindrische Schale. Doklady Akad. Nauk SSSR;, n. S. 75, 7—10 (1950) [Russisch ]. 
Au. obtains asymptotic expressions for deformations and inner forces near the 
en. of application of a concentrated force acting on a thin-walled, circular, elastiec 


shell. M. P. White (Amherst, Mass.). 


" Sapiro, G. S.: Das elastische Gleichgewicht eines Rotationsparaboloids. Prik- 
lad. Mat. Mech., Moskva 14, 672—673 (1950) [Russisch]. 

\ Storehi, Edoardo: Sulle equazioni indefinite della statiea delle membrane tese 
[su generiche superfieie. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., 
VIII. S. 8, 116—120 (1950). 

Storchi, Edoardo: Integrazione delle equazioni indefinite della statiea dei 
Jiveli tesi su una generiea superfieie. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. 
Ilmat. anatur., VIII. S. 8, 326—331 (1950). 

f m ebene Spannungszustände zu bestimmen, geht man bekanntlich so vor, 
laß man die Gleichgewichtsbedingungen identisch befriedigt durch Einführung der 
\Airyschen Spannungsfunktion x und aus Hooke und Kompatibilität für x eine 
IDifferentialgleichung gewinnt. Der ebene Spannungszustand ist der Sonderfall eines 
ıllgemeineren: des Zustandes in einer auf einer beliebigen starren Oberfläche satt- 
Jaufliegenden, durch tangentiale Randkräfte belasteten Membran. Die Schwierig- 
\zeit, auch hier eine Spannungsfunktion zu finden, hängt ab von der Metrik der 
Ügenannten Oberfläche. Die Developpable verhält sich wie die Ebene, etwas kom- 
plizierter die Kugel — in beiden Fällen enthält die Definition der Spannungen nur 
zweite (und niedrigere) Ableitungen von x. In der ersten Arbeit zeigt Verf., 
laß dieses von Finzi [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., 
VI. S. 19, 578—584, 620—623 (1934)] schon gewonnene Resultat nur für Flächen 
zonstanter Krümmung gilt. In der zweiten Arbeit erweitert er eine frühere 
[Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur, VIII. S. 7, 227—231 
‘1950)], die den Rotationsflächen gegolten hatte, und zeigt, daß nun nicht 
‘nehr dritte (wie dort), sondern fünfte Ableitungen notwendig werden, wenn man 
"lie 3 Spannungskomponenten vermöge der Gleichgewichtsforderung durch die 
“sine unbekannte Funktion ausdrücken will. Im allgemeinsten Fall werden die 
!Formeln (trotz der Verwendung geodätischer Koordinaten) sehr kompliziert; sie 
einfachen sich etwas in einigen Sonderfällen, die im Laufe der Rechnung hervor- 
"treten. Marguerre (Darmstadt). 


I Grinberg, 6. A. und Ja. S. Ufljand: Über die Verbiegung einer rechteckigen 
"Membrane mit fester Kontur unter der Wirkung einer beliebigen Last. Priklad. Mat. 
“Mech., Moskva 13, 413—434 (1949) [Russisch ]. 

ih. Die vorliegende Arbeit untersucht den Fall einer allseitig eingespannten Rechteckplatte 
mit verschiedenen Belastungen. Dieser Fall besitzt eine große praktische Bedeutung. Es ge- 
Fine dem Verf., Näherungsformeln anzugeben, die es gestatten, mit verhältnismäßig geringem 
Rechenaufwand die Durchbiegungen, Biegungsmomente und Querkräfte bei den nachfolgenden 
Belastungen zu ermitteln. — Zu Beginn der Untersuchungen wird eine Rechteckplatte von den 
"Seiten a, b betrachtet, die einer stetigen Belastung ausgesetzt ist. Um Lösungen für diesen 
'Fall zu erhalten, wird zunächst die Durchbiegung eines in der x-Richtung (x-Achse parallel 
zur Seite a) unendlich langen Plattenstreifens, der entlang der Seiten y = + 5/2 eingespannt 
"st, untersucht, wobei dieser entlang der x-Achse mit Einzelkräften gleichen Abstandes belastet 
ist. Dabei macht Verf. für die Durchbiegung den Ansatz einer cos-Reihe und kommt schließ- 
lich zu einer Lösung, die sechs der vorhandenen acht Randbedingungen erfüllt, während die 
Westlichen beiden Randbedingungen durch ein System von zwei Integralgleichungen, die durch 
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Weiterbehandlung eine Verbesserung der Ergebnisse gestatten, befriedigt werden. Die sic! 
hierbei ergebenden unendlichen Reihen werden in Tabellen zusammengefaßt, was den Vorte' 
hat, daß nicht jeder Rechnungsgang von vorne begonnen werden muß, wie bei anderen Reel! 
nungsmethoden.—In den weiteren Abschnitten werden mit Hilfe der gewonnenen Gleichunge! 
verschiedene Belastungsfälle untersucht und die Ausdrücke für die Durchbiegung, sowohl &) 
einem beliebigen Punkt der Platte, als auch für das Zentrum derselben angegeben. Zunächs; 
betrachtet Verf. eine symmetrische Belastung in Richtung der x-Achse, d. h. bezüglich det 
Geraden x = a/2. Dabei wurden die Summenwerte der Reihen für die beiden Seitenverhäl 

nisse b/a = 1 und b/a = 1/2 in einer Tabelle zusammengestellt. Dann wird der Fall einer gleicht 
mäßigen Belastung über die Platte angeführt. Weiter behandelt er den Fall mit einer im Zert 
trum der Platte wirkenden Einzelkraft, wobei er auch die quadratische Platte mit erfaßt. AB 
schließend werden drei Belastungsfälle untersucht, bei welchen die Belastungen sowohl zu 
x-Achse als auch zur y-Achse symmetrisch sind, und zwar a) Belastung in Form eines Drei 
kantprismas, wobei die Kanten parallel zur y-Achse liegen, b) Belastung in Form eines par& 
bolischen Prismas, wobei ebenfalls die Kanten desselben parallel zur y-Achse verlaufen, c) Bex 
lastung, die auf einer Geraden der Platte gleichmäßig verteilt ist. Für alle diese Belastungs 
fälle werden Gleichungen für die Durchbiegungen angegeben und die Ergebnisse in Tabelle 
festgehalten. — Im letzten Abschnitt dieser Arbeit untersucht Verf. noch die Biegungsmomenti 
und die Querkräfte für die oben genannten Belastungsfälle und stellt auch dafür die Ergebnissk 
durch Gleichungen und Tabellen dar. K. Karas (Darmstadt). 


Ba 


Wang, Tsun Kuei: General instability of semimonocoque structures unde‘ 
combined loads of bending and compression. Sci. Record, Acad. Sinica 3, 121—13) 
(1950). | 

Hodge jr., P. @.: Yield eonditions in plane plastie stress. J. Math. Phys, 
Massachusetts 29, 38—48 (1950). | 

Au. compares von Mises and Tresca yielding conditions for an ideal plasti 
material, applying them to two plane stress problems: (1) infinite plate wit 
ceireular hole under radial pressure and with its outer boundary under hydrostati 
tension; (2) a flat tension member with a sharp notch. He introduces a generalize‘ 
Tresca yielding condition: 

4 -%=2kfor |, +) <2k, 

4 -%=(1+%)2k-A|(o, +0)| for jo, +0] >2k, 
where A is a positive constant (= 1 is the normal Tresca condition). For th4 
plate with the circular hole the solutions are regular and close to one another. Fo) 
the notched plate, while the Mises condition and the generalized Tresca conditios 
with A <1 gave solutions, none was possible for A = 1, and none could be found 
For M. P. White (Amherst, Mass.) 


Allen, D. N. de G. and Riehard Southwell: Relaxation methods applied t« 
engineering problems. XIV. Plastie straining in two-dimensional stress-system: 
Phil. Trans. R. Soc., London, A 242, 379—414 (1950). 

Wie frühere Arbeiten der Serie (dies. Zbl. 34, 220; 35, 116) enthält der Aufsatı 
zunächst eine ausführliche Erörterung der mechanischen Aufgabe: Formulierung 
der Hencky-Misesschen Fließtheorie für das zweidimensionale Problem, wobe: 
ebener Spannungs- und ebener Verzerrungszustand ein etwas voneinander ab! 
weichendes Verhalten zeigen. Im zweiten Teil wird dann das (wegen der Fließi 
bedingung) nicht-lineare Differentialgleichungssystem in ein möglichst engma! 
schiges System von Differenzen-Gleichungen übergeführt und nach der Relaxations! 
Methode gelöst. Als Beispiel dient der gekerbte Zugstab (Halbkreis- und Dreiecks: 
Kerbe). An den Ergebnissen interessiert mechanisch besonders die Ausbreitung de: 
Fließzone unter wachsender Last (Schaubilder), die übrigens nicht nur im Kerbı 
grund beginnt, sondern bei etwas höherer Last auch von einem Punkt der Symmetrie! 
achse aus sich ausbreitet. Marguerre (Darmstadt). 

Szegö, G.: On membranes and plates. Proc. nat. Acad. Sci. USA. 36, 210 
216 (1950). 

Verf. teilt drei Sätze über die kleinsten Eigenwerte von Membran- und Platten 
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roblemen mit. Es sind dies die drei folgenden Probleme: 
[f \grad u]? do 


)2 = Min Se ‚ w=0auf (, Membran mit festem Rand 
D 
JJ(7° u? do 
72 —= Min? ji RN Ou/On = ( auf C, eingespannte Platte 
is fi (7? u)? do 
%2= Min > if rad ud” —= Ou/ön = ( auf ©, ausgebeulte Platte 


‘FD bedeutet dabei ein einfach zusammenhängendes Gebiet, das durch eine doppel- 
E punktfreie analytische Kurve C begrenzt wird. Über die Funktion u (z, y) werden 
i ‚geeignete Voraussetzungen gemacht, welche die Existenz der Integrale sichern. — 
Der erste, das Problem (a) betreffende Satz, der schon von Rayleigh formuliert 
und von Faber bewiesen wurde, sagt aus, daß jede Membran bei gleichem Flächen- 
! inhalt von D eine höhere Eigenfrequenz als die Kreismembran besitzt. Der zweite 
und ger dritte Satz enthalten die gleiche Aussage über die Probleme (b) und (e). 
\ Ist a der Radius der kreisföürmigen Membran oder Platte, so liefert der Vergleich 
a4, 22,405, a), 23,19, a), 23,832. Die Beweise stützen sich auf den von 
A Faber angegebenen Prozeß der Symmetrisierung, der vom Verf. so modifiziert, 
J wird, daß auch die schwierigeren Beweise der zu den Problemen (b) und (c) ge- 
“hörigen Sätze gelingen. Quade (Hannover). 
Young, Dana: Vibration of reetangular plates by the Ritz method. J. appl. 
| Mech., New York 17, 448—453 (1950). 

Das Verfahren von W. Ritz [J. reine angew. Math. 135, 1—61 (1909)] stellt. 
eine der möglichen Methoden dar, um Näherungslösungen für die Frequenzen und 
' Schwingungsformen bei dünnen elastischen Platten zu erhalten. Die Genauigkeit, 
#der Ergebnisse und die Durchführung der numerischen Berechnung hängen zum 
‘großen Teil von der Klasse von Funktionen ab, die zur angenäherten Darstellung 
der Ausbiegung der Platte zugelassen werden. Als solche Näherung werden von Verf. 
idie Eigenfunktionen des schwingenden Balkens von konstantem Querschnitt ge- 
‘wählt. Zur Erleichterung der Rechnung sind Werte dieser Eigenfunktionen, ihrer 
Integrale sowie Integrale ihrer Ableitungen numerisch berechnet, mit deren 
" Hilfe die erforderlichen Gleichungen aufgestellt und ohne großen Aufwand an Rechen- 
! arbeit gelöst werden können (Iteration). Tabellen dieser Funktionen sind in einer 
"besonderen Arbeit veröffentlicht [D. Young and R.P. Felgar, Table of charac- 
'teristic functions representing the normal modes of vibration of a beam, Engin. 
) Res. Ser. No. 44, University of Texas, Austin (Texas) 1949]. Vollständige Lösungen 
| sind für drei verschiedene Arten der Lagerung gegeben, nämlich a) quadratische 
ringsum fest eingespannte Platte, b) quadratische Platte, an zwei aneinandersto- 
| Benden Seiten fest eingespannt, an den beiden anderen Seiten frei, c) quadratische 
| Platte, an einer Seite fest eingespannt, an den drei übrigen Seiten rei. — Das Ritz- 
"sche Verfahren liefert bekanntlich Eigenwerte, die immer höher als die exakten 
Werte sind, ebenso wie die Genauigkeit der Ergebnisse in den meisten Fällen nicht 
‚sicher abgeschätzt werden kann. Trotz dieser Einschränkungen liefert das Ritz- 
‚sche Verfahren bei zahlreichen Aufgaben des Gleichgewichts, der Stabilität und der 
‘Schwingung befriedigende Lösungen. Wegen der Konvergenz und der Genauig- 
| keit des Verfahrens siehe E. Trefftz [Math. Ann., Berlin 100, 503 (1928)], R. Cou- 
‘rant [Bull. Amer. math. Soc. 49, 1—23 (1943 ], sowie L. Collatz [Eigenwert- 
|aufgaben mit technischen Anwendungen, N 205—245, Leipzig 1949; dies. Zbl. 35, 
1175]. Gran Olsson (Trondheim). 
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Mindlin, R. D. and L. E. Goodman: Beam vibrations with time-dependent | 


boundary conditions. J. appl. Mech., New York 17, 377—380 (1950). 
Es wird die Differentialgleichung für die Durchbiegung des schwingenden ela- 
stischen Stabes untersucht, wobei als Querbelastung allgemein ein Produkt einer 


Funktion von x (Stabkoordinate) mit einer Funktion von £ (Zeit) angesetzt wird. 


und an den Stabenden zeitveränderliche Bedingungen vorgeschrieben werden. Die 


Methode der Trennung der Variablen, welche bei den klassischen Lösungen mit 
zeitunveränderlichen Randbedingungen zum Ziele geführt hat, erweist sich hierbei 
nicht mehr als brauchbar. Verf. umgeht diese Schwierigkeit durch Einführung einer 
Ergänzungsfunktion, welche so bestimmt wird, daß sich für die Restfunktion homo- 
gene Randbedingungen ergeben. Dies wird am einfachsten mit Hilfe von Polynomen 
fünften Grades in x erreicht. Die Ermittlung der Restfunktion kann alsdann nach | 


bekannten Methoden erfolgen, wobei zweckmäßig Orthogonalfunktionen zur An- 
wendung kommen. H. Neuber (Dresden). 

Hoppmann 2nd, W. H.: Impact on a multispan beam. J. appl. Mech., New 
York 17, 409—414 (1950). 


Für einen durchlaufenden Träger von konstantem Querschnitt, der vier Auf- 
lager (in gleichem Abstande) besitzt, wird der durch eine in Trägermitte vertikal | 
auftreffende Kugel eingeleitete Stoß- und Schwingungsvorgang in ähnlicher Weise | 
behandelt, wie Verf. das gleiche Problem beim elastisch gebetteten Stab unter- | 


suchte (dies. Zbl. 33, 30). Die Durchbiegung wird zunächst als Summe von Produkten 
von Orts- und Zeitfunktionen angesetzt; dabei sind die ersteren der Differential- 
gleichung und den Randbedingungen angepaßt, während die Zeitfunktionen aus 
Integralaussagen gewonnen werden, welche auf den Lagrangeschen Gleichungen 
zweiter Art beruhen. Die Verschiebung der Trägermitte ist als Zeitfunktion für die 


Grundschwingung, sowie mehrere Oberschwingungen ausgewertet und der ent- 


sprechenden Funktion für den Träger auf zwei Stützen gegenübergestellt. 
H. Neuber (Dresden). 
Hydrodynamik: 


Agostinelli, Cataldo: Nuovi eontributi alla teoria della figura dei pianeti. Univ. | 


Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 179—224 (1950). 


Als Beitrag zu einer Theorie der Planetengestalt untersucht Verf. solche Gleich- 
gewichtsfiguren heterogener Flüssigkeiten von stetig veränderlicher Dichte, die | 
sowohl der Eigengravitation als auch der Anziehung durch weit entfernte (als fest 
angenommene) Attraktionszentren unterworfen sind, mit konstanter Winkelge- 
schwindigkeit langsam um eine feste Achse rotieren und außer dieser Rotations- 
bewegung noch eine Dilatationsbewegung ausführen. Er weist (durch Entwicklung 
nach Kugelfunktionen und Näherungsrechnungen) die Existenz von Gleichge- | 
wichtsfiguren in der Nachbarschaft dreiachsiger Ellipsoide nach, so daß die Niveau- | 


flächen, die Flächen gleicher Dichte und die Flüssigkeitsoberflächen ein einziges 


Flächensystem bilden. Die Ergebnisse werden auf das Problem der Figur der Erde | 
(mit Mond und Sonne als Attraktionszentren) angewandt und liefern für die äqua- | 
toriale Abplattung (a — b)/a <1,67-105. Die erste Näherung der polaren Ab- | 
plattung (a — c)/a liegt innerhalb der Poincar6schen Schranken. Die einschlägigen | 


Arbeiten von L. Lichtenstein fanden leider keine Berücksichtigung. 
Y Garten (Tübingen). 
Arzanyeh, I. $.: Wirbel-Interpretation der Theorie der Funktionen einer kom- 


plexen Veränderliehen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 73, 667-670 (1950) | 


[Russisch ]. 


A chaque fonetion analytique F(e,t) dd e=x-+iy, dependant du para- | 
metre t (temps), l’A. fait correspondre un &coulement tourbillonnaire d’un fluide 


parfait incompressible place dans le champs d’un potentiel. L’A. determine, & 
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'/  partir de F'(o, t) le champs des vitesses, = loi des pressions, les surfaces de courant. 


| Les formules se simplifient dans le cas permanent; des exemples suggestifs d’6cou- 
_ lements illustrent la m&thode. J. Kravtchenko (Grenoble). 


Polubarinova-Kolina, P. Ja.: Über Quellen und Senken auf einer Fläche. 


j _ Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 57—64 (1950) [Russisch]. 


Apres avoir rappel6 les &quations classiques de l’&coulement & potentiel d’une 


) couche infiniment mince de liquide parfait, repandue sur une surface S (en variables 
_ isothermiques liees & 8), l’A. construit, au moyen de ces coordonnees, des mouvements 
 & potentiel des vitesses, comportant une source ou un puit ponctuels. Les formules 


obtenues sont explicitees dans le cas 1) des surfaces eylindriques; 2) des surfaces 


') de revolutions autour de 0z (les cas de la sphere et de l’ellipsoide sont traites en 


) detail); 3) ou S est un ellipsoide & axes inegaux. — Les r&sultats ci-dessus peuvent 


\ 


'# servir & l’etude d’une nappe de petrole, s’&coulant sur une couche impermeable 


S, percee d’un forage ponctuel. J. Kravtchenko (Grenoble). 
Ertel, Hans: Ein neues Verfahren zur Konstruktion von Trajektorien in Strö- 


| mungsfeldern. Z. angew. Math. Mech. 28, 270—274 (1948). 


Gegeben sei eine instationäre Strömung mit dem Geschwindigkeitsfeld 


v(t, )= (9; v5, v5). 
Der Ortevekter t einer Partikel zur Zeit t=( sei gegeben, gesucht ist der Orts- 


 vektor {—r zur Zeit {= —r. Ausgehend von den strengen Gleichungen wird 


gezeigt, daß der unbekannte Vektor r in erster Näherung der Gleichung 
t=-stpEO) +H(t-r,—r)} 
genügt, die durch Iteration gelöst werden kann, falls r <2Y2 (grad v,)? 
Die Iteration läßt sich auch graphisch durchführen; diese Konstruktion wird vor- 
geführt für den Fall, daß die Iteration mit r(® — 0 begonnen wird. 
Weissinger (Hamburg). 

Ertel, Hans: Zur graphischen one von Trajektorien in Strömungs- 
feldern. Z. angew. Math. Mech. 28, 285—289 (1948). 

Verf. schlägt vor, das vorstehende Iterationsverfahren nicht mit ıV = 0, 
sondern mit (9 = op (T, 0) zu beginnen und dabei nicht rt, sondern 3= r —!ro(t, 0) 
als Unbekannte anzusehen, und gibt auch hierfür eine graphische Konstreitih an. 


| Ferner wird das Verfahren beschrieben für den Fall, daß das Geschwindigkeitsfeld 


nicht in kartesischen, sondern in geographischen Koordinaten gegeben ist. 
Weissinger (Hamburg). 

Samejlovi@, @. S.: Berechnung hydrodynamischer Gitter. Priklad. Mat. Mech., 
Moskva 14, 121—138 (1950) [Russisch ]. 

Dans le plan de la variable complexe 0, on donne un contour ferme, simple Z,, 
de forme arbitraire; soit L,, le contour obtenu en faisant subir & L, la translation 
nt, (n entier arbitraire; t, une constante donn6e); Z, et L, sont sans points communs. 
Si on enleve du plan o l’interieur des Z,, on definit un domaine g de ce plan, nomm& 
persienne de pas t,. — Dans le plan complexe z, on d&finit, de m&me, une persienne 
@, formee de cercles, deduits du cercle fondamental |z| <1 au moyen des trans- 


|. lations nt (t &tant le pas de la persienne @). L’A. se propose de construire la 
fonction: o= fe) =az+ P(z), realisant l’application conforme de @ sur g, 


avec correspondance des points & l’infini. A cet effet, il &tablit la formule: 


[0,0] — 1)r dr 7 
0 = f@)=az Ad amengaethzh; sr 


| - d’ou il tire ensuite | 'expression du potentiel complexe d’un ecoulement irrotationnel 
‘ plan & travers la persienne. — L’A. cherche alors ä construire f(z) connaissant la 
“ representation conforme de l’exterieur de Z, sur le domaine || > 1 C'est ce pro- 


+ bleme que I’A. resout au moyen d’un mecanisme d’approximations successives qui 


Zentralblatt für Mathematik. 39. 14 


210 


se pröte aux applications pratiques. — L’exemple des aubes d’une turbine & vapeur' 


trait& en detail, illustre la theorie. “  J. Kravtchenko (Grenoble). 


Lieblein, V.: Zur Berechnung der Auftriebscharakteristik eines Profils im | 


Gitterverband. Ingenieur-Arch. 18, 281—290 (1950). 
Der Auftriebswert c( eines im Gitter liegenden Profils, dessen Wölbung f/l, 


Dicke d, und Hinterkantenwinkel ö von Null verschieden sein dürfen, wird mit 


Hilfe der Singularitätenmethode näherungsweise berechnet und mit dem Auftriebs- 


beiwert c(® des Einzelprofils verglichen. Dazu wird die komplexe Singularitäten- 
verteilung in eine Reihe nach trigonometrischen Funktionen entwickelt, die nach 


dem dritten Glied abgebrochen wird. Real- und Imaginärteil der drei unbekannten 


Entwicklungskoeffizienten bestimmen sich aus der Forderung, daß die von der F 


Wirbelverteilung induzierte Strömung an der Vorder- und Hinterkante sowie in 
der Mitte des Profils tangential verläuft, daß die Gesamtquellstärke Null ist und 


daß die Quellverteilung in der Mitte die richtige Normalkomponente sowie die 


richtige Profildicke liefert. Für 8-schlagfreie Profile ergibt sich: 
cd) — ke) +2 (kw ff + kpdyfl + ku ö). 
Die Beiwerte k, ky, kp, kp hängen nicht vom Profil, sondern nur von den Gitter- 


konstanten (Teilungsverhältnis und Staffelungswinkel) ab und können aus bei- F 
gegebenen Tabellen oder Diagrammen entnommen werden. Im Unterschied zur | 
Theorie der Einzelprofile geht die Profildicke hier auch in die lineare Theorie ein. | 


Weissinger (Hamburg). 
Weissinger, J.: Die Berechnung der Auftriebsverteilung elastisch verdreh- 
barer Tragflügel. Ingenieur-Arch. 18, 255—262 (1950). 
Interpoliert man die von der Auftriebsverteilung eines Tragflügels herrührende 
Verdrillung desselben mittels der von Multhopp benutzten Quadraturformel 


und deutet die vom Sturzflugmoment erzeugte Verdrillung als Anstellwinkelände- 
rung, so kann das Verfahren von Multhopp zur Bestimmung der Auftriebsver- | 


teilung an einem starren Flügel auch auf elastisch verdrehbare Flügel ausgedehnt 
werden, vorausgesetzt, daß die elastischen Daten, d.h. die Torsionseinflußlinien, 
des Flügels bekannt sind. Das Verfahren hat den Vorteil, daß es auch auf Trag- 


flügel mit nicht gerader l/4-Linie anwendbar ist. Es wird ein numerisches Beispiel | 
durchgerechnet und die Ergebnisse werden mit denjenigen von Ziller verglichen. | 
® 


Söhngen (Darmstadt). 


Voelz, Kurt: Profil und Auftrieb eines Segels. Z. angew. Math. Mech, 


30, 301-317 (1950). 


Die ebene Strömung um ein Segel bestimmt sich, falls Anstellwinkel x und | 


Wölbung genügend klein sind, nach der Birnbaumschen Theorie der dünnen Pro- 
file mit dem Unterschied, daß die Profilkurve y(x) nicht vorgegeben ist, sondern 
(wie bei einem eben ausgespannten Seil) von der Druckverteilung abhängt; d. h. 


y(x) genügt (nach Einführung geeigneter Maßeinheiten) der Integrodifferential- | 


gleichung 
dx 
x — 


£) 


Sr 


1 
' 1 [2 
Ur 


in der A einen zur Spannung umgekehrt proportionalen Parameter bedeutet. Durch 
Anwendung der Betzschen Umkehrformel und Integration entsteht daraus die | 


Integralgleichung 


„d)=c.d+% | y (rt) an Sa) 
) 


— cos (d — 7) 


dt, 


in der die Konstanten c,,c, so zu wählen sind, daß die Lösung die Abflußbedingung 


(y(r) — 0) erfüllt und die Profilsehne den Anstellwinkel x hat (y(r) — y (0) = — a) 
Ist j kleiner als der kleinste Eigenwert A, des (positiv definiten) Kernes, so läßt sich 
die Lösung in Form einer Neumannschen Reihe Zr f, (9) gewinnen, von der prak- 
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tisch nur die uo drei Glieder berechnet werden müssen, da bereits /,(9) und alle 
BE seiteren f„(®) ziemlich genau proportional zur ersten Eigenfunktion a Für 
Ahr Eh die zu x = 0 gehörige Lösung. Für A> A, erhält man (mit Hilfe des 
Abspaltungsverfahrens von Schmidt-Goursat) Profile mit Wendepunkten, die 
aber physikalisch uninteressant sind. — Die so berechneten von A, abhängigen 
Profile haben i. a. verschiedene Bogenlänge L derart, daß der Parameter &e= 
(L—t)/t (= Sehnenlänge) in erster Näherung gleich f(A)a? wird. Die Funktion 
f(A) läßt sich berechnen, so daß man die Segelprofile in Abhängigkeit von den un- 
mittelbar gegebenen Parametern eg, x erhält. Da y'' proportional zur Druckver- 
teilung ist, lassen sich Auftrieb und Moment leicht angeben. Man erkennt, daß das 
Segel in einem gewissen Anstellwinkelbereich um & = 0 instabil ist. Schließlich 
wird noch der Fall eines horizontalen, der Schwerkraft unterworfenen Segels be- 
\ handelt. — Sämtliche Rechnungen sind auch numerisch durchgeführt, die Er- 
|| - gebnisse in Diagrammen wiedergegeben. Weissinger (Hamburg). 
ArZanych, I. S.: Die Integralgleichungen der stationären Bewegungen einer 

zähen inkompressiblen Flüssigkeit. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 74, 21—24 
(1950) [Russisch ]. 


L’A. forme les equations integrales du mouvement du liquide visqueux lorsque 
1.1e liquide emplit un vase ferm& tournant avec une vitesse constante, 2. un solide 
se deplace d’un mouvement de translation rectiligne et uniforme dans un liquide 
indefini. Il ne semble pas que les transformations effectuees par l’A. lui aient permis 
d’avancer l’&tude des problemes poses. J. Kravtchenko (Grenoble). 

Beljakova, V. K.: Zur Frage der Stabilität der Bewegung einer zähen Flüssig- 
keit in einer geraden, kreisrunden Röhre. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 105— 
110 (1950) [Russisch ]. 

On utilise les coordonnees cylindro-polaires r, 6, z, dont l’axe Oz est oriente 
suivant l’axe d’un tube de revolution de rayon a. Un &coulement de Poiseuille 
dans le tube est trouble par une petite perturbation harmonique, derivant de la 


a) (R nombre de Reynolds; & = r/a). 


L’A. forme l’&quation differentielle (connue) du 2imeordreen @(e) et les conditions 
aux limites en linearisant les equations du mouvement trouble. Le probleme de 
la stabilit& consiste & etudier le signe de c, (ce=c, +tc,) pour 2r/x donne. 
Th. Sexl [Ann. Phys., Leipzig 84, 807—822 (1927)] a traite la question en simpli- 
fiant les donne&es frontieres pour @(£); ’A. reprend la discussion avec plus de rigueur. 
"Tl montre d’abord que: 0 <ce, <1. Puis, il etudie la frontiere du domaine de 
"  stabilite (e reel). Pour c voisin de 1, il forme la relation (approch6&e) entre &, R, c. 
Il semble resulter de la discussion que le mouvement & la Poiseuille serait stable 
pour oe petites perturbations du type ci-dessus. 


fonction de courant @(£) ep (2 _ 


J. Kravtchenko (Grenoble). 


| Syee, M. E.: Wärmeübertragung in der laminaren Grenzschicht auf einem 
' Rotationskörper. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 102—104 (1950) [Russisch]. 

| L’A. etudie l’&coulement permanent, de r&volution d’un fluide visqueux in- 
"> compressible autour d’un obstacle solide immerg£ de r&volution, dont la partie aval 
| est tres arrondie. Il Ecrit les &quations de la couche limite laminaire, en tenant compte 
"des &changes thermiques. Il forme la solution approchee en se limitant & la premiere 
approximation. A noter que les formules obtenues ne sont valables que sil’ Epaisseur 
‘de la couche limite thermique est inferieure & la couche limite hydrodynamique. — 
. Passant ensuite au cas plan, l’A. examine end6tail le cas particulier &tudie par A. Fage 
| et V. Falkner [Aeronaut, Res. Commit., Rep. Mem., London No. 1408 (1931); ce 
Zbl. 3, 173]; il compare les resultats numöriques de ces auteurs avec les siens. 

1 J. Kravtchenko (Grenoble). 
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Grodzovskij, &. L.: Lösung axialsymmetrischer Probleme der. freien Turbu- 
lenz nach der Theorie der turbulenten Diffusion. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 


437440 (1950) [Russisch]. 
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L’A. utilise ’hypothöse de Troubtchikov-Prandtl (constance du coeffi- | 
cient de diffusion turbulente dans une section transversale de l’&coulement) pour | 


&tudier 1) la propagation d’une veine (de gaz incompressible) turbulente, noyee, 
A symötrie axiale, s’chappant d’un orifice de petite section avec une vitesse In- 
finie, mais de quantit6 de mouvement bornee. 2) le sillage turbulent & l’aval d’un 


corps de revolution immerg6 dans un courant indefini (la viscosit& et la compo- 


sante transversale du gradient de la pressions etant negligees). — Pour le premier 
probleme, l’A. donne les profils des vitesses; sa methode semble plus simple et plus 
rapide que celle de Tollmien et ses conclusions sont en bon accord avec les resul- 


tats des mesures. — Pour le second probleme, l’A. construit le graphique des vitesses 


relatives longitudinales, en meilleur accord avec l’experience que ne le sont les 


 theories anterieures. J. Kravtchenko (Grenoble). 


e Ferri, Antonio: Elements of aerodynamies of supersonie flows. London: 
MacMillan and Co., Ltd., 1949. Illustrated. 50 s. net. 

Stewartson, K.: Supersonie flow ever an inclined wing of zero aspect ratio. 
Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 307—315 (1950). 


Um die Auftriebsverteilung an einer mit Überschallgeschwindigkeit ange- 


strömten und sich in Anströmrichtung bis ins Unendliche erstreckenden, an- 
gestellten Rechteckplatte zu erhalten, wird auf die linearisierte Kontinuitätsglei- 
chung die Laplace-Transformation in Anströmrichtung angewendet und dadurch 
das dreidimensionale Problem auf ein zweidimensionales zurückgeführt. Dieses wird 
in eine Integralgleichung erster Art übersetzt, deren Kern neben einem einfachen 
Pol (inkompressible Anströmung der Platte) logarithmische Singularitäten ent- 
hält. Die Integralgleichung wird näherungsweise gelöst. Durch Rücktransformation 
erhält man so eine Näherung für die gesuchte Auftriebsverteilung. Söhngen. 


Coburn, N.: „Charaecteristie direetions“ in three-dimensional supersonie flows. | 
D) E>) pP j 


Proc. Amer. math. Soc. 1, 241—245 (1950). 


Es wird gezeigt, daß für stetige dreidimensionale Überschallströmungen sowohl | 
im nichtisentropischen als auch im isentropischen und wirbelfreien Fall jede Linear- 
kombination der den Strömungsvorgang kennzeichnenden Differentialgleichungen 
erster Ordnung Ableitungen nach wenigstens 2 Richtungen enthalten muß. Zwei 


Richtungen reichen im zweiten Fall aber auch aus. Söhngen (Darmstadt). 


Ray, M.: Linearized transsonie eonieal flows. Bull. Calcutta math. Soe. 42, | 


145—148 (1950). 

Nicht nur der Titel dieser Arbeit ist falsch. Es werden nämlich nicht nur 
schallnahe Strömungen nicht besprochen, sondern es wird auch das Unterschall- 
umströmungsproblem des Kreiskegels infolge Nichtbeachtens der Existenz auch 
einer Anströmbedingung neben der Randbedingung als kegeliges Problem behandelt. 
Von einem falschen Prioritätszitat abgesehen, bleibt damit brauchbar nur das 


höchst einfache und längst bekannte Resultat über die linearisierte Überschall- ' 


umströmung nichtangestellter flacher Kreiskegel. Behrbohm (Linköping). 
Kärmän, Theodore de et Jean Fabri: Keoulement transsonique ä deux dimen- 
sions le long d’une paroi ondulde. C. r. Acad. Sei., Paris 231, 1271-1274 (1950). 


Verff. geben eine Näherungslösung für die schallnahe Unterschallströmung längs | 


einer schwachgewellten Wand (reibungs- und drehungsfrei gerechnet), die auf 
ihren Wellenbergen lokale Überschallgebiete aufsitzen hat. Die Näherung verwendet 
die in diesem Zusammenhang häufig benützte parabolische Approximation der 
Stromdichte als Funktion der Geschwindigkeit in der Umgebung des kritischen Zu- 
standes. Es wird in der Hodographenebene gearbeitet, so daß die Aufgabenstellung 
auf das bekannte Problem hinausläuft, eine Lösung der Tricomischen Gleichung von 
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ß gemischtem Typ mit einer gewissen logarithmischen Singularität aufzubauen. Das 
N 59 gelingt durch additive Überlagerung zweier Integralmittelbildungen (mit geeigneten 
Gewichten) über zwei einfache Lösungen von Tricomis Gleichung. Behrbohm. 
1 Legendre, Robert: Sur certaines solutions des &quations de I’&coulement plan 
‘  d’un fluide pour une loi de compressibilit6 approximative. ©. r. Acad. Sci., Paris 
“I 231, 1419—1421 (1950). 
1 Knappe und durch Druckfehler beeinträchtigte Andeutungen eines Näherungs- 
")  verfahrens zur Berechnung ebener kompressibler Strömungen, wobei die Abhängig- 
keit der Dichte von der örtlichen Geschwindigkeit durch einen passenden Nähe- 
rungsausdruck ersetzt wird. Wuest (Göttingen). 
| Levine, Harold and Julian Schwinger: On the radiation of sound from an 
"N unflanged eircular pipe. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 73, 383—406 (1948). 

| 


Es handelt sich um eine strenge Berechnung des Schallfelds i im Ten und Äußeren eines 
unendlich dünnwandigen, starren Rohres (in Zylinderkoordinaten o, , z ist die Rohrwand bei 
o=a und erstreckt sich von z2=— © bis z=0). Als Anregung wird eine im Rohr von 
| 2 = — oo kommende, axialsymmetrische ebene Welle angenomm eı:, so daß im Rohr das Ge- 
")  schwindigkeitspotential für 2-> — oo asymptotisch durch (1) A e"?=!®t 1 Ber'k--tot 
gegeben ist. Das Geschwindigkeitspotential y des Gesamtfeldes kann — ähnlich wie in der ge- 
wöhnlichen Potentialtheorie — im Kee RE: quellenmäßig dargestellt werden durch 


& ikr 
(ef (0, 9, 2) -f dp’ [ae I - 23 de’, 
e=a 


do’ Arır 


wo H@)=Yy,_.:0 %o=a-odie Potentialdifferenz zu beiden Seiten der starren Rohrwand 
ist (wegen der Axialsymmetrie von p unabhängig) und r der Abstand von Aufpunkt und In- 
tegrationsflächenelement ist. Die Randbedingung Ay/do = (0 an der Rohrwand führt dann 
zu der Integralgleichung für 7 % 3 


oy OBERE ’ 
Fr &..=f m als co’ 8 
7 ® 0 

— Yf H (2) K(z— 2')de’ = E() = 0 fürz <(0. 


—oo 


} (z, 2’ treten in r nur in der Kombination z — 2’ auf.) Hier ist H (2) = 0 für z>0 und E() = 

| für z< 0. Die Integralgleichung (3) läßt sich nach einer von Wiener und Hopf (S.-B. Preuß. 
Akad. Wiss. 1931, 696—706; dies. Zbl. 3, 307) ausgebildeten Methode lösen. Führt man nämlich 

| 

| 


+00 
die Fourier-Transformierten H(£) = Mi H(z) e'?*dz, K(€) und E(£) von H(e), K(z) und 
— oo 
E(z) ein (der übersichtlichen Zuordnung wegen sind die Fourier-Transformierten mit dem- 
selben Symbol bezeichnet), dann ist (3) äquivalent mit 
H(&)K(£) = Hd) inj2 (ki? — 2) HD (Ye — La) I, VR— a)= EL). 
Die Methode von Wiener und Hopf liefert die Lösung 


const. const. 


Era ra 
wobei 
+ 00 
" log u H; m) (Yer—t T, (Vr2- Tr a)} 
log L, (= +5, | Ü eı Mn 


ur Beachtung der richtigen, durch die Ausstrahlungsbedingung festgelegten Vorzeichen von 


| VR — - 12) ). Das letzte Integral kann durch nicht ganz einfache Umformungen auf eine hand- 
N liche Form gebracht werden. — Damit ist das Schallfeld nach (2) berechenbar. Für den be- 
sonders interessierenden Reflexionsfaktor der Rohrwelle am offenen Ende ergibt sich 


B _ Residuum von H(c)beilt=-—k 
A. Residuum von H(£) bil=+k’ 
wie daraus hervorgeht, daß H(z) für z2—> — oo asymptotisch in (1) übergehen muß. In der 


Arbeit sind numerisch berechnete Kurven für Betrag und Phase der Reflexion und für die Richt- 
charakteristiken der Ausstrahlung als Funktion von ka gegeben. Der Absorptionsquerschnitt 


R= 
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ür ei i ä i i kteristik durch eine 
des Rohres für eine von außen einfallende Welle hängt mit der Richtcharakteris 
tacho Reziprozitätsbeziehung zusammen, — Zum Schluß. ist noch ein Vergleich der strengen 


Lösung mit einer „‚Kirchhoffschen‘ Näherung durchgeführt, bei welcher H(z) durchweg gleich || 


der asymptotischen Form (1) gesetzt wird. 5 Schoch (Göttingen). 
Vajnstejn (Weinstein), L. A.: Über die Reflexion einer Schallwelle in einem Rohr 


vom offenen Ende. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 58, 1957—1960 (1947) [Rus- 
sisch ]. 5 
Die Arbeit deckt sich in Aufgabenstellung und Lösungsweg vollkommen mit 


einer von H. Levine und J. Schwinger (vgl. vorsteh. Referat), ist jedoch 2 Monate | 


früher zur Veröffentlichung eingereicht. Schoch (Göttingen). 
Cabannes, Henri: Caleul de la courbure au sommet de l’onde de ehoc attachee 
dans un 6&coulement de rövolution. ©. r. Acad. Sci., Paris 231, 325—326 (1950). 


Für einen Rotationskegel, dessen Spitze durch eine Kugelkalotte mit stetig | 


differenzierbarem Übergang ersetzt ist, wird für den Fall gleichförmiger Anströmung 
ein auf der Charakteristiken-Methode basierendes Verfahren zur Bestimmung der 
Krümmung am Kopf der Stoßwelle angegeben. Voraussetzung: hinter dem Stoß 
herrsche Überschallgeschwindigkeit. Söhngen (Darmstadt). 


Golubeva, 0. V.: Die Gleichungen der zweidimensionalen Bewegungen einer 
idealen Flüssigkeit an einer gekrümmten Fläche und ihre Anwendung in der Theorie 
der Filtration. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 287—294 (1950) [Russisch ]. 

L’A. retrouve d’abord les &equations de l’&coulement d’une couche mince de 
fluide parfait, repandue sur une surface donn6e S, en utilisant un systeme de coor- 
donnees curvilignes quelconquessur 8. L’A. note que la connaissance de la representa- 
tion conforme de S sur un plan ramene le probleme des &coulements & potentiel 
sur S & un probleme plan classique. — Dans ce dernier cas, la formule de Dupuy 
permet d’exprimer le debit de la couche & travers un puit circulaire, connaissant 
le potentiel du puit, son rayon, aussi que le potentiel et le rayon du cercle concen- 
trique, limitant la zone d’alimentation de la couche. L’A. cherche & generaliser 
ce resultat au cas oüı la couche precedente affecterait la forme d’une calotte de 
revolution; le cas de plusieurs puits est &galement abord&.— A noter que les analo- 
gies electrodynamiques permettent de traiter experimentalement le probleme 
ci-dessus. J. Kravtchenko (Grenoble). 


Kirkham, Don: Potential flow into eireumferential openings in drain tubes. 
J. appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 655—660 (1950). 

Bei der Bodenentwässerung für landwirtschaftliche Zwecke, für Fundamentierungen , bei 
Straßen und Dämmen wird das übermäßig anfallende Grundwasser durch Anordnung von 
Entwässerungsrohren in einer bestimmten Tiefe unter der Erdoberfläche beseitigt. Diese Rohre 
bestehen meist aus etwa 30 cm langen Stücken aus undurchlässigem Material, die axial zu- 
sammengepaßt werden. Zwischen den einzelnen Stücken verbleiben Zwischenräume, die dem 
Wasser den Eintritt in die Rohre ermöglichen. Diese Zwischenräume sind in der Praxis sehr 
klein. Ihre Größe hängt von der Bodenbeschaffenheit ab. — In der vorliegenden Arbeit wird 
untersucht, wie sich diese Zwischenräume in den Entwässerungsrohren auf die Bodenentwässe- 
rung auswirken. Es handelt sich hierbei um das Problem einer Potentialströmung, und zwar 
einer axialen Strömung von einer äußeren zylindrischen Begrenzung konstanten Potentials zu 
einer Reihe von gleichen Öffnungen von gleichem Abstand niedrigeren Potentials. Die Öft- 
nungen sind alle axial angeordnet und gestatten das Einsickern des Grundwassers in die sonst 
undurchlässigen Entwässerungsrohre. Dabei wird vorausgesetzt, daß die Radien der offenen 
und der undurchlässigen Abschnitte gleich sind. Da dieses Strömungsproblem zwar eine exakte 
Lösung gestattet, diese aber für praktische Berechungen zu umständlich ist, wird vom Verf. 
ein Näherungsverfahren mit Berücksichtigung aller Unsicherheiten entwickelt und dessen Er- 
gebnisse in Tabellen dargestellt. Dabei geht er, um eine bessere Übersicht zu erhalten, so vor, 
daß er zunächst ein einfaches axialsymmetrisches Strömungsproblem löst und dann erst zu dem 
vorgelegten Problem übergeht, wobei erst der Fall mit einem Entwässerungsrohr und dann der 
Fall einer Anzahl nebeneinanderliegender Rohre mit gleichen Abständen behandelt wird. Verf. 
kommt dabei zu dem Ergebnis, daß der Zwischenraum zwischen den Entwässerungsrohren 
einen wesentlichen Einfluß auf die Entwässerung hat. An Hand eines Beispiels wird gezeigt, 
daß bei Verlegung der Rohre in einem Tonboden, wobei die Zwischenräume der Rohre sicher- 
heitshalber !/, Zoll gemacht wurden, die Strömung in einem 6-Zoll-Rohr in etwa 120 cm Tiefe 
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„| um 36% größer war, gegenüber dem gleichen Rohrsystem mit nur 1/,, Zoll Zwischenraum. In 


Kies konnte sogar ein Anwachsen der Strömung um 180%, festgestellt werden. Natürlich ist 


| der Größe des Zwischenraumes wegen der Gefahr des Erdeintritts in die Rohre eine Grenze 
‚| gesetzt. — Da es sich hierbei um ein Problem der Potentialtheorie handelt, können die Er- 


gebnisse auch auf andere Strömungen, zum Beispiel die Dampfströmung angewendet werden. 
K. Karas (Darmstadt). 


\J Wärmelehre: 


FE 


© Guggenheim, E. A.: Thermodynamies. An advanced treatment for chemists 
and physieists. (Monographs on theoretical and applied physics, Vol.2.) Amsterdam: 


|  North-Holland Publishing Co. 1949. XIII, 395 p. 20 f. 


Versehaffelt, J. E.: A propos du prineipe d’Onsager. Acad. Belgique, Bull. 


Cl. Sci., V. 8. 36, 548—560 (1950). 


Prigogine, I. et @. Garikian: Sur la thermodynamique statistique des solutions 


binaires. Physica, The Hague 16, 239—248 (1950). 


Das Flüssigkeitsmodell von Lennard-Jones und Devonshire wird auf bi- 
näre Mischungen bei Temperaturen, die hinreichend weit unter der kritischen Tem- 
peratur liegen, erweitert und es wird der Einfluß folgender Faktoren auf die thermo- 
dynamischen Funktionen untersucht. 1. Die Änderung der Schwingungsfrequenz 
eine$ Moleküls im mittleren Feld seiner Nachbarn mit der Konzentration. 2. Die 
Volumenänderung mit der Konzentration. Beide Faktoren geben wichtige Kor- 
rekturen zur üblichen Approximation regulärer Lösungen. J. Meisner. 

Lenzen, Vietor F.: Statistical mechanies and its applieations to physies. Proc. 
Berkeley Sympos. Math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 
1946), 125—142 (1949). 

Verf. gibt eine sachkundige Übersicht über die Entwicklung der statistischen 
Mechanik. Nach einer kurzen Darstellung der kinetischen Gastheorie von Max- 
well und Boltzmann charakterisiert er die statistische Mechanik von Gibbs, 


ihre Erweiterung auf die klassische Quantentheorie und ihren Zusammenhang 
Ü mit der Bose-Einsteinschen und der Fermi- Statistik der Wellenmechanik. 


Kratzer (Münster i. W.). 


e Grad, Harold: Kinetie theory and statistical mechanies. New York: In- 
stitute for Mathematics and Mechanics, New York University 1950. 248 p. and 
appendix 36 p. (dactylocopie). 
Zweck der hiermit veröffentlichten Vorlesungen war, zu zeigen, wie mit Hilfe neuerer 
Untersuchungen die bei der Begründung der statistischen Mechanik bzw. der kinetischen Theorie 
der Materie auftretenden Schwierigkeiten teils behoben, teils gemildert werden können. Und 
zwar jene der statistischen Mechanik im Falle des Gleichgewichts in allen Phasen, jene der 
kinetischen Theorie auch außerhalb des Gleichgewichts, aber vorläufig noch nur bei voll- 
kommenen Gasen.— Die kurzen, einleitenden I. und 11. Kap. geben einen Überblick über die 
gemäß dem Informationsgrad möglichen Beschreibungsarten der dynamischen Systeme und 
beleuchten kritisch die weder mathematisch noch physikalisch strengen Methoden der elemen- 
taren kinetischen Theorie der Gase mit besonderer Berücksichtigung der Übertragungserschei- 
nungen. Die ausgiebigen Kap. III und IV bringen dann im Anschluß an die von Khintchine 
kürzlich gegebene strenge Darstellung (dies. Zbl. 37, 411) den Aufbau der statistischen Mecha- 
nik bis zur Ableitung der stetigen Thermodynamik. In demselben Umfang behandelt schließ- 
lich Kap. V die kinetische Theorie der Gase vom Standpunkte der Boltzmannschen Integro- 
"differentialgleichung für die Verbindungs-Verteilungsfunktion aller Moleküle bzw. für die Ver- 
teilungsfunktion eines einzigen Moleküls. Hier wird zunächst diese Gleichung — strenger wie 
sonst — sowohl „physikalisch“, als auch nach Kirkwood (1946/47) aus der Liouvilleschen 
Gleichung abgeleitet. Allerdings mit Hilfe der Annahme des molekularen Chaos, was außer- 
_ halb des Gleichgewichts asymptotisch gerechtfertigt zu sein scheint. Dann wird Hilberts 

Methode zur Bestimmung einer angenäherten Lösung der Boltzmannschen Gleichung bespro- 
- chen und gezeigt, daß ihre Erweiterung zu Ergebnissen führt, welche von Chapman, Enskog 


! und Burnett durch weniger strenge Methoden erreicht worden sind. Abschließend wird eine 


Dreizehn-Momenten-Methode vorgeschlagen. Sie übertrifft die bisherigen, auf die Er- 


|“ haltungsgleichungen der Hydrodynamik fußenden Methoden und scheint in fast allen zur Zeit 
|} behandelten Fällen hinreichend gute Annäherung zu liefern. Szentmärtony. 
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e Cowling, T. 6.: Moleeules in motion. (Hutchinson’s University Library. 
Mathematical and Physical Sciences, No. 44). London: Hutchinson and Co. 1950 
183 Pr WSE 6,d 

Moyal, J. E.: Stochastie processes and statistical physies. (Symposium op 
Stochastic processes, held before the Research Section of the Royal Statistical] 
Society, June 9th, 1949.) J. R. statist. Soc., London, Ser. B, 11, 150—210 (1949). 

Die Methoden der statistischen Physik, insbesondere jene, die sich mit der! 
räumlichen oder zeitlichen Änderung der statistischen Verteilungen, und jene, die} 
sich mit der räumlichen oder zeitlichen Korrelation oder stochastischen Abhängig-) 
keit befassen, werden zusammengestellt und zum Teil erweitert. Dazu wird nach) 
einer kurzen Übersicht über die Methoden in der statistischen Theorie des Gleich-: 
gewichts die mathematische Theorie von Zufallsfunktionen und statistischen Pro-, 
zessen entwickelt und auf dieser Grundlage ein einheitlicher Zugang zu den Pro- 
blemen der statistischen Physik gegeben. Der reiche Inhalt kann nur in Stichworten 
angedeutet werden. 1. Die Methoden der statistischen Physik. 2. Die Theorie des; 
Gleichgewichts; statistische Thermodynamik. 3. Die Theorie der Zufallsfunktionen‘ 
(Definition, Erwartungswerte, Momente, charakteristische Funktionen; stochasti-' 
sche Grenzwerte und Arten der Konvergenz). 4. Das Rechnen mit Zufallsfunktionen 
(Stetigkeit, Differentiation, Integration, Konvergenz von Folgen und Reihen, ana-! 


N 


Iytische Zufallsfunktionen, orthogonale Prozesse). 5. Die Spektraltheorie der Zu-' 
fallsfunktionen (Operationen im Hilbertschen Raum; Entwicklungen von Zufalls- 
funktionen; Fourier-Analyse von stationären und homogenen Prozessen; Ergoden- 
Theoreme). 6. Verteilungen von Zufallsfunktionen und stochastischen Prozessen | 
(insbesondere normale, additive und lineare Prozesse). 7. Bewegungsgleichungen in | 
der statistischen Physik (Wellenpakete der Quantenmechanik, Brownsche Bewegung; 
Turbulenz; allgemeine Theorie der linearen Zufallsimpulsprozesse). 8. Bewegungs- 
gleichungen für die Verteilungsfunktionen physikalischer Prozesse (Differential- 
gleichungen für analytische, normale, additive und Markoffsche Prozesse, für die 
Verteilungsfunktionen der klassischen kinetischen Theorie und der Zufallsimpuls- 
prozesse; Transportgleichungen und die Thermodynamik des Nicht-Gleichgewichts; 
Quantenkinetik nach der Methode der Abzählung von Zuständen; kinetische ' 
Theorie der Strahlung.) J. Meixner (Aachen). 

Chinäin (Khintehine), A. Ja.: Die statistische Mechanik als Aufgabe der’ 
Wahrseheinliehkeitstheorie. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 3 (37), 3—46 (1950) [Rus- | 
sisch ]. 

en comme point de depart l’hypothese de la structure discontinue de la matiere, | 
l’A. tente une justification statistique rigoureuse des divers principes de la Physique Mathe-| 
matique. Le present m&moire marque la premiere etape dans la realisation de ce programme 
grandiose: il est consacre & la thermodynamique classique, l’extension aux Me&caniques quan- 
tiques faisant l’objet d’un travail sous presse. — L’expos& de I’A. vise & &tre elementaire. On 
part des proprietes classiques des systemes hamiltoniens, conservatifs S, & s degres de likerte. 
L’etat de 8, & l’epoque t, est represente par le point P(t) de l’espace euclidien de phase I, 32s 
dimensions q,, p,. Chaque Pt) decrit dans I’ une trajectoire » (determinde par les conditions | 
initiales), situee sur ’hypersurface &, € I, d’equation 7 (p,,q;) = £ (ou H(p,, g;) est la fonction | 
de Hamilton de 8). On suppose € > 0; les surfaces d’energie constantes 2, sont fermees; 
soit V;le volume que delimite 2,. — L’ensemble des y definit l’&coulement M, dans I, d’un 


liquide fietif, incompressible, d’apres le th&oreme de Liouville; M definit done une transfor- 
mation de I’en lui-m&me: soit alors f(P) une fonction representant une grandeur physique quel- | 
conque, attachee a S a l’epoque t; f(P) est dite fonction de phase. L’A. etablit la formule: 


d dY | 
= P) dv — P\z2 
a: „) f(P) dv z f(P) 


ge 


grad & 
d’ou il deduit la definition de la mesure de l’ensemble EZ E25: mes Z — / —_ 


d! 


J grad & = 
— 


ante par M (comme l’est: 2;). En particulier: mes 2; = 2(£). La fonction Q(£) 


| 
2 
| 
| 


ii 
KR 
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| nique A de la fonction A(P) de P: 
5 
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definie & partir de H(p,,q;) seulement, est appelee fonction de structure 8. Elle joue dans 


la suite un röle fondamental, puisque elle fournit & l’A. la definition de moyenne microcano- 


Jl 5 2 
a Narr 


- On est alors conduit au premier probleme fondamental: justifier un principe ergodique pour 


les moyennes A, ainsi introduites; la demonstration est presentee sous la reserve essentielle 
que A(P) est presque constante sur 2,, hypothese qui parait & l’A. suffisante dans les appli- 


eations. — Ce resultat essentiel acquis, l’A. obtiendra les proprietes macroscopiques des sys- 


N _ temes par l’application des theor&mes limites du calcul des probabilites. Mais cela exige une 


- etude prealable des fonctions de structure 2(E), dont I’A. indique les proprietes generales et 


dont il fixe les expressions asymptotiques simples (pour s— oo) dans les cas les plus interessants 


| au point de vue physique. Ces generalites sont illustrees sur l’exemple d’un gaz parfait mono- 


atomique, pour lequel l’A. donne les lois de distribution des energies et des vitesses. — Il reste 


alors & justifier d’une maniere generale les deux principes de la thermodynamique. Le principe 


I de la conservation de l’energie est une simple consequence de la relation H(p,,q,) = &; il se 


passe donc de fondement statistique. Il n’en est pas de möme du second principe, auquel l’A. 


parvient au moyen de raisonnements parfois delicats. J. Kravtchenko 


Bogoljubov, N. N. und B. I. Chaeet: Über einige mathematische Fragen der 


| Thegrie des statistischen Gleichgewichts. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 


327—324 (1949) [Russisch]. 

Verf. formulieren in zwei Sätzen die Bedingungen, die das Potential der paar- 
weisen Wechselwirkung zwischen 2 Teilchen erfüllen muß, damit die Schar der von 
den Koordinaten der Teilchen abhängigen Verteilungsfunktionen im Limes unend- 
licher Teilchenzahl einem System von Grenzfunktionen zustrebt. Sie geben ein 
System von Integrodifferentialgleichungen an, denen das System der Grenzfunk- 
tionen genügt. Schließlich sprechen sie einen weiteren Satz über die Eindeutigkeit 
der Verteilungsgrenzfunktionen und über den Charakter ihrer Abhängigkeit von der 
Dichte für hinreichend verdünnte Systeme aus. Die Verteilungsgrenzfunktionen 
genügen dann einem System von Integralgleichungen, das schon von Mayer und 


_ Montroll erhalten wurde. Die Abhandlung enthält nicht die Beweise für diese 


Sätze, die für den Grenzübergang von der statistischen Mechanik zur Thermo- 
dynamik von Bedeutung sind. Kofink (Karlsruhe). 
Groot, S. R. de, G. J. Hooyman and (. A. ten Seldam: On the Bose-Einstein 
eondensation. Proc. R. Soc., London, A 203, 266—286 (1950). 
Verff. untersuchen eine w-dimensionales, ideales Bose-Einste'n-Gas, dessen Teil- 


chen sich in einem Potential V, bewegen; x ein Parameter. Die Energieterme sind 
(ein 1 


h? s—1 
Durch 7 ==, > const > a TC <2 9, 9... = 12.5 


VER dy 
a, Konstante; gegeben. Die Fälle des rechtwinkligen, w-dimensionalen Kastens 
(x = 2) und des harmonischen Oszillators (x — 1) sind dabei mit einbegriffen. — 


Das Verhalten des Gases bei allen Temperaturen wird durch R, (4) = X 257°; 
al 


q= w/x bestimmt; A (7) hängt mit den Besetzungszahlen N, durch 
N,KN,;, +1) =Aexp (-E,/kT),; N= FI Ni 
zusammen. R, (A) wird nach einem exakten Verfahren eingehend untersucht, ohne 


Benutzung der Näherung durch ein kontinuierliches Energiespektrum. Danach 
existiert eine endliche Übergangstemperatur 7, + 0 nur, wenn N >00 bei end- 


 lichem N HM a,2!* und g>1, und zwar sind die niedrigsten Ableitungen, die bei 


nn F [24 Sell; .. 
T = T, unstetig werden: Am (T), &®(T), n>3 für1 <q <z3;A’(T),e’(T) für 
3 <q<s2;X(T),e(T) für g> 2; e(T) die mittlere Energie eines Teilchens. — 


218 ; | | 


Abschließend wird &(7T) in der Näherung durch ein kontinuierliches Spektrum be- 


rechnet, und auf die bekannte Unzulänglichkeit dieser Näherung hingewiesen. || 


Urich (Berlin). 

Müller, Henning: Zur Frage intermediärer Statistiken. Ann. Phys., Leipzig, 
VI. F. %, 420—424 (1950). 

Gentile nahm eine Abänderung der vorquantenmechanischen Statistik vor, 
deren Bedeutung vom Standpunkt der nicht miteinander kombinierenden Term- 
systeme des Mehrkörperproblems der Quantenmechanik fraglich ist. Unter Be- 
nützung solcher „intermediärer‘“ Verteilungsfunktionen Gentiles diskutiert Verf. 


die Möglichkeit ihrer Anwendung auf Modelle, die aus verschiedenen unterscheid- | 


baren Sorten Bosescher bzw. Fermischer Teilchen bestehen. Kofink. 


MaeDonald, D. K. €.: The statistieal analysis of eleetrieal noise. Philos. Mag., | 


J. theor. exper. appl. Phys., VII. S. 41, 814—818 (1950). 


Verf. kritisiert zwei Arbeiten von Meltzer [dies Zbl. 36, 140 und Philos. Mag., I 
J.theor. exper. appl. Phys., VII. S. 41, 393]. Die erste beanspruche, einen Be- | 
weis für die physikalische Identität von thermischem und Schrotrauschen geliefert 
zu haben. Aber jene Abhandlung wiederhole die wohlbekannte Tatsache, daß jede 
statistische Erscheinung, die als ein Markoffprozeß idealisiert werden kann, einem be- | 
stimmten statistischen Gesetz gehorcht. Zugehörigkeit zur gleichen statistischen 'F 
Klasse bedeutet jedoch nicht Identität zweier physikalischer Erscheinungen. Die |F 
zweite Abhandlung, die das Problem des Stromrauschens in metallischen Wider- | 
ständen behandelt, enthalte Rechenfehler: Meltzer geht von einer Formel für den | 


quadratischen Mittelwert der durch einen Querschnitt des Leiters tretenden Ladungs- 
menge aus, welche die Einflüsse der thermischen Schwankungen und des durch- 


fließenden Gleichstroms in 2 voneinander unabhängigen additiven Gliedern berück- 


sichtigt. Die einfache Addition der zwei Glieder in dieser Formel enthält implizit. 


die Annahme, daß ihre physikalischen Ursachen vollständig voneinander unab- 
hängig sind. Daher sind Meltzers weitere Gleichungen auf einer falschen Annahme | 


aufgebaut und nicht in der Lage, einen Einfluß des Stromdurchgangs auf das Rau- 
schen darzustellen. Kofink (Karlsruhe). 


Fürth, R.: The „veloeity“ of Brownian movement. Phil. Mag., J. theor. | 


exper. appl. Phys., London, VII. S. 41, 1255—1258 (1950). 


Verf. kritisiert den auf die Brownsche Bewegung in einer zähen Flüssigkeit | 
bezüglichen Teil der Arbeit von MacDonald (s. vorsteh. Referat). Darin stellte | 


dieser durch Anwendung des Begriffes ‚Frequenzspektrum‘“ einer willkürlichen 


Bewegung einen Ausdruck für das „beobachtbare‘ mittlere Schwankungsquadrat | 
der Geschwindigkeit eines Teilchens auf, den er an alten Beobachtungen der Brown- | 


schen Bewegung von Exner zu prüfen versuchte. Verf. behandelt dieses Problem 
nochmals, um zu zeigen, daß MacDonalds Rechnung in diesem Punkt den wahren 


Weg der Herleitung verschleiert und seine Anwendung auf Exners Beobachtungen | 


teilweise fehlerhaft ist. Kofink (Karlsruhe). 


Caseci, Corrado: Sulla distribuzione delle temperature di un anello in regime | 
permanente e posto in condotti percorsi da correnti gasose a temperature diverse. | 


Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 9, 163-169 (1950). 


L’A.determina la distribuzione stazionaria della temperatura in un anello sottile | 
immerso per metä in una corrente gassosa che lo riscalda, per l’altra metä in una | 


corrente che lo raffredda; le due correnti sono supposte teoricamente isolate fra loro. 
Il problema viene risolto mediante diverse ipotesi semplificatriei che lo riconducono 
al sistema di equazioni valido nelle due parti dell’anello: 
2 ug mer 
Tat HU I U ea (0 ar 


dove de 6! sono rispettivamente le temperature dell’anello e della eorrente gASSosa 
> r - . . .1° 2 
K, e K, due costanti opportune, s el’ascissa curvilinea dell’asse dell’anello stesso. Le 


I —— 


= Er — 
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"costanti diintegrazione vengono determinate in funzione delle neue di entrata 


delle correnti gassose tenendo conto della continuitä della temperatura e dei flussi 


|i. calore nell’interno dell’anello. Graffi (Bologna). 


Ejgenson, L. $.: Einige lineare und ebene Probleme des stationären Potential- 


| feldes bei veränderlichen Koeffizienten der Leitfähigkeit. Doklady Akad. Nauk 
| 8SSR, n. 8. 74, 53—54 (1950) [Russisch]. 


The physical problem appears to be that of the flow of heat in a lamina, bounded 


| by two contours whereon the potential has assigned values t,, t,. The coefficient 
| of conduction A(t) is a function of t. The au. suggests the method of conformal 
‚| transformation. He studies the transformation of the ‚‚Laplace equation“ 


le) +@)]+r0vrı=0 


but his conclusions seem to depend rather on considerations of the flow across 


{| equipotentials. F. V. Atkinson (Ibadan). 


Evans II, G. W., E. Isaaeson and J. K. L. MacDonald: Stefan-like problems. 
Quart. appl. Math. 8, 3172—319 (1950). 
Es handelt sich um Wärmeleitung bei Umkristallisierung usw. Die (eindimen- 


| sionale) Aufgabe setzt voraus, daß über ein endliches oder halbunendliches Inter- 


vall Zunächst gleichmäßig die Umwandlungstemperatur erreicht sei und dann am 
einen Ende weiter Wärme zugeführt werde, wobei der Ort der Phasengrenze «(t) 
durch das Metall wandert; das andere Ende soll bei endlicher Dicke isolieren. Die 
Potenzreihe für x(t) wird angegeben. Mittels der Laplace-Transformation wird eine 
Integralgleichung für x(t) aufgestellt, aus der sich mühsamer dieselbe Potenzreihe 


| ziehen läßt. Auch für beliebige Anfangstemperaturverteilung in halbunendlicher 
") Schicht findet sich eine Reihe für x(t). Einige Beispiele zeigen die Konvergenz. 


U. T. Bödewadt (Brunoy). 


i Elektrodynamik: 


e Weber, Ernst: Electromagnetic fields, theory and application. Vol. I: 


| Mapping of fields. New York: John Wiley & Sons 1950. 590 p. $ 10,00. 


Bulgakov, A. A.: Über die Geometrie der Systeme von Elektromagneten. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 63—65 (1949) [Russisch ]. 

Verf. sucht eine geometrische Deutung des elektromagnetischen Systems auf- 
zustellen, das aus n unbeweglichen, elektrisch unabhängigen, magnetisch aber durch 
die Induktivitäten gekoppelten Stromkreisen besteht. Die kinetische Energie eines 


solchen Systems wird bekanntlich durch: 7 = = 


>) = L;.g‘ q” gegeben. Die geo- 

en 

metrische Deutung knüpft an diesen Ausdruck an und soll unter folgenden An- 
=> Fee, E % 

nahmen gelungen sein. (1) r, bzw. r* sind als kontravariante bzw. kovariante Vek- 


toren aufgefaßt. (2) rn, ist längs der Normale zum k-ten Stromkreise gerichtet. 
FEN 
Br, r=ö, (MA |r,|=VL, 5) nn = La =VLsVlrn cos (rn). So 


En 


e 
£ 
langt Verf. zunächst zum Ausdruck der kinetischen Energie inder Form T=3V-V 


! und darauf zum Ausdruck der wirksamen Kraft in Newtonscher Form. 8. €. Kar. 


Honerjäger, Richard: Zur Theorie der elektromagnetischen Strahlung in 
Metallrohren. Z. Phys., Berlin 128, 72—78 (1950). 
Es wird das Strahlungsfeld eines elektrischen oder magnetischen Dipols, der 


in. dem inneren Hohlraum eines unendlich langen, geraden Metallrohres mit voll- 


"kommen leitenden Wänden angeordnet ist, bei beliebigem Querschnitt des Rohres 


\inach den Eigenwellen des Rohrs entwickelt. Außerdem wird der Leistungsfluß durch 
‚das Rohr berechnet. H. Buchholz (Seeheim). 


N ee I EL. N N RE | 


| 
; NE A | 
220 ® 3 
T 


Ledinegg, E. und P. Urban: Über die Darstellung des vollständigen System 
der Eigenschwingungen beliebiger zylindrischer Hohlraumresonatoren mit horizon 
_ taler Schiehtung des dielektrisechen Mediums. Acta phys. Austriaca 3, 320—34 

1950). 

= wird ein zylindrischer Hohlraumresonator betrachtet, dessen obere und unter‘ 
Begrenzungsfläche bei sonst beliebiger Gestalt senkrecht auf den Mantellinien de 
Zylinders steht und dessen Dielektrikum eine zur Bodenfläche parallele Schichtung] 
aufweist. In Verallgemeinerung eines schon in einer älteren Arbeit A 1 

Satzes wird gezeigt, daß auch im Falle einer solchen Veränderlichkeit von & jed« 
Eigenschwingung entweder dem TE-Wellen- oder dem TM-Wellentypus oder bei 
einem mehrfach zusammenhängenden Hohlraumresonator dem TEM-Wellentypustl 
d.h. dem Lecherschen Typus, angehören muß. Die verschiedenen möglichen Wellen 
typen werden explizite angegeben, soweit es die Allgemeinheit der Problemstellung] 
erlaubt. Für den Nachweis dieser Behauptung muß zunächst angenommen werden 
daß die die Abhängigkeit des e beschreibende Funktion gewisse Stetigkeitseigen 
schaften besitzt. Diese Forderung läßt sich aber noch mildern. Die praktische Be' 
deutung derart geschichteter Hohlraumresonatoren liegt wesentlich auf meßtech 
nischem Gebiet. E H. Buchholz (Seeheim). 

Hetriek, David L.: Propagation of the TMogı mode in a metal tube eontainin 
an imperfeet dieleetrie. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 561—564 (1950). 

Es wird die Fortpflanzung einer axialsymmetrischen T.M-Welle im Innerr 
eines zylindrischen Hohlleiters untersucht, wenn das Dielektrikum verlustbehaftet is‘ 
und die Leitfähigkeit der Rohrwandung nur eine endliche Größe hat. Dabei werder 
aber die Dämpfungs- und die Phasenkonstante in der Arbeit aus den exakten Grenz 
bedingungen bestimmt ünd nicht wie gewöhnlich näherungsweise aus dem Feld. 
bild des völlig verlustfreien Hohlleiters. — Die Ergebnisse sind recht interessant! 
So ist z. B. nach der strengen Rechnung beim Fehlen jeglicher dielektrischer Ver! 
luste die Dämpfung wider Erwarten kleiner, wenn man eine nur endliche Leit 
fähigkeit der metallischen Wandung annimmt. Dieses überraschende Ergebnis er 
klärt sich daraus, daß die Dämpfung im verlustfreien Falle bekanntlich rein reak 
tiver Natur ist. Durch das Eindringen des Feldes in die Rohrwandung bei endlichen 
Leitfähigkeit verändert sich aber das Feldbild in dem Sinne, daß die Abnahme deil! 
reaktiven Dämpfungskomponenten größer wird als die Zunahme der Dämpfung in- 
folge der nur endlichen Leitfähigkeit. Es werden noch andere merkwürdige Folge- 
rungen in der Arbeit angeführt. H. Buchholz (Seeheim). 


Keller, Herbert B. and Joseph B. Keller: Refleetion and transmission of eleetro 
magnetic waves by a spherical shell. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 393-396 
(1949). 

Für das Vektorpotential eines im Zentrum einer Kugelschale schwingenden 
Hertzschen Dipols wird die übliche Lösung einer Kugelwelle angesetzt. Zur Be-! 
friedigung der Randbedingung: „CE, und Htg stetig“ muß in jedem Raumgebiet 
zu der auslaufenden eine einlaufende Welle hinzutreten. Verff. zeigen, daß in dem 
Falle, wo der Abstand der Kugelschale groß gegenüber der Wellenlänge ist, diet 
üblichen Fresnelschen Reflektionsformeln resultieren. Mann (München). | 

Leitner, A. and R. D. Spence: Effect of a eireular groundplane on antennal 
radiation. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 1001—1006 (1950). ei 

Es wird das Feld einer A/4-Antenne oberhalb einer leitenden Kreisscheibe ver- 
schwindender Dicke, die die Erdungsplatte darstellt, mittels der Funktionen dest 
abgeplatteten Sphäroids theoretisch berechnet. Dabei wird in dem Antennenleiter! 
eine sinusförmige Stromverteilung vorausgesetzt. Im einzelnen werden bestimmt:! 
Die Ströme in der Erdungsplatte, der Strahlungswiderstand und das Strahlungs-ı 
diagramm der Antenne in Abhängigkeit vom Plattenradius a. Es ist auf diese Weise! 
möglich, die Verzerrung der Antennenstrahlung in Abhängiekeit von der Größe! 
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Ber Erdungsplatte zu studieren. Die Rechnungen stehen in guter Übereinstimmung 
\ mit kürzlich durchgeführten Messungen. H. Buchholz (Seeheim). 
Tai, ©. T.: A, study of the e. m. f. method. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 
I 17783 (1949). 
1 Verf. untersucht am Beispiel einer Doppelkonusantenne unter Berücksich- 
Fi tigung der Ströme in den Endflächen, wie weit die exakte Lösung, wie sie von 
 Schelkunoff und vom Verf. selbst angegebän wurde, mit der durch die EMF- 
ig ode (Integration des durch eine sinusförmige Strombelegung gegebenen Poyn- 
‘U tingvektors über die Leiteroberfläche) erreichten Näherung übereinstimmt. 
ji Mann (München). 
Kogan, 8. Ch.: Wellenausbreitung längs einer unendlichen Spule. Doklady 
u N Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 867—870 (1949) [Russisch]. 
In dieser Arbeit wird die Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen längs 
‘'J einer unendlich langen Spule untersucht. Dabei wird bei der Berechnung des 
" Potentials die Annahme gemacht, daß die Oberflächenverteilung des Stromes 
" über den Leiter durch eine lineare Verteilung längs der Leiterachse ersetzt werden 
“ kann. Ebenso wird die Leitfähigkeit des Leiters als ideal angenommen. Mit diesen 
‚ Vereinfachungen erhält Verf. das Stromverteilungsgesetz längs der Spule, dar- 
gestellt durch eine Integralgleichung, die im weiteren Verlauf der Rechnung die 
Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Stromwelle gestattet. An 
Hand von zwei Abbildungen werden graphische Lösungen dieser Gleichung dar- 
gestellt. Dabei ergeben sich interessanterweise für gewisse Werte der Frequenz 


a 


erhält man jedoch nur eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit. In einer weiteren Ab- 
bildung werden die durch Rechnung erhaltenen Ergebnisse des Verzögerungs- 
koeffizienten der Welle längs des Leiters in Abhängigkeit von der Frequenz dar- 
gestellt und mit Werten aus experimentellen Messungen [J. Kraus and J. William- 
son, J.appl. Phys., Lancaster Pa. 19, 1, 87 (1948)] verglichen. Dabei konnte 
‚eine recht gute Übereinstimmung beider Ergebnisse festgestellt werden. K. Karas. 

\ Morgan jr., Samuel P.: Effect of surface roughness on eddy eurrent losses at 
'E mierowave frequeneies. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 352—362 (1949). 

j Die nach der Maxwellschen Theorie berechneten Wirbelstromverluste in 
Ü Wellenleitern, bedingt durch die endliche Leitfähigkeit des Materials, sind bei hohen 
Frequenzen (cm-Gebiet) oft um mehr als 50% zu niedrig. Verf. weist nach, daß 
h 
d 
'B 


u 


man zur Erklärung dieses Effektes nicht zu einer Abänderung der Maxwell- 

schen Gleichungen zu greifen braucht, sondern daß die Erklärung in der bei der 

mechanischen Öberflächenbearbeitung nicht zu vermeidenden Rauhigkeit der Ober- 
" fläche zu suchen ist, da die Eindringtiefe des Feldes von derselben Größenordnung 
" ist wie die Schwankungen der Oberflächenbeschaffenheit. Die zweidimensionale 
& Wellengleichung wird nach einem numerischen Approximationsverfahren gelöst 
": für eine von parallelen, äquidistanten Furchen durchzogene Oberfläche, die ent- 
f weder parallel oder senkrecht zum Magnetfeld verlaufen. Mann (München). 
I Guillemin, E. A.: Synthesis of RC-networks. J. Math. Phys., Massachusetts 
28, 22—24 (1949). 
f Verf. zeigt, daß man die Übertragungseigenschaften jedes passiven, aus Selbst- 
\ induktionen, Kapazitäten und Widerständen bestehenden Netzwerks nachbilden 
N kann durch ein allein aus Widerständen und Kapazitäten gebildetes Netzwerk, 
* 


) 


‘ wenn man von einem konstanten Verlustfaktor absieht, der ja beispielsweise durch 
i eine Verstärkerröhre wieder reduziert werden kann. Hinsichtlich des Phasengangs 
“des Filters im Vergleich mit einem RLC-Filter lassen sich im Gegensatz zum Ampli- 
2 " tudengang keine einfachen Aussagen machen. Mann (München). 
|’ Taub, A. H. and Nelson Wax: Theory of the parallel plane diode. J. appl. 
ı Phys., en Pa. 21, 974—980 (1950). 


‘ drei Werte für die Wellenfortpflanzung. Von einem gewissen kritischen Wert an 
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Verff. diskutieren die Theorie der ebenen Diode bei Vorhandensein einer zeit: ’ 
abhängigen Stromdichte zwischen Kathode und Anode. Die magnetischen Wir! 7 
kungen der bewegten Elektronen werden vernachlässigt. Das System der Differen 
tialgleichungen, welche die Elektronenbewegung, die Elektronendichte und da: 
Feld bestimmen, werden durch Quadraturen gelöst, wenn Anfangslage x. und Ant 
fangsgeschwindigkeit v° jedes Elektrons zur Zeit = 0, wenn der Strom einsetzt i 
bekannt sind. Ebenso werden die Gleichungen integriert, wenn die Zeit £ der Emis- 
sion des Elektrons aus der Kathode und die Zeit t als unabhängige Pau a | 
gewählt werden. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß sich did 
Elektronenbahnen nicht schneiden, ergibt sich unmittelbar aus dieser Lösung/fi 
Weiter werden Laufzeit und Anodenpotential als Funktion von & und £ unter de 1 
Voraussetzung geringer Variarionen der Stromdichte für die raumladungsbegrenzte‘ 
Diode ermittelt. Schließlich wird der mittlere Leistungsverbrauch bis zur zweitent! 
Ordnung in der Signalstärke bestimmt, wobei ein Glied, das in früheren Behand-# 
lungen ungerechtfertigt vernachlässigt worden ist, seine Berücksichtigung findet. 
W. Glaser (Wien). 
Middleton, David: On theoretieal signal-to-noise ratios in F-M receivers: AM 
comparison with amplitude modulation. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 334 —351% 
1949). | 
Verf. berechnet das Verhältnis von Signal zu statistisch bedingtem Rauschen 
am Ausgang eines Empfängers für frequenzmodulierte Signale in Abhängigkeit! 
von Amplitudenbegrenzung und Filterbandbreite. Die Rechnung umfaßt auch! 
schwache Signale und Schmal- sowie Breitbandmodulation. Sie zeigt auf, in welchen 
Fällen Amplitudenmodulation der Frequenzmodulation überlegen ist. Ein reich- 
haltiges Kurvenmaterial gibt über diese Fragen Aufschluß. Verf. zitiert ausschließ- 
lich Arbeiten, die in USA erschienen sind, während ein Großteil der Probleme!‘ 
schon früher in Deutschland und Holland während oder kurz nach dem 2. Welt- 
krieg bearbeitet und veröffentlicht wurden (Arbeiten von Fränz und Stumpers). 
; Mann (München). 
Laplume, Jaques: Sur la reponse optimum & Pimpulsion d’Heaviside d’un eir-+ 
euit & bande passante limitee. ©. r. Acad. Sci., Paris 229, 351—352 (1949). 
Häufig begegnet man der Frage, welche Form das (komplexe) Spektrum @ (ti ®)) 


_ u 


einer Übertragungsstrecke besitzen muß, damit bei gegebener Bandbreite — defi-! 
Dane | 
niert durch @() [ 0@*do -— ein Einheitsstoß mit kleinstem quadratischem 


Fehler übertragen werden kann. Verf. bestimmt die Form des Spektrums zu 


Gi) = £ T > , T — Verzögerung. Mann (München). 


Eekart, G. et T. Kahan: Sur la reflexion „interne“ dans un milieu stratifie. 
Application partieuliere & la troposphere. J. Phys. Radium, Paris 11, 569—576 (1950). | 

Die Verff. stellen sich die folgende Aufgabe: In einem nichtabsorbierenden 
und nicht streuenden Medium sei die Dielektrizitätskonstante e und die Perme- 
abilität u eine stetige Funktion der Koordinate z. Ein solcherweise geschichtetes 
Medium reflektiert eine einfallende Welle nicht nur an seinen beiden Grenzflächen, | 
sondern auch wegen seiner optischen Inhomogenität (innere Reflektion). Diese 
innere Reflektion soll berechnet werden. (Analog liegen die Dinge für eine lineare 
Leitung mit einer variabel stetig verteilten Kapazität und Selbstinduktion, die 
Rüdenberg in einer von den Verff. kritisierten Arbeit bereits 1913 untersucht 
hatte.) Aus den Maxwellschen Gleichungen, deren Lösung E,=h (z) exp. (—i@(2)), 
H,=f,(@)exp. (—i9(z)) ist, ergibt sich mit Benutzung von fıfı = K (Energieerhal- 
tungssatz) zunächst als notwendige Bedingung dafür, daß die innere Reflektion null 
ist, u(z)/e(z) = const, und es läßt sich dann zeigen, daß diese Bedingung auch eine 
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hinreichende ist. Für die Berechnung der inneren Reflektion selbst werden zwei 
‚, Methoden angegeben, anschließend an eine Verallgemeinerung der klassischen 
“\ Kabeltheorie (Telegraphengleichung). Schon für den einfachen Fall, daß u = const. 
‚ und eine lineare Funktion von z ist, liefert die Durchrechnung eine sehr unübersicht- 
‚liche Endformel für den (komplexen) inneren Reflektionskoeffizienten, die sich 
‚ jedoch in erster Näherung wesentlich vereinfacht. Als zweites Beispiel wird be- 
‚W handelt eine nach einer Glockenkurve modulierte beiderseits abgeschnittene Welle, 
"die durch ein Fourierintegral dargestellt werden kann. .R. Seeliger (Greifswald). 
Stout, Thomas M.: A note on control area. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 
\ 1129—1131 (1950). 

E Control area, or theintegrated error for a step function input, has been used as 
) a measure of control system performance. For systems described by 

0, (8) re s+1D) (as+]1)...@„s+]1) 

0,;(s) (T,s+1)(7,s +1)...(7,s +1)’ 


n m 
it is proved that the control area s A=T7T, + N T,— $r, Here 9, 6, 
i=1 i=1 


and e are standard symbols for the output, input and error, respectively, functions 
of s are the Laplace transforms of the corresponding functions of time, and 7,,...,7,,; 
T,.,*. -, T, are time constants of the system. A simple method of evaluation is 
presented and some limitations of the control area criterion are mentioned. (Author’s 


summary.) Nyström (Helsinki). 
) Optik: 
N Abeles, Florin: Recherehes sur la propagation des ondes &leetromagnetiques 
| sinusoidales dans les milieux stratifi6s. Application aux couches minces. IH. Ann. 
Ü Phys., Paris, XII. 8. 5, 706—781 (1950). 


Zum Teil I vgl. dies. Zbl. 38, 397. Im zweiten Teile des Aufsatzes wird genauer 
die Wirkung einer dünnen homogenen Schicht (Brechzahl n,) untersucht, die sich 
zwischen einem Ausgangsmittel (Brechzahl n,) und einer Unterlage (Brechzahl n,) 
befindet. (Der Verf. beschränkt sich im wesentlichen auf den Fall der Optik und setzt 
i u=1n= Ve.) Die Ausgangsformeln sind aus dem ersten Teil abzuleiten, auch 
# sonst schon bekannt. Für die zurückgeworfene und die durchgelassene Schwingung ist 


| Re Fre - biyeißı 
L eırtrr, a N 
N Hier sind r, und r,; t, und 1, die Zurückwerfungs- und Durchlassungskoeffizienten an 


Einfallsebene) und II (magnetisches Feld senkrecht zur Einfallsebene) gilt: 


© den beiden Grenzflächen. Für die Wellenzüge I (elektrisches Feld senkrecht zur 
| 
| 
| 


n N;_17C08 %_ı -N;C0SQ, sin (%_ı — 9;) | 

N De IF; 7 ; 

N a En Pe EI TE N 0 in beiden Fällen , =1 - r 
EB N; C08 9, _1—N,_1C08 9, tg (91 — 9ı) e . 
h, nn= ; 


N n;608 9-1 +m-ıc0sp; tg (Pi-ı + Pi) 

\ 20 P1, Pa sind die Einfalls- (Brechungs-)winkel n, sin 9, = n, sin @, = ng sin @y. 
Weiter ist ß, = 2r/An,d,c0s 9,0%, = 2ß,; d, die Dicke der Schicht. — Aus r 

N "und t lassen sich der Zurückwerfungs- und der Durchlassungskoeffizient, sowie die 

Phasenverschiebungen ableiten. 


Baer rn +n+2rr2cos0, Pa igjm>. ((—r)(l—r) 
=r| TEUHHM 20,088,’ ER VrrirZE27, Tr, 008% 
r,(r? —1)sin« — sin &, 

tg, = Er : tg (4, — Pı) = EEE 


.Aa+rR)+n(l+r)coo,’ 
Die Formeln werden zunächst auf den Fall einer durchsichtigen Schicht und durch- 
“ sichtigen Unterlage angewandt, wobei senkrechter und schiefer Einfall, auch Total- 
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reflexion (sing, oder sing, > 1) genau untersucht werden. Es folgen die 
Fälle absorbierender Schicht oder Unterlage (n,, n, komplex). Zuweilen kommt der' 
Verf. auf bekannte Regeln zurück (Wirkung reflexvermindernder Schichten), aber 
er leitet auch mancherlei Neues ab und verweist auf praktische Anwendungsmög- 
lichkeiten (Erzeugung polarisierten Lichtes, Phasenverschiebung), weiter gibt er! 
verschiedene Verfahren zur Bestimmung der Konstanten der Schicht (Dieke, Brech- 
zahl, Absorption) und der Unterlage an. — Es werden einige Beispiele mehrerer 
Schichten besprochen. Den Schluß bildet eine Bemerkung über Matrizen. 1 
H. Boegehold (Jena). | 


Atomphysik. 
Quantentheorie: 


e Mott, N. F. and H. $. W. Massey: The theory of atomie collisions. 2. ed. 
(The international Series of Monographs on Physics.) Oxford: At the Clarendon 
Press 1949. 


Die zweite Auflage dieses bekannten Buches enthält wesentliche Verbesserungen gegen- 
über der ersten, seit deren Veröffentlichung die Kernphysik rapide Fortschritte machte. Da 
die bei Stößen von Teilchen an Atomen angewandten Methoden sich nur selten auf Probleme | 
des Stoßes mit Atomkernen übertragen ließen, wurden neue entwickelt, die in dieser Ausgabe | 
Aufnahme fanden. Ebenso wurde die Behandlung relativistischer Streueffekte wesentlich er- | 
weitert. So wird dieses Buch weiterhin der geeignete Leitfaden sein, um sich schnell und ein- 
gehend bis zum neuesten Stand über die Ereignisse der Stoßtheorien zu informieren. — Nach 
einer kurzen Einleitung über die Grundlagen der Schrödingerschen Wellengleichung, schon be- 
sonders zugeschnitten auf die späteren Streuprobleme, wird das Fundamentalproblem der 
Streuung an einem festen Kraftzentrum ausführlich dargestellt, um die bekannte Formel für 
den Wirkungsquerschnitt herzuleiten. Ausführlich werden dann die beiden Fälle des Potential- 
loches und -berges diskutiert. Gleich hieran anschließend folgt für den Fall eines festen Po- 
tentials die besonders in der Kernphysik wichtig gewordene ‚Dispersions“-Methode. Das 
nächste Kapitel bringt die Darstellung der exakten Lösung für das Coulomb-Potential. Nach 
einer Skizze der Beschreibung des Elektronenspins in nichtrelativistischer wie relativistische 
Form wird die Streuung von Elektronen am Coulomb-Poötential mit Hilfe der Diracgleichung 
behandelt. Es folgt eine Einführung in die nichtrelativistische Theorie des Zusammenstoßes 
zweier Teilchen, wobei gleich zu Anfang schon die Möglichkeit von Austauscheffekten ausführ- | 
lich diskutiert wird. Die Bornsche Näherung wird erst am Beispiel eines festen Kraftzentrums 
als streuenden Hindernisses erläutert. Dann gehen die Verff. zu dem weiten Gebiet des Stoßes | 
von Korpuskeln an Atomen über, wobei zuerst die Bornsche Näherung benutzt wird und dann 
ausführlich die Methoden für langsame Stöße, wo die Bornsche Näherung versagt, entwickelt 
werden. Im Weiteren werden, auch im Vergleich zu den experimentellen Ergebnissen, einzelne 
Spezialfälle diskutiert: Elastische Streuung schneller Elektronen an Atomen, elastische Streu- | 
ung langsamer Elektronen an Atomen, nichtelastische Streuung von Elektronen an Atomen, 
wobei auch die Reichweite von Elektronen in Materie behandelt wird. Daran anschließend 
folgt der Stoß von Ionen und Atomen aneinander. In dem Kapitel über Stöße an Atomkernen 
werden die Stöße von Neutronen an Protonen, von Protonen an Protonen und an Deuteronen ' 
dargestellt. Die nächsten Abschnitte behandeln die Streuung langsamer Neutronen auch an | 
schwereren Atomkernen, deren Theorie von großer Bedeutung wurde. Der Einfluß molekularer | 
Bindung wird insbesondere an dem so wichtigen Beispiel des Stoßes von Neutronen an H,-und 
D,-Molekülen beschrieben. Ein kurzer Abschnitt über die Kernspaltung beschließt das Ka- 
pitel über Kernstöße. Mit der Behandlung einiger relativistischer Zweikörperprobleme, wie 
Streuung von Elektronen an Elektronen, Paarerzeugung durch Stoß von Teilchen, Paarvernich- | 
tung, Streuung von Positronen an Elektronen, Streuung von Mesonen, endet diese Darstellung. 
Die letzten Seiten des Buches konnten nur ein Hinweis auf Probleme sein, deren vernünftige 
Lösung im Rahmen einer geschlossenen Theorie noch immer aussteht. @. Ludwig (Berlin). 


oe Neumann, J. von: Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik. Aus 
dem Deutschen übersetzt von R. Ortiz. (Consejo superior de investigaciones cienti- | 
ficas. Monografias de matematica I.) Madrid: Instituto de matematicas „Jorge 
Juan“ 1949. VI, 351 S. [Spanisch.] 

Case, K. M.: Singular potentials: Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 80, 797— 
806 (1950). 

Es wird eine Methode angegeben zur Bestimmung der Energieeigenwerte und 
Eigenfunktionen für Einteilchensysteme mit Potentialen, die am Nullpunkt derart 


ge 
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En kann. "Beißpiele hierfür sind: Die ann mit Von 1/r” (m > 2), 
" sowie relativistische Wellengleichungen mit Coulombpotential bei großer Kern- 
‘ ladungszahl (so die Dirac-Gleichung für Z>137). In diesen Fällen reicht die 
‘ Forderung quadratisch integrabler Eigenfunktionen nicht aus zur Lösung des 
"" Problems; es existieren zu viele (jedoch nicht alle zueinander orthogonale) Funk- 
!" tionen, die dieser Bedingung genügen. Verf. zeigt, daß man das Energiespektrum 

sowie ein Orthogonalsystem von Eigenfunktionen erhält, wenn man zusätzlich 


verlangt, daß alle Funktionen am Nullpunkt die gleiche Phase haben. Resultate 
für die obigen Beispiele werden diskutiert. . Lehmann (Jena). 
Mereier, Andre: Sur le formalisme canonique, la condition accessoire 


N H+Ppr+ı=0 et la röversibilit€ de la me6canique elassique et de la th6orie des 
)) quanta. Arch. Sci., Geneve 2, 403—422 (1949). 


Es werden ausführlich die verschiedenen Formen (nicht homogene und homogene 
Form, bei der die Zeit mit als weitere g-Koordinate behandelt wird) der kanonischen 
Gleichungen in der klassischen wie in der Quantentheorie diskutiert, wobei der aus- 
gezeichnete Charakter der Zeit auch in der homogenen Form gezeigt wird. Hierzu 
wird die Umkehrung einer Bewegung untersucht, die in der klassischen Mechanik 


. einfach auf der Umkehrung des Vorzeichens der Geschwindigkeiten und damit der 


Impulse beruht. Die Übertragung auf die Schrödingergleichung ist möglich. 
@G. Ludwig (Berlin). 

Mayot, Marcel: Le calcul des perturbations en m6canique quantique. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 231, 1426—1428 (1950). 

Pour former le polynome caracteristique d’une matrice hermitienne A,, posse- 
dant un nombre assez grand d’elements nuls, on associe & chaque terme du deve- 
loppement a, ; @g; 43, 4, ... un parcours ?j kl... passant par les n sommets d’un 
polygone associe, le terme conjugu& correspondant au m&me parcours pris en sens 
inverse, un terme tel que @, 5 45] 43; 4, . . . &tant le produit d’un nombre reel a5 Qaı 
par un facteur correspondant & un parcours sur n — 2 sommets du polygone. Cette 
representation permet un calcul de r&currence & partir de sch&mas plus simples 
conduisant & l’introduction des polynomes 7’, et U,deTchebychef. Cette methode 
permet notamment le calcul et la r&duction des matrices hermitiennes d’ordre 7 


' assez &lev& qui s’introduisent dans l’application du calcul des perturbations aux 


systemes moleculaires complexes soumis & l’influence d’un champ magnetique. 
2 @. Petiau (Paris). 

Nanda, V. 8.: A note on Weyl’s inequality. Indian J. Phys. 24, 181—184 
(1950). 

Die Beziehung e*P+Pa — ep eßg eiePl2 — efaerp e-iefl2 mit p und g als 
Operatoren, die der Heisenbergschen Vertauschungsrelation gp—pq=i ge- 
nügen, wird auf einem naheliegenden Wege explizit hergeleitet. G. Ludwig. 

Gamba, Augusto: Una generalizzazione della relazione di indeterminazione. 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 8, 606—608 (1950). 

Es wird gezeigt, daß man die Unschärferelation in der Schrödingerschen Form 
AB+ BA AB-—-BA! 

DSH, Tee 
verschärfen kann, indem auf der linken Seite eine positiv definite Funktion mit 
negativem Vorzeichen hinzugefügt wird, deren Bildungsgesetz man angeben kann. 

Volz (Erlangen). 

Soh, Hsin P.: Examples on the caleulation of energy states by the uncer- 

tainty relations. Phil. Mag., J. theor. exper. appl. Phys., London, VII. S. 41, 851— 


2 
-AB) - > 0 


(4a% (a Br | 


854 (1950). 


An einigen Beispielen wird gezeigt, wie man mit Hilfe der Heisenbergschen 
Zentralblatt für Mathematik. 39. 15 
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Ungenauigkeitsrelation ApA4g 2% und dem Minimalprinzip der Eigenwerte leicht 
zu recht ordentlichen Abschätzungen für die Lage des tiefsten Atomterms kommen 


kann. G. Ludwig (Berlin). 
Falkoff, David L.: Exchange forces. Amer. J. Phys., Lancaster Pa. 18, 30— 

38 (1950). : | 
Einführende Darstellung des Problems der Austauschkräfte. Die mathema- 

tische Behandlung wird nicht erörtert. Höhler (Berlin). 


Maravall Casesnoves, Dario: Die Quantelung des Raumes und der Zeit in der 
Wellenmechanik. Euclides, Madrid 10, 247—250 (1950) [Spanisch]. a 
Maravall, Dario: Über die Kontinuitätsgleichung der niehtrelativistischen | 
Quantenmechanik. Euclides, Madrid 10, 112—115 (1950) [Spanisch ]. | 
Pierueei, Mariano: Un nuovo aspetto del quantum elementare di azione. I 


' quantum newtoniano o astronomico. Atti Sem. mat. fis. Univ., Modena %, 60—68 0 


1948). | 
| oh Leslie L. and Siegfried A. Wouthuysen: On the Dirac theory of spin | 
1/2 partieles and its non-relativistie limit. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 
29—36 (1950). | 
Freie Diracsche Partikel haben außer in gewissen trivialen Fällen mindestens 
drei nicht verschwindende Komponenten ihrer Eigenfunktion. Im nichtrelativisti- | 
schen Grenzfall (Impuls & m c) kann eine Dirac-Partikel mit der zweikomponentigen | 
Eigenfunktion der Paulischen Theorie beschrieben werden. Der übliche Beweisgang 
für die Äquivalenz beider Theorien in diesem Falle ist aber nicht frei von Schwierig- 
keit, wenn man über die Annäherung niedrigster Ordnung hinausgehen will. Zum 
Beispiel ist ja die Hamiltonfunktion, die mit den „‚großen‘‘ Komponenten der Dirac- 
Eigenfunktion verknüpft ist, nicht mehr hermitisch bei Anwesenheit eines äußeren 
Feldes wegen des Erscheinens eines imaginären elektrischen Moments. Außerdem | 
sind die Operatoren der Geschwindigkeitskomponente in der Diractheorie «,, in der 
Paulitheorie p,/m, letztere kommutieren und sind damit gleichzeitig mit beliebiger 
Genauigkeit meßbar, erstere nicht. Es entsteht die Frage, wie dieselbe physi- 
kalische Größe mit so verschiedenen Eigenschaften auftreten kann. — Verff. 
stellen nun eine andere Methode des Überganges von 4- zu 2-komponentigen | 


I 


Eigenfunktionen dar, die viele der aufgeworfenen Fragen klärt. Sie zeigen: 1. Es | 


| 


gibt eine Darstellung der Diracschen Theorie, in der Zustände freier Partikel 
. positiver oder negativer Energie durch 2-komponentige Eigenfunktionen beschrieben 

werden. 2. In der Diracschen Theorie existiert ein Lage-Operator, dessen Zeit. | 
ableitung durch den Operator + na: für Zustände positiver bzw. negativer 
Energie dargestellt sind. 3. Es gibt einen Operator des „mittleren Spins“, dessen | 
z-Komponente konstant ist. 4. Bei Wechselwirkung mit einem äußeren elektro- 
magnetischen Feld ist, um 2-komponentige Wellenfunktionen zu erhalten, eine un- 
endliche Folge von Transformationen durchzuführen, die zu einer Reihenentwick- 


lung nach 1/m in der Hamilton-Funktion führt. Kockel (Leipzig). | 


Salecker, H.: Quantenelektrodynamische Selbstenergie und exakte Lösungen 


der Schrödinger-Gleichung. I. Z. Naturforsch., Tübingen 5a, 431—438 (1950). 


Zunächst wird ein Einwand von H.W.Peng [Nature 154, 544 (1944); Proc. | 


> 


R. Soec., London, A 186, 119 (1946)] gegen die übliche Störungstheorie in der Quan- 


tentheorie der Felder entkräftet, wonach die bekannten Divergenzschwierigkeiten 
durch konsequente Berücksichtigung der immer vorhandenen Entartung der un- 


gestörten Zustände beseitigt werden. Durch explizite Ausrechnung ergibt sich näm- | 


lich die (schon aus Invarianzüberlesungen folgende) Tatsache, daß die Eigenfunk- 
tionen des ungestörten Problems bereits die der Störung durch die Wechselwirkung 
angepaßten Ausgangseigenfunktionen sind. Anschließend wird an Beispielen er- 
örtert, daß aus der Divergenz der zweiten störungstheoretischen Näherung für die 
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 Selbstenergie noch nicht das Divergieren des exakten Ausdrucks für dieselbe zu 
_ folgen braucht, so daß aus den Divergenzschwierigkeiten noch nicht auf Wider- 
' sprüche in den Grundlagen der Theorie geschlossen werden kann. Im Anschluß an 
‘ eine Arbeit von Gustafson [Ark. Mat. Astron. Fys. 26 A, Nr. 15, 1—28 (1939); 
! dies. Zbl. 22, 44] wird jedoch dann gezeigt, daß wenigstens für den Fall der Quanten- 
r elektrodynamik ohne. Auffüllen der negativen Energieniveaus (Einelektrontheorie) 
; auch der exakte Ausdruck für die Selbstenergie divergiert. (Dies gilt auch dann, 
‘ wenn man die elektrostatische Selbstenergie etwa durch den Diracschen }-Prozeß 
in invarianter Weise eliminiert.) Daraus ist zu entnehmen, daß die Schrödinger- 
" gleichung der Quantenelektrodynamik keine endlichen Eigenwerte besitzt und also 
" ein innerer Widerspruch in der Theorie vorhanden ist. Leider läßt läßt sich der 
" entsprechende Beweis für den physikalisch interessanteren Fall der Quantenelektro- 
} dynamik mit Auffüllen der negativen Energieniveaus, d. h. der Löchertheorie, 


nicht führen, da sich hier das Problem vorderhand überhaupt nur störungsmäßig 


|; formulieren läßt. Schafroth (Zürich). 


Salecker, H.: Quantenelektrodynamische Selbstenergie und exakte Lösungen 
der Schrödinger-Gleichung. I. Z. Naturforsch., Tübingen 5a, 480—492 (1950). 

Nachdem in Teil I (s. vorsteh. Referat) gezeigt wurde, daß die Schrödinger- 
gleighung der Quantenelektrodynamik ohne Löchertheorie keine strengen Lösungen 


i hat, beschäftigt sich dieser Teil der Arbeit mit der Frage, warum die Theorie den- 
“ noch eine gute Übereinstimmung mit dem Experiment liefert, falls man sich auf die 


unterste Näherung einer formalen Störungstheorie beschränkt. Aus mathematischen 


17 Sätzen über lineare Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung mit unendlich 


vielen Unbekannten und an Hand von Beispielen wird geschlossen: 1. Wenn die 
störungstheoretische Lösung existiert, so existiert sie für beliebige Werte der Kopp- 
lungskonstanten. 2. Wenn eine exakte Lösung existiert, die Störungstheorie jedoch 
divergiert, so ist dennoch ihre formal gebildete erste Näherung eine gute Approxi- 
mation. Leider lassen sich diese Folgerungen nicht auf das Problem der Quanten- 
elektrodynamik anwenden, da hier die Schrödingergleichung ja keine exakte Lösung 
hat. Die merkwürdige Tatsache, daß die erste nichtverschwindende Näherung der 
Störungstheorie befriedigende Resultate liefert, muß also physikalische Gründe 
haben. Abschließend wird noch der Zusammenhang der hier entwickelten Ideen 


© mit dem Gedanken der Renormalisation von Masse und Ladung diskutiert. 


Schafroth (Zürich). 
Snyder, Hartland $.: Quantum ld Adsämiee: The self-energy problem. 


Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 98—103 (1950). 


Wie aus anderen Arbeiten bekannt [W. Pauli, F. Villars, dies. Zbl. 37, 125; 
G. Wentzel, Phys. Rev., II. S. 74, 1070—1075 (1948)] hängt die Auswertung von 


* singulären Ausdrücken, die z. B. bei der Berechnung der Selbstenergie des Elektrons 


und des Photons in der Quantenelektrodynamik auftreten, von dem Wege und der 


| Reihenfolge der verschiedenen Grenzprozesse ab. Verf. zeigt, daß man durch Wahl 


geeigneter Integrationsgebiete im Impulsraum den Grenzprozeß so gestalten kann, 
daß die sonst divergenten Selbstenergien Null werden. Unbefriedigend bleibt, daß 
man das Gefühl des ad hoc erfundenen Weges behält, da man nicht recht einsehen 


"kann, inwiefern der Weg des Verf. anderen Möglichkeiten vorzuziehen ist. 


Ludwig (Berlin). 
Heitler, W. and $S. T. Ma: Quantum theory of radiation damping for diserete 
states. Proc. Irish. Acad. A 52, 109—125 (1949). 
Anwendung der Heitlerschen Methode, die Glieder für Emissions-Reabsorptions- 
Prozesse zu streichen, auf spezielle Probleme (noch ohne Lamb-shift).  Bopp. 
Balseiro, Jose A.: Transformation von Konfigurationen des Strahlungs- 


 feldes. Anwendung auf die Strahlung von Multipolen. Rev. Un. mat. Argentina 


14, 64-78 (1949) [Spanisch]. 
15* 


\ 
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Verf. knüpft an eine frühere Arbeit (dies. Zbl. 32, 328)an und gibt eine einfachere I 
Lösung für das dort aufgeworfene Transformationsproblem. Er wendet den For- 
malismus an für die Strahlung elektrischer und magnetischer Multipole. Kockel. 

Viseonti, Antoine: Remarques sur une solution de P&quation d’ondes. C. r. 
Acad. Sci., Paris 231, 507—509 (1950). 

Verf. diskutiert das Ergebnis einer früheren Note (dies. Zbl. 37, 125). Seine! 
Überlegungen stehen in enger Beziehung zu den Arbeiten von Feynman (dies.|f 
Zbl. 37, 124). Höhler (Berlin). 

Espagnat, Bernhard d’: Sur la produetion multiple de photons dans le rayonne- 
ment de freinage. C. r. Acad. Sci., Paris 229, 22—24 (1949). 

Verf. schlägt vor, bei der Erzeugung der Bremsstrahlung nicht eine augen-| 
blickliche Geschwindigkeitsänderung des Elektrons anzunehmen, sondern diese’ 
kontinuierlich während eines Schock-Zeitintervalls r abnehmen zu lassen. Man hat 
in engem Zusammenhang mit der Theorie von Bloch und Nordsieck, die Ge- 
schwindigkeit als klassische Größe zu betrachten, wobei man in der Hamilton- | 


funktion des in Wechselwirkung mit dem Elektron befindlichen Strahlungsfeldes & 


durch das in jedem Augenblick gegebene vle ersetzen muß. Die Grenzfälle einer 
Schockzeit klein gegenüber der Periode eines der Oszillatoren und umgekehrt lassen | 
sich einfach diskutieren. Es ergibt sich dabei für zu hohe Frequenzen von selbst 
ein konvergenzerzeugender Effekt. Es ist also gerechtfertigt, die Divergenz der | 
Bloch-Nordsieckschen Theorie durch Abschneidung, und zwar bei einer Frequenz 
2n/t, zu beseitigen. Bauer (München). 
Meyer, Philippe: Sur la renormalisation de masse et certains aspeets de la 
th6orie du rayonnement. ©. r. Acad. Sci., Paris 228, 1480—1482 (1949). 
Verf. untersucht am Beispiel des photoelektrischen Effekts und der Brems- 
strahlung, wie sich die Schwingersche Massenrenormalisierung in nicht-relativi- | 
stischer Näherung auswirkt. Für den Photoeffekt ergibt sich durch die Renormali- 
sierung ein geringfügig abweichendes Ergebnis, vom Experiment her ist derzeit 
keine Unterscheidung möglich. Für die Bremsstrahlung ergibt sich ein Ausdruck, 
der ebenfalls nur unwesentlich von dem bei Sch winger in strenger relativistischer 
Rechnung erhaltenen verschieden ist. Bauer (München). 
Broglie, Louis de: Une eoneeption nouvelle de l’interaetion entre les partieules | 
chargees et le champ €leetromagn6tique. Portugaliae Math. 8, 37—58 (1949). 
Zusammenfassende Darstellung einiger neuerer Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 
34, 427), die auf seiner ‚Wellenmechanik des Photons“ aufbauen. Es wird unter der 
(Stückelbergschen) Hypothese, daß das elektrische Feld eine passende Überlagerung | 
aus einem Photonenfeld von verschwindender Ruhmasse und einem Mesonenfeld sei, 
die Beseitigung der klassischen Divergenzen der Eigenenergie elektrischer Ladungen | 
angestrebt. Das gesamte Potential ergibt sich als Differenz zweier den bzw. Ruh- ! 
Un —Kor 
massen zugehöriger Yukawapotentiale V m SENAEER, die Divergenz des Ge- | 
. K? er &ır — y2 (JR {F 
samtfeldes ist a vw = 


= ‚ gerade so als ob in der gewöhnlichen Elektro- | 


statik die Punktladung durch die kontinuierliche Ladungsdichte o ersetzt wäre. 
Für die Eigenenergie der Ladung in ihrem Feld ergibt sich wohl ein konvergenter | 
Ausdruck, jedoch scheint er mit den augenblicklich besten experimentellen Werten 
der x-Mesonenmasse und der maximalen Lichtquantenmasse nicht verträglich zu | 
sein. — Verf. zeigt schließlich, daß man die Stückelbergsche Hypothese so zu ver- | 
stehen hat, daß wohl elektrische und mesonische Ladung, jede für sich, ihr eigenes 
Feld erzeugen; daß aber jede von beiden der Wirkung des Gesamttfeldes unterliegt. 
Bawer (München). 

Groenewold, H. J.: Unitary quantum eleetron dynamies. I, I. Proc. Akad. 

Wet., Amsterdam 52, 133—144, 226—239 (1949). 
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Im Anschluß an eine frühere Arbeit (1) (dies. Zbl. 32, 95) werden die Mösglich- 


keiten für eine unitäre Formulierung der Quantenelektrodynamik untersucht. 


- Zunächst spezialisiert Verf. die allgemeine Theorie aus (1) auf Elektronen und 
Photonen in Wechselwirkung. Er beschreibt die zeitliche Entwicklung des Zu- 


'ı standes durch einen Operator, den er aus dem (mathemätisch noch unzulänglichen) 
" Formalismus von Feynman [Rev. mod. Phys. 20, 367 (1948)] übernimmt. Im Hin- 


blick auf den Übergang von dieser dualistischen Theorie zu einer unitären, bei der 
bloß noch Elektronen vorkommen, verwendet er für diese eine mehrzeitige Formu- 
lierung. Die Anzahl der Feldgleichungen der unitären Theorie ist gleich der der 


_ Elektronen. Jede dieser in Anlehnung an die Ergebnisse der dualistischen Theorie 
_ postulierten Feldgleichungen verknüpft zwei Zustände, bei denen die Zeiten für 


n — 1 Elektronen zu — oo bzw. -- oo gewählt werden, während die Zeiten eines 


- Elektrons endlich sind und sich nur ‘wenig unterscheiden. Nebenbedingungen 


werden nicht angesetzt; eine Absorberbedingung (vgl. Wheeler-Feynman) muß 
natürlich gelten. Wie in der üblichen Theorie gelingt es hier, die Coulomb-Wechsel- 
wirkung von der transversalen abzutrennen. Abschließend transformiert Verf. die 
Feldgleichungen in die Energiedarstellung. — Die Bezeichnungen weichen stark 
von den üblichen ab. Formel (11) enthält einen Fehler. Höhler (Berlin). 


8 
“Groenewold, H. J.: Radiative eleetron interaetion. I, II. Proc. Akad. Wet., 
Amsterdam 53, 414—431, 610—624 (1950). 

In dieser Arbeit behandelt Verf. typische Strahlungsprozesse im Rahmen 
seiner unitären Theorie (s. vorsteh. Ref.). Bei der Emission und Absorption 
müssen die zugehörigen Übergänge im Absorber mitbehandelt werden. Dazu werden 
im Matrixelement die von dem Feynmanschen Ansatz übernommenen e-Potenzen 
entwickelt. Man behält dabei die Übersicht durch Figuren, die etwa den Feynman- 
Dysonschen Graphen entsprechen. Neben den paarweisen Übergängen spielen vor 
allem solche eine Rolle, bei denen noch ein drittes Elektron einen virtuellen Prozeß 
macht. Aufsummiert für eine Kugelschale um das betrachtete Atom geben sie für 
ein außerhalb liegendes zweites Atom einen Abschirmfaktor, insgesamt also eine 
exponentielle Dämpfung. Verf. berechnet den Einstein-Koeffizienten für die spon- 
tane Emission und begründet im Rahmen der unitären Theorie die statistischen 
Eigenschaften und den Wellencharakter der hier nur zur Vereinfachung der Be- 
schreibung nachträglich eingeführten Photonen. Diese Ergebnisse wurden für ein 
spezielles Modell des Absorbers und für ein Wechselwirkungsglied abgeleitet, das 
aus rechnerischen Gründen neben dem transversalen noch den longitudinalen 
Anteil enthält. Auf die Beziehungen zu den Arbeiten von Feynman wird nur 
hingewiesen. Vgl. auch die unitäre Theorie von G. Ludwig [Z. Naturforsch. 5a, 
637—641 (1950)]. Höhler (Berlin). 

Keberle, E.: Zur gleichartigen Wirksamkeit der Postulate von Statistik und 
Relativität in der Quantentheorie. Helvetica phys. Acta 22, 627—636 (1949). 

Verf. versucht folgende Hypothese über die Schwierigkeiten in der Quanten- 
theorie plausibel zu machen: ‚Da die Schwierigkeiten somit auf Grund des Postu- 
latenprinzips eine Folge der auf den Postulaten von Statistik und Relativität be- 


"ruhenden Quantentheorie sind, ergibt sich notwendig, daß die Beseitigungsversuche 


eine Zerstörung mindestens eines der Postulate bzw. des daraus folgenden Schemas 
ergeben müssen, wodurch die Doppelwirksamkeit aufgehoben wird. In der Tat ge- 
rät die Theorie durch das sogenannte Abschneideverfahren außerhalb des relati- 


" vistischen Postulates, oder die Bildung nichtlinearer Wellengleichungen unter Wah- 
!_ rung der Lorentzinvarianz verhindert eine Durchführung der Quantisierung. Ein 


neuer Vorschlag (S-Matrix-Methode) schaltet, unter Wahrung des relativistischen 


. Postulates, den kanonischen Formalismus aus, muß aber bei der Bestimmung sta- 


tionärer Zustände in Schwierigkeiten geraten, was in der Tat zutrifft.“ @. Ludwig. 
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Costa de Beauregard, Olivier: Sur la symötrie relativiste dans le formalisme | 
non superquantifi6. ©. r. Acad. Sci., Paris 231, 1423—1425 (1950). 3 

En utilisant simultanement la definition g6neralisee du produit scalaire hermitien 
sur une hypersurface E du genre espace, qu’il a introduit pr&cedemment (Cr. Acad. 
Sci., Paris 225, 626 (1947)] &tendue au cas des particules & spin et la definition de la 
fonction caracteristique en mecanique quantique de M. Arnous (These, Paris 1946), 
VA. obtient une symetrisation relativiste du formalisme general de la m&canique | 


quantique non superquantifiee. @. Petiau (Paris). 
Couteur, K. J. Le: Gauge invariance and rest mass. Nature, London 164, 106° 
(1949). 


Hinweis, daß Wellengleichungen vom Typus (O +) O #F„.=% trotz | 
Eichinvarianz Lösungen mit endlicher Ruhmasse haben. Allgemeine Wellenglei- | 
chungen dieses Typus werden angegeben. Eventuell vorhandene Ruhmassen 0 fi 
spielen keine ausgezeichnete Rolle, da es im allgemeinen Übergänge zwischen ver- 
schiedenen Massenwerten gibt. Bopp (München). 

Green, H. $.: The relativistie quantum mechanies of the elementary partieles. E 
Proc. Cambridge phil. Soc. 45, 263—274 (1949). | 

Verf. betrachtet verallgemeinerte Wellengleichungen vom Diracschen Typ und 
ordnet sie in seine Theorie der Dichtematrix ein. Er diskutiert explizit Wellen- | 
gleichungen bis zum $-Typ, d.h. er geht eine Verschmelzungsstufe (methode de 
fusion von De Broglie) über Kemmer hinaus. Dabei betrachtet er 5 Basismatrizen, 
was der Kommutatoralgebra angemessen erscheint. Bopp (München). 

Bergmann, Peter G.: Non-linear field theories. Phys. Rev., Lancaster Pa., 
11. S. 75, 680—685 (1949). 

Die Arbeit wird als Basis betrachtet für allgemeine kovariante Feldquanten- 
theorien. Sie selbst ist noch klassisch. Es werden allgemeine Feldgleichungen aus. 
einem Variationsprinzip abgeleitet. Erhaltungssätze, Bewegungsgleichungen und 
kanonische Größen werden angegeben. Letztere sind wie in der Elektrodynamik 
nicht algebraisch unabhängig, so daß die Quantelung noch Schwierigkeiten macht. 
Bopp (München). 


Bau der Materie: 


Bates, D.R., A. Fundaminsky and H. S. W. Massey: Exeitation and ionization 
of atoms by eleetron impaet. Part I: The Born and Oppenheimer approximations. | 
General theory. Phil. Trans. R. Soc., London, Ser. A 243, 93—117 (1950). 

Die Wirkungsquerschnitte für Anregung und Ionisation von Atomen durch | 
Elektronenstoß werden im allgemeinen nach der Bornschen oder nach der Oppen- | 
heimerschen Näherungsmethode berechnet. Dabei wird nach Born das stoßende 
Elektron als unterscheidbar von den Hüllelektronen des gestoßenen Atoms an- | 
gesehen, während Oppenheimer die Nichtunterscheidbarkeit dieser verschiedenen | 
Elektronen durch Verwendung von symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten ' 
Wellenfunktionen berücksichtigt. Diese beiden Verfahren werden nun in ihrer 
Brauchbarkeit zur Berechnung der Wirkungsquerschnitte bei relativ kleinen Stoß- ' 
energien (bis zu einigen Hundert eV) kritisch untersucht. Beispielsweise sind diese 
auf einer Störungsrechnung erster Ordnung beruhenden Näherungsverfahren nicht 
mehr anwendbar, wenn die Übergangswahrscheinlichkeiten so groß werden, daß 
entweder mehrere Quantensprünge gleichzeitig stattfinden können, oder daß der 
zu einem Quantensprung inverse Prozeß den effektiven Wirkungsquerschnitt für 
diese Stoßanregung merklich herabsetzt. Verff. zeigen, wie man aus gewissen Er- 
haltungssätzen Grenzwerte für die mögliche Größe solcher Wirkungsquerschnitte 
ableiten kann. Sauter (Göttingen). 

Bates, D. R., A. Fundaminsky, J. W. Leech and H. $. W. Massey: Exeitation 
and ionization of atoms by eleetron impaet. Part IT: The Born and Oppenheimer 
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' approximations. Comparison with experiment. Phil. Trans. R. Soc., London, Ser. 
A 243, 117—143 (1950). 
E (Für Teil I vgl. vorsteh. Referat.) Den experimentell gefundenen Kurven für 
! die Wirkungsquerschnitte von Stoßanregung und Ionisation in Abhängigkeit von 
} der Stoßenergie für eine Reihe von Substanzen (H, H,, He, Na, Ni, Ag, Hg) werden 
} die Kurven gegenübergestellt, die sich für diese Wirkungsquerschnitte aus dem 
© Bornschen und dem Oppenheimerschen Näherungsverfahren errechnen. Es zeigt 
sich dabei, daß die Bornsche Methode unter gewissen Bedingungen recht brauch- 
' bare Resultate liefert, jedoch im allgemeinen zu scharfe und gegen kleine Stoß- 
| energien hin verschobene Maxima ergibt. Andrerseits erweist sich bei Prozessen, 
bei denen das stoßende Elektron seine Spinrichtung umkehrt, also bei Prozessen, 
die nicht mit der Bornschen Methode berechnet werden können, das Oppenheimer- 
' sche Näherungsverfahren als recht unbrauchbar. Sauter (Göttingen). 
| Majumdar, Sudhansu Datta and D. C. Chowdhury: Wave functions for the 
Ü groundstate of lithium. Z. Phys., Berlin 128, 455—464 (1950). 
“ Zur Berechnung der Energie des Lithiumatoms setzen die Verf. eine Wellen- 
‘ funktion 
a 


D. K K i 
Ball +n)ep(- zin+n) 57) -nl+n)ep(- Sn+n-$r) 


| an und bestimmen nach der Ritzschen Methode die Werte der Konstanten X,a,b, 
‘ für welche die Energie ein Minimum wird. Die berechnete Gesamtenergie (— 7,4597 
‚ atomare Einheiten) stimmt mit dem empirischen Wert (— 7,4837) besser als nach 
> den bisherigen Rechnungen überein, während die Ionisierungsenergie (0,1915) von 
dem empirischen Wert (0,1983) etwas stärker abweicht. Für die Durchrechnung 
© hat es sich als zweckmäßig erwiesen, von geschätzten oder sonstwie bekannten . 
“ Näherungswerten der Konstanten auszugehen und durch ein Iterationsverfahren 
die Werte zu verbessern. Bei der Berechnung der Integrale werden die gegen- 
seitigen Abstände der Elektronen in Reihen nach Legendreschen Polynomen 
entwickelt. Kratzer (Münster i. W.). 
| Rudkjöbing, Mogens: Wave-mechanical ealeulation of eleetron collision dam- 
Ü ping eonstants for Fraunhofer lines. Publ. mindre Medd. Kobenhavns Observ. Nr. 
| 150; Ann. Astrophys., Paris 12, 229—242 (1949). 
| Es wird versucht, die Stoßdämpfungsverbreiterung von Spektrallinien (im opti- 
" schen Gebiet) durch freie Elektronen quantentheoretisch zu berechnen, wobei die 
) Wechselwirkung der freien und gebundenen Elektronen durch eine Art Hartreefeld 
$ dargestellt wird. Es kommt dabei wesentlich an auf die Phasenverschiebung, welche 
\ die de Broglie-Welle des freien Elektrons erfährt dadurch, daß bei einem Quanten- 
“ sprung das Potentialfeld des Atoms oder Ions sich ändert. Anwendungen für ein 
X Dublett von Ca II und SiIV. A. Unsöld (Kiel). 
N e Pauling. L.: La nature de la liaison chimique et la structure des moleeules 
) et des eristaux. Paris: Les Presses Universitaires 1949. XVI, 430 p. 1900 fr. 
0 Sehumann, W. 0.: Ausbreitung elektrischer Wellen längs geschichteter und 
) längs kontinuierlich veränderlicher Plasmen. Z. Naturforsch., Tübingen 5a, 612—617 
1950). 
‘ rn einer grundlegenden früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 33, 421) war ge- 
zeigt worden, daß längs einer homogenen Plasmaschicht bzw. eines Plasmazylinders 
“sich Wellen nur ausbreiten bei Frequenzen ® < wo, wo 2 die bekannte bei allen 
Plasmaproblemen verwandter Art auftretende Größe N e?/m ist; die Phasen- und 
die Gruppengeschwindigkeit dieser Wellen nimmt von c auf 0 ab, wenn die Wellen- 
frequenz von 0 auf (N e?/2 m)* wächst. Die vorliegende Arbeit bringt nun eine 
Erweiterung für Plasmen mit räumlich veränderlicher Dichte [e = f(y)]. Behandelt 
werden eine homogene ebene Plasmaschicht, beiderseits bedeckt von je einer eben- 
falls homogenen Plasmaschicht anderer Elektronendichte, und das ganze Gebilde 
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eingebettet in Luft, und ferner ebene Plasmaschichten, in der die Elektronendichte 
normal zu den Grenzflächen veränderlich ist. Die mathematische Methodik besteht 
für homogene Plasmen darin, daß für die Feldvektoren der longitudinalen Wellen 
Exponentialausdrücke exp. i (wt — a x) angesetzt und dann so eingerichtet werden, 
daß den Stetigkeitsbedingungen an den Grenzflächen genügt wird; dies führt un- 
mittelbar auf transzendente Gleichungen zur Bestimmung der in jenen Ansätzen) 
vorkommenden unbekannten Größen. Bei kontinuierlich variabler Plasmadichte 
hingegen muß man für den magnetischen Feldvektor auf die Differentialgleichung 
zurückgehen: 


2 oH, F 
HS ldeem-o =nm 


: Ne a 
wobei none Dose 
Stelle diskutiert werden. Für linearen Verlauf von e läßt sich, wenn a yw?/e <a? 
ist, die Lösung durch Besselfunktionen geben. Für ihre Diskussion im einzelnen | 
sei auf die Arbeit selbst verwiesen, die physikalisch interessante Spezialfälle hervor- 
hebt. R. Seeliger (Greifswald). 
Achiezer, A. I. und Ja. B. Fajnberg: Über die Wechselwirkung eines Bündels 
von geladenen Teilehen mit einem Elektronenplasma. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. 8. 69, 555—556 (1949) [Russisch ]. 
Es wird gezeigt, daß beim Durchgang ‚von schnellen Elektronen durch ein 
Plasma longitudinale Elektronenschwingungen angeregt werden können. Die Dis- 
persionsgleichung, d. h. der Zusammenhang zwischen Frequenz und Ausbreitungs- 
vektor, wird berechnet. Schließlich wird die Anregung derartiger Schwingungen in 
Hohlraumresonatoren und Dielektrika diskutiert. Lyons (Berlin). 
Cohen, Robert S., Lyman Spitzer jr. and Paul MeR. Routly: The eleetrical 
conduetivity of an ionized gas. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 80, 230—238 (1950). 
Der Wechselwirkungsterm in der Boltzmanngleichung wird für ein ionisiertes 
Gas als Summe zweier Terme geschrieben: dem gewöhnlichen Term für nahe Stöße‘ 
und einem Diffusionsterm für entfernte Stöße. Letztere, die zu sehr kleinen Ab- | 
lenkungen Anlaß geben, sind nach den Verff. die weitaus wichtigsten, denn die 
Berücksichtigung des Diffusionsterms allein stellt in den meisten Fällen eine recht | 
gute Näherung dar, und die entsprechende Näherungslösung geht bei zunehmender | 
Temperatur oder abnehmender Dichte in die exakte Lösung über. Es wird gezeigt, | 
daß man bei Berechnung der Koeffizienten aus dem Diffusionsterm die Abschneidung 
bei dem Debyeschen Radius vornehmen muß statt, wie bisher, bei einem mittleren 
Ionenabstand. Die Integro-Differentialgleichung, die sich hier ergibt, erlaubt ge- | 
nauere Lösungen der Boltzmanngleichung als in der Chapman-Cowling-Theorie. | 
Nach einigen Vernachlässigungen in der Bestimmung der Koeffizienten wird die | 
Geschwindigkeitsverteilung für den Fall eines Gases aus Elektronen und einfach 
ionisierten Atomen, die unter Einfluß eines elektrischen Feldes stehen, numerisch 
berechnet. Es ergibt sich für hohe Temperaturen und geringe Dichten eine elektri- 
sche Leitfähigkeit, die 60%, des Wertes von Cowling [Proc. R. Soc., London, A 183, | 
453 (1945)] beträgt. Lyons (Berlin). 
Walker, @. B.: Congruent space charge flow. Proc. phys. Soc., London, Sect- 
B 63, 1017-1027 (1950). | 
Verff. beschränken sich auf stationäre, wirbelfreie Strömungen (rot v — 0). | 
Unter der Voraussetzung, daß sich die Geschwindigkeit als Gradient einer skalaren 
Ortsfunktion, der Wirkungsfunktion W, darstellen lasse, werden für verschiedene | 
Bewegungsformen Theoreme hergeleitet und zwar für 1. geradlinige Bewegung, 
2. Bewegung, bei der die Stromdichte längs der Strömuneslinie konstant ist, 3. Be- 
wegung, bei der sich die Wirkungsfunktion durch harmonische Funktionen dar- 
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" stellen lasse. — Zwei praktische Beispiele krummliniger Strömung werden durch- 
gerechnet. Lyons (Berlin). 


Peach, M. and J. S. Koehler: The forces exerted on dislocations and the stress. 


- fields produced by them. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 80, 436—439 (1950). 


Verff. geben einen Ausdruck für die Kraft auf ein infinitesimales Stück einer 


7 Versetzungslinie. Dieser Ausdruck gilt allgemein und umfaßt früher behandelte 


Fälle. Ferner werden die von W.G.Burgers abgeleiteten Ausdrücke für be-. 
liebige, geschlossene Versetzungslinien als Linienintegrale über die Versetzungs- 
linie dargestellt, so daß man auch hier den Beitrag eines infinitesimalen Elements 


B erkennen kann. Die expliziten Formeln für Verschiebungen, Verzerrungen und 
- Spannungen werden angegeben. Leibfried (Göttingen). 


Korringa, J.: Nuclear magnetie relaxation and resonance line shift in metals. 
Physica, The Hague 16, 601—610 (1950). 
Es wird die magnetische Wechselwirkung bei Metallen zwischen den Kernspins 


% und den Leitungselektronen untersucht, wobei letztere (ohne Berücksichtigung 


irgendwelcher Korrelationseffekte) durch Blochsche Wellenfunktionen beschrieben 
werden. Mit der üblichen Störungsrechnung wird die durch diese Kopplung be- 
dingte Änderung der Gesamtenergie des Systems (,‚Linienverschiebung“), sowie die 
Refaxationszeit für die Einstellung des Gleichgewichtszustandes nach Einschalten 
eines äußeren Magnetfeldes ermittelt. Diese Relaxationszeit 7 erweist sich als un- 
abhängig von der angelegten Feldstärke und als verkehrt proportional zur absoluten 
Temperatur. Ferner wird zwischen 7 und der Linienverschiebung AH im Magnet- 
feld 7 die Beziehung 7 (AH/H) = h?/ng?k T abgeleitet, in der g den Lande- 
Faktor des Kerns bedeutet. Ein Vergleich des so gefundenen Wertes für 
t(AH/H)? mit entsprechenden Meßwerten hierfür zeigt, daß der berechnete Wert 
bei "Li um den Faktor 3 zu niedrig, bei Al um den Faktor 6,5 zu hoch und bei 
63Cu um den Faktor 4 zu hoch liegt. Die möglichen Gründe für diese Abweichungen, 
und zwar im besonderen die Korrelationseffekte zwischen den Leitungselektronen,, 
werden diskutiert. Sauter (Göttingen). 

Newell, G. F.: Crystal statisties of a two-dimensional Ising lattice. Phys. Rev., 
Lancaster Pa., ll. S. 78, 444—449 (1950). 

Verf. berechnet die Zustandssumme eines zweidimensionalen Ising-Gitters, an 
dessen Gitterpunkten je ein Elektronenspin sitzt und nur mit seinen nächsten 
Nachbarn in Wechselwirkung steht. Er stellt diese Zustandssumme als Funktion 
Z = N At der Eigenwerte 2, einer 2"-dimensionalen Matrix M dar, wobei n bzw. m 


% 
die Zeilen bzw. die Spalten des Gitters numerieren, und zeigt, daß M in Gliedern der 
9r.dimensionalen Darstellungen von 2”-dimensionalen orthogonalen Matrizen aus- 
gedrückt werden kann. Bei der Bestimmung der Eigenwerte von M macht er von 
den Relationen zwischen den Eigenwerten einer 2n-dimensionalen orthogonalen 
Matrix und denen ihrer 2”-dimensionalen Darstellung Gebrauch. Seine Behand- 
lungsweise unterscheidet sich von einer ähnlichen durch Onsager und Kaufman 
darin, daß die Randeffekte am Gitter dadurch vermieden werden, daß Verf. die- 
selbe Wechselwirkung wie im Innern des Gitters zwischen dem letzten Gitterpunkt 


| einer Reihe bzw. Spalte mit dem ersten der nächsten Reihe bzw. Spalte ansetzt. 


Seine Zustandssumme unterscheidet sich von derjenigen von Onsager und 
Kaufman nur in der Ordnung n”?, und deren Matrix ist abgesehen von Rand- 
effekten äquivalent M". Die Verteilungsfunktion für hohe n und m läßt sich in 
Gliedern des größten Eigenwerts von M genau darstellen. Kofink (Karlsruhe). 

oe Snoek, J. L.: New developments in ferromagnetie materials. With intro- 
duetory chapters on the staties and dynamies of ferromagnetism. 2. revised and 
enlarged ed. Amsterdam and New York: Elsevier Publishing Co., Ine.; London: 
Cleaver-Hume Press, Ltd., 1949. VIIL, 139 p. 15. 
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Kernphysik: | 
© Gaynor, Frank: Pocket eneyclopedia of atomie energy. New York: Philo- 
sophical Library 1950. 204 p. $ 7.50. 


Das vorliegende Buch enthält eine lexikographische Zusammenstellung aller mit Atom- 
kernen zusammenhängenden Begriffe und Fachausdrücke mit ausführlichen Erklärungen und 
den zugehörigen deutschen Übersetzungen. Es liefert damit dem Spezialisten einen bis ins 
Detail gehenden Überblick über das gegenwärtig zur Verfügung stehende empirische Material 
über die Atomkerne, welches u. a. sich in Isotopentabellen und den verschiedensten Zusammen- 
stellungen ausführlich niedergeschlagen findet. Darüber hinaus aber sieht es seine Hauptauf- | 
gabe darin, einem weiten Kreis von Nichtspezialisten, wie dem Naturwissenschaftler anderer 
. Sparten und darüber hinaus der gesamten gebildeten Öffentlichkeit Auskunft und Antwort | 

zu erteilen bei allen Fragen und auftretenden Spezialausdrücken, die im Zusammenhang mit | 
den Atomkernen stehen. Die theoretischen Zusammenhänge werden dementsprechend eben- 
falls in den Grundzügen entwickelt. Für den deutschen Spezialisten aber dürfte beim Studium | 
englischsprachiger Spezialliteratur das Buch als bequemes — wenngleich nicht lückenloses — 
Nachschlagewerk Verwendung finden. W. Macke (Göttingen). 
Heitler, W.: Theory of meson produetion. Rev. modern Phys., New York 


21, 113—121 (1949). 

Bericht über die Ergebnisse der Rechnung betreffend Erzeugung der r-Mesonen a) durch 

Nukleon-Nukleon-Stöße, b) durch Photon-Nukleon-Stöße. Dabei werden im Wechselwirkungs- 
ausdruck alle höheren Terme, die der gleichzeitigen Erzeugung mehrerer Mesonen entsprechen 
würden, weggelassen. Die Ergebnisse sind daher nicht als quantitativ richtig anzusprechen, 
doch wird vermutet, daß die allgemeinen Züge eines solchen Ereignisses wie die Energieab- 
.hängigkeit des Wirkungsquerschnitts richtig wiedergegeben werden. Nach den Erhaltungs- 
sätzen kann ein Meson (Ruhmasse ı) erzeugt werden, wenn auf ein ruhendes Nukleon ein anderes 
mit einer kinetischen Energie 2 > 2 u c? auftrifft. Wird an Stelle des Nukleons ein zusammen- 
gesetzter Kern benutzt, etwa ein «-Teilchen, so kann die innere kinetische Energie, die den 
Nukleonen in diesem Kern zukommt, gleichfalls an der Mesonenerzeugung mitwirken. Die 
äußere kinetische Energie kann dann auch.unter 2 u. c? liegen. In diesem Fall ist der Wirkungs- 
querschnitt beträchtlich kleiner. — Die Mesonen werden durch die ladungssymmetrische Kom- 
bination von pseudoskalarem und vektoriellem Feld beschrieben. Die Massen der beiden Feld- 
quanten werden gleich angenommen. Wegen mathematischer Schwierigkeiten sind die Rech- 
nungen auf die Extremfälle #<M c? und Z>M c? beschränkt worden (M Nukleonenmasse). 
Die Rechnungen sind im ‚allgemeinen in früheren Arbeiten dargestellt und werden hier nur 
' referiert. Im extrem relativistischen Fall ergibt sich ein Wirkungsquerschnitt von „1025 cm?, 
im nicht relativistischen Bereich steigt er von sehr kleinen Werten auf einige 10?” cm? an. — 
Weiterhin wird der auf Grund der gemachten Ansätze auftretende Energieverlustberechnet,denein 
energiereiches Nukleon bei Durchsetzung der Materie erleidet. Esist — 0E/öx = k- N - E(h/uc)? 
mit 0,9 <k<4. N = Zahl der Nukleonen im cm?. Die Ergebnisse werden an Hand der Er- 
fahrungen aus der kosmischen Strahlung diskutiert, insbesondere werden Gesichtspunkte für 
die ‚„plurale“ Erzeugung von Mesonen durch aufeinander folgende Stöße angeführt als Ent- 
gegnung auf die Heisenbergsche Theorie der „‚multiplen“ Mesonenerzeugung bei einem einzigen 
Wechselwirkungsakt. — Für die Wechselwirkung der Photonen mit Nukleonen unter Mesonen- 
erzeugung errechnet Verf. einen Wirkungsquerschnitt zwischen 10-28 und 10-2” cm?, bei Pho- 
tonenenergien von 108 bis 10° eV. Die hiernach in großen Luftschauern zu erwartende Zahl 
von Mesonen ist kleiner als die beobachtete, so daß die dort auftretende Zahl noch auf andere 
Weise (durch Stöße gleichzeitig anwesender Nukleonen) entstanden sein müssen, was man 
erwartet. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

Heitler, W.: On the relativistie interaction of point partieles. Proc. Irish Acad. 
A 52, 95—108 (1949). T 

Berechnung der Wechselwirkung in erster Näherung. Die höheren Terme werden 
wegen der in ihnen enthaltenen Divergenzen, die derzeit noch nicht eliminiert 
werden konnten — die Tomonaga-Schwingerschen Arbeiten waren noch nicht be- 
kannt —, weggelassen. Die Rechnung wird angewandt auf die Wechselwirkung 
von Nukleonen, wie sie durch das Mesonenfeld vermittelt wird. K.-H. Höcker. 

Lopes, J. Leite: The nueleon magnetic moment in meson pair theories. Phys. 
Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 36—39 (1950). 

Es werden die Beiträge zu den magnetischen Momenten von Proton und Neu- 
tron berechnet, die sich aus der Wechselwirkung des Nukleons mit einem skalaren 
oder spinoriellen Meson-Paar-Feld ergeben. Trotz Renormalisierung bekommt man 
logarithmisch divergente Ausdrücke. R. Oehme (Göttingen). 
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Marty, C. and J. Prentzki: La mesodesint6gration du deuteron. J. Phys. Ra- 


_ dium, VII. 8. 10, 156—164 (1949). & 


Zerlegung eines Deuterons durch Mesoneneinfang wird auf der Basis der Bin- 


‚ dungskräfte des Deuterons berechnet (nach Moller-Rosenfeld): + zerfällt in 
 #-Meson; -Einfangquerschnitt » 102°” cm? (es überwiegt Absorption aus der K- 
© Schale nach dem Einfang in die K-Schale); 2° (neutrales Meson): o » 1028 cm?, 
Die Möglichkeit, neutrale Mesonen an den Zerfallsprodukten des Deuterons zu be- 
 obachten, wird diskutiert. Bopp (München). 
Chew, Geoffrey F.: The inelastie seattering of high energy neutrons by deu- 
 terons according to the impulse approximation. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 
0 80, 196—202 (1950). 


In Hinblick auf die Unterschiede, die bei hohen Energien zwischen P-P- und 


'_ N-P-Streuung auftreten, scheint es wünschenswert, etwas über das Verhalten der 


N-N-Wechselwirkung zu erfahren. Zu dem Zweck wird die unelastische Streuung 


| von Neutronen an Deuteronen untersucht, beider man mit mehr Recht als bei der 
; elastischen Streuung den Anteil der Amplituden der N-P-Streuung und der N-N- 


Streuung am Gesamtergebnis verfolgen kann. Ein entsprechendes Verfahren wird 
entwickelt. Die Näherung in diesem Verfahren baut auf 1. auf dem verglichen zu 


_ der*Reichweite der Kernkräfte großen Deuterondurchmesser, 2. auf der großen 


Geschwindigkeit des einfallenden Neutrons relativ zur Nullpunktsbewegung des 


 Deuterons. Die übliche Voraussetzung der Kleinheit der Kernbindungsenergie 
! gegenüber der kinetischen Energie des ankommenden Neutrons wird nicht gemacht. 


Verf. hält daher sein Rechenverfahren für zweckmäßiger als die Bornsche Näherung. 
— Der Ansatz für die Kräfte zwischen Nukleonen beschränkt sich auf Zentralkräfte. 
Das Ergebnis soll mit Hilfe von Erfahrungen am Berkeley-Zyklotron in einer folgen- 


* den Arbeit nutzbar gemacht werden. K.-H. Höcker (Stuttgart). 


Bransden, B. H. and E. H. S. Burhop: The disintegration of the deuteron by 
neutron impact. Proc. phys. Soc., London, Sect. A 63, 1337—1348 (1950). 

Die Methode der gestörten Wellenfunktionen wird auf die Berechnung des 
Wirkungsquerschnitts für die Zertrümmerung des Deuterons durch Neutronen an- 
gewendet. Für 11,5 MeV Neutronenenergie ergibt sich ein Wirkungsquerschnitt 
von 6,4 - 1025 cm?, dreimal weniger als bei früheren Rechnungen, aber doch noch 
um eine Größenordnung höher als die experimentellen Werte. Bei einer Neutronen- 
energie von 5,1 MeV erhält man theoretisch die gleiche Größenordnung wie die aus 
der p-d-Zertrümmerung unter Elimination der Coulombschen Abstoßung experimen- 
tell ermittelten Werte. Volz (Erlangen). 

Basu, D.: Influence of radiation damping on the neutron-proton sceattering at 
relativistie energies. Proc. Irish Acad. A 53, 31—39 (1950). 

Die Singularitäten des Mesonenpotentials und deren unangenehme Folgen sind 
selbst durch die neueste Entwicklung der Quantentheorie der Wellenfelder nicht 
zu beseitigen. Für den Neutron-Proton-Streuquerschnitt bewirken sie ein An- 
wachsen mit dem Quadrat der Energie des einfallenden Teilchens. In der vorlie- 
genden Arbeit wird gezeigt, daß bei der Berechnung des Streuquerschnitts die Be- 


‚rücksichtigung der Strahlungsterme ausreicht, um ein unbestimmtes Anwachsen des 
| Wirkungsquerschnitts zu vermeiden. Man findet @str. — 15 : 10@/E cm?, gültig 


für E >10%eV. Soweit experimentelle Erfahrungen vorliegen, scheinen diese mit 


der Rechnung vereinbar. Bei E >10°eV tritt an die Stelle von @str. der Wir- 


kungsquerschnitt für Mesonenerzeugung, mit dem also @str. nicht identisch ist. 
Die numerische Genauigkeit des Ergebnisses ist begrenzt sowohl physikalisch 
durch unsere ungenaue Kenntnis der Wechselwirkung des Mesonenfeldes mit Nu- 
kleonen wie mathematisch durch das Variationsverfahren zur Lösung der Integral- 


gleichung, die das Problem bestimmt. K.-H. Höcker (Stuttgart). 
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Case, K. M. and A. Pais: On spin-orbit interactions and nucleon-nueleonm 
seattering. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 80, 203—211 (1950). 

Die Unterschiede, die bei hohen Energien zwischen Neutron-Proton-Streu- 
prozessen und Proton-Proton-Streuprozessen auftreten, haben die alte Vorstellung 
von der Ladungsunabhängigkeit der Kernkräfte, die bei weniger extremen Energien | 
gut begründet ist, ins Wanken gebracht. Bei Versuchen von 30 MeV bis 350 MeV | 
zeigen sich Diskrepanzen. Der Wirkungsquerschnitt für N-P-Streuung ON (8) ist | 
symmetrisch um 90°, bezogen auf das Schwerpunktsystem, dagegen ist bei P-P- | 
Streuung op (0) für 20° <0 < 90° praktisch konstant (isotrope Streuung). Außer- | 
dem ist op (90°) » 40x (90°) für 350 bzw. 260 MeV. Die Arbeit führt Argumente 
dafür an, daß trotzdem an der Ladungsunabhängigkeit der Kernkräfte festgehalten 
werden kann. Die grundlegende Tatsache ist, daß bei der N-P-Streuung Zustände | 
mitwirken, die bei der P-P-Streuung wegen des Pauli-Prinzips nicht auftreten | 
können. Es wird nun nach einem Kraftansatz gesucht, der N-P- und P-P-Streuung 
richtig beschreibt. Der Vorschlag der Verff. geht dahin, als Potential eine Spin- 
Bahn-Kopplung anzunehmen: V (r)- (2-6). V(r) muß stark singulär sein: 

ad, El 
VO — gr an Kr 
Dann wird gezeigt, daß, wenn man die bisherigen Ansätze der Beschreibung der | 
N-P-Streuung [Christian u. Hart, Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 7%, 441 
(1950)] sinnvoll ausbaut, sowohl diese wie die P-P-Streuergebnisse wenigstens quali- 
tativ richtig wiedergegeben werden. — Die hier eingeführte starke LS-Kopplung 
kann auch für das Schalenmodell schwerer Kerne nützlich sein. Sie ergibt, daß bei 
gegebenem L die Bindungsenergie für Kerne, deren Gesamtdrehmoment L + S ist, 
stets größer ist als diejenige mit dem Gesamtdrehmoment L— S, wie es die Er- 
fahrung verlangt. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

Heidmann, J.: The production of high energy deuterons by energetie nucleons 
bombarding nuclei. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 80, 171—176 (1950). 

Im Anschluß an verschiedene experimentelle Beobachtungen wird die Erzeugung 
schneller Deuteronen durch Beschließung schwerer Kerne mit energiereichen Neu- | 
tronen (2,100 MeV) theoretisch erfaßt. Die Berechnung bedient sich des Born- 
schen Näherungsverfahrens, welches unter den gegebenen Voraussetzungen wesent- | 
liche Vereinfachungen zuläßt. Zur Beschreibung des zur Bildung des Deuterons 
dienenden Kernprotons wird die Fermistatistik herangezogen, die jedoch insofern | 
einer Korrektur bedarf, als die Wechselwirkung des Protons mit einem weiteren ' 
Kernteilchen berücksichtigt werden muß. Die Ergebnisse beschreiben die Impuls- | 
verteilungsfunktion eines Nukleons im Inneren eines schweren Kerns und den 
Wirkungsquerschnitt des erwähnten Prozesses in Abhängigkeit von der Energie der 
einfallenden und der erzeugten Teilchen. Ecker (Bonn). 

Steinwedel, Helmut und J. Hans D. Jensen: Hydrodynamik von Kerndipol- 
schwingungen. Z. Naturforsch., Tübingen 5a, 413—420 (1950). 

Die Resonanzerscheinungen bei (y n)- und (y p)-Prozessen werden als Dipol- 
schwingungen der Protonenflüssigkeit gegen die Neutronenflüssigkeit im Kern ge- | 
deutet. Die elastischen Kräfte ergeben sich aus der halbempirischen Formel für | 
die Bindungsenergien stabiler Kerne. Von Kopplungen mit Oberflächenschwingun- | 
gen oder Kompressionsschwingungen wird abgesehen. Der experimentelle Gang der 
Resonanzfrequenzen mit der Massenzahl ergibt sich richtig, doch bleiben die Zahlen- 
werte um etwa 30% hinter den experimentellen zurück. Volz (Erlangen). 

Jahn, H. A.: Theoretieal studies in nuelear strueture. I. Enumeration and elassi- 
fieation of the states arising from the filling of the nuelear d-shell. Proc. RB. Soc., 
London, A 201, 516—544 (1950). 

Berechnungen zur Frage des Kernbaus auf Grund reiner Russel-Saunders- 
Kopplung. Zahlenmäßige Ergebnisse, die einen Vergleich mit der Erfahrung und 


Die Eigenschaften der LS-Kopplung werden untersucht. 
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. damit eine Beurteilung der Brauchbarkeit des zugrunde liegenden Modells ermög- 
' lichten, stehen noch aus. K.-H. Höcker (Stuttgart). 


Zinnes, Irving: Polarization correlation of mixed multipoles. Phys. Rev. 
Lancaster Pa., II. S. 80, 386—391 (1950). 
Wie D. R. Hamilton gezeigt hat, bestehen bei Atomkernen, die von einem 


’ 


‚ ‚angeregten Zustand durch zwei aufeinander folgende Quantensprünge über einen 
, Zwischenzustand in den Grundzustand übergehen, zwischen den Emissionsrichtungen 


der beiden dabeiausgesandten Quanten, sowie zwischen den zugehörigen Polarisations- 
richtungen bestimmte Korrelationen. Während aber von Hamilton nur der Fall 
untersucht wird, daß bei diesen Quantensprüngen jeweils eine reine (elektrische oder 
magnetische) Multipolstrahlung emittiert wird, untersucht Verf. den wesentlich 
komplizierteren Fall, daß bei dem einen der beiden Quantensprünge eine Mischung 
aus zwei verschiedenen Multipolstrahlungen emittiert wird. Die entsprechenden 
Korrelationsfunktionen werden in Tabellenform zusammengestellt und an einfachen 
Beispielen erläutert. Sauter (Göttingen). 

e Montgomery, J. X.: Cosmie ray physies. — Based on leetures given by Marcel 
Schein at Princeton University, with speeial eontribution by Shuichi Kusaka and 
Niels Arley. Princeton, N. J.: Princeton University Press; London: Oxford Univer- _ 
‚sity, Press 1949. VIII, 370 p. 40 =. net. 

” Jänossy, L. and H. Messel: Fluetuations of the eleetron-photon eascade. — 
Moments of the distribution. Proc. phys. Soc. London, Sect. A 63, 1101—1115 
(1950). 

In Fortsetzung einer grundlegenden Arbeit eines der Verf. (Jänossy, dies. Zbl. 
37, 141) werden die zweiten Momente der Elektronen- und Photonenkaskade be- 
rechnet. Es ergibt sich, daß das mittlere Schwankungsquadrat beim Kaskaden- 
maximum das normale ist (entsprechend einer Poisson-Verteilung) oder kleiner. 
Vor und nach dem Maximum übersteigt es stark das normale. Der Korrelations- 
koeffizient zwischen Elektronen und Photonen ist für kleine Dicken oder nahe 
dem Kaskadenmaximum Null, sonst positiv. — Weitere Untersuchungen über den 
Gegenstand sollen folgen. Lyons (Berlin). 

Jänossy, L.: On the lateral spread of extensive air showers. Proc. phys. Soc. 
London, Sect. A 63, 1009—1015 (1950). 

Die Winkelausdehnung von großen Luftschauern werden in der Näherung be- 
rechnet, bei der die Ionisationsverluste vernachlässigt werden und die Abschirmung 
als vollkommen anzusehen ist. Die Atmosphäre wird als homogen angenommen. 
Es ergibt sich, daß die Winkelbreite im Kaskadenmaximum gleich der mittleren 
wird, aber beim Durchschreiten des Kaskadenschauers beträchtlich größer ist. 
Qualitative Übereinstimmung mit den Ergebnissen von Borsellino (Nuovo 
Cimento, Bologna VI, 6 (1949)) besteht, die quantitativenDiskrepanzen werden näher 
untersucht. Lyons (Berlin). 

Post, R. F. and L. I. Schiff: Statistical limitations on the resolving time of 
a seintillation eounter. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 80, 1113 (1950). 


Astronomie. Astrophysik. Geophysik. 


Gurzadjan, @. A.: Zur Dynamik der Sternassoziationen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. $S. 69, 145—148 (1949) [Russisch ]. 

Es wird von der Hypothese ausgegangen, daß sich die Sterne in der Milch- 
straße zu „Sternassoziationen‘“ zusammenfassen lassen, die aus einem ursprüng- 
lichen ‚Protostern‘“ entstanden sind und deren Mitglieder sich im Felde der Milch- 
straße zerstreuen. Aus der gegenwärtig beobachteten Mitgliederzahl einer Stern- 
assoziation und aus dem Bewegungszustand in den Assoziationen wird auf die 


“ Größe des Protosterns geschlossen. Protosterne sollen Durchmesser von rund 
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600 astron. Einheiten, mittlere Dichten von 10-16 g - cm”? und Leuchtkräfte von | 


0,2 x 102 der Leuchtkraft der Sonne haben. ’ Fricke (Hamburg). 
Tuominen, Jaakko: A note on the theory of stellar dynamies. I. Proc. Akad. 
Wet., Amsterdam 53, 1049—1055 (1950). 


Für ein ebenes rotationssymmetrisches Sternsystem, in dem sich die Sterne in | 


Keplerschen Bahnen bewegen sollen, werden die Größen U?2, V?, UV abgeleitet, 


wo U, V die Geschwindigkeitskomponenten eines Sternes in bezug auf die mittlere | 


Strömung in einem Punkt des Sternsystems bedeuten. W. Fricke. 


Tuominen, Jaakko: A note on the theory of stellar dynamies. II. Proc. Akad. | 


Wet., Amsterdam 53, 1211—1216 (1950). 


Für ein ebenes Sternsystem, in dem sich die Sterne in Keplerschen Bahnen 
bewegen, deren „Aphel“-Länge zur Hälfte d%, = 0 und zur anderen Hälfte , = 7 


beträgt, werden die Größen U2, V2 und UV abgeleitet. W. Fricke. 


Kurth, R.: Massenabsehätzung der kugelförmigen Stern- und Nebelhaufen | 


auf dynamischer Grundlage. Z. Astrophys., Berlin 28, 1—16 (1950). 
Es werden Modelle der Hüllen stationärer kugelsymmetrischer Systeme von 


Massenpunkten entworfen, in denen die Dichte mit einer Potenz des Radius derart 


abfällt, daß die Systemmasse endlich bleibt. Der quadratische Mittelwert über alle 


Geschwindigkeitskomponenten in einer Richtung, der durch die Systemmasse be- | 


stimmt ist, wird für die Modelle berechnet. Aus den Beobachtungsdaten über die 
Radialgeschwindigkeiten und den Dichteabfall in Kugelsternhaufen und Nebel- 
haufen werden die Massen der beobachteten Haufen abgeschätzt. MW. Fricke. 

Trumpler, R. J.: The statistical study of the galaetie star system. Proc. Ber- 
keley Sympos. Math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946), 
295—301 (1949). 


Es wird eine kurze Übersicht über die statistischen Probleme gegeben, die mit. 


dem Aufsuchen der Verteilungsfunktion der Koordinaten und Geschwindigkeiten 
für die Sterne des Sternsystems verbunden sind. W. Fricke (Hamburg). 

Kurth, Rudolf: Die Masse des Milchstraßensystems. Z. Astrophys., Berlin 
28, 60—66 (1950). 


Aus dem Virialsatz wird unter Verwendung der Radialgeschwindigkeiten der | 
Kugelsternhaufen und unter verschiedenen Annahmen über die Massenverteilung | 


in der Milchstraße die Gesamtmasse des Milchstraßensystems abgeschätzt. Als 


Gesamtmasse wird 1x 1011 Sonnenmassen mit einer Unsicherheit von einem 


Faktor zwei gefunden. W. Fricke (Hamburg). 


TorondZadze, A. F.: Eigentümlichkeiten der Bewegung der Sterne der Spektral- 
klassen O und B und Ausdehnung von Sternassoziationen. Doklady Akad. Nauk 


SSSR, n. S. 74, 441—443 (1950) [Russisch]. 


Die Oortsche Deutung der systematischen Effekte in den Radialgeschwindig- 


keiten und Eigenbewegungen der O- und B-Sterne als Effekte einer differentiellen 


Rotation der Milchstraße wird aufgegeben. Die Oortschen Effekte sollen ver- 


ursacht sein durch die Bewegung dieser Objekte in Spiralarmen und durch Aus- 
dehnung der Sternassoziationen, denen sie angehören. W. Fricke. 
Agekjan, T. A.: Zur Dynamik des Durehgangs von Sternen durch Wolken von 
Meteormaterie. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 69, 515—518 (1949) [Russisch]. 
Es wird die Massenaufsammlung eines Sternes berechnet, der sich durch eine 
Staubwolke bewegt, in der die Partikelgeschwindigkeiten einem bestimmten Ver- 
teilungsgesetz genügen. W.Fricke (Hamburg). 
King, Ivan: On the derivation of space densities in globular elusters. Proc. 
nat. Acad. Sci. USA 36, 684—686 (1950). 
Für die Bestimmung der räumlichen Sterndichte in Kugelsternhaufen aus der 
beobachteten (projizierten) Dichteverteilung werden einfache numerische Inte- 
grationen angegeben. W. Fricke (Hamburg). 
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14 e MeCrea, W.H.: Physies of the sun and stars. London: Hutchinson’s Univer- 
‚"sity Library 1950. 192p. 7s. 6d. 

Copson, E. T.: The expansion of a gas eloud into a vaecuum. Monthly Not. 
, R. astron. Soc., London 110, 238—246 (1950). 

v Untersucht wird die eindimensionale Bewegung der Materie aus einer ein- 
v atomigen Gaswolke, in der die Dichte und der Druck dem adiabatischen Gesetz ge- 
horchen. Die Wolke sei anfänglich in Ruhe und homogen aufgebaut bis auf eine 
Schicht an der Grenze zum Vakuum. Aus der inhomogenen Grenzschicht soll die 
Bewegung der Atome ins Vakuum beginnen. Der Ablauf wird nach der Riemann- 
schen Methode zur Lösung der Bewegungs- und Kontinuitätsgleichung studiert. 
' Während sich die Grenzfläche der Wolke mit wachsender Geschwindigkeit u in das 
Vakuum bewegt, verschiebt sich die Grenze zwischen inhomogener Schicht und 
homogener Wolke mit lokaler Schallgeschwindigkeit c in die Wolke hinein, und die 
inhomogene Schicht wird in zwei Schichten mit verschiedenem Bewegungszustand 
aufgespalten. Diese Aufspaltung verschwindet nach endlicher Zeit (je nach der 
Dicke der inhomogenen Schicht), so daß schließlich die Riemannsche Variable 
r=3%(3c+u) in der ganzen Wolke konstant ist. In diesem Grenzfall ist die Ex- 
pansionsgeschwindigkeit der Grenzfläche gleich 3 c (gleich dem Ergebnis von Bur- 
gend). W. Fricke (Hamburg). 

MeVittie, G. C.: The expansion of an interstellar gas cloud into a vacuum. 
Monthly Not. R. Astron. Soc., London 110, 224—237 (1950). 

Untersucht wird die eindimensionale Bewegung von H-Atomen aus einer 
interstellaren Gaswolke in ein Vakuum für die beiden Fälle, daß a) die Gaswolke 
isotherm ist und daß b) in der Gaswolke ein Temperaturgradient senkrecht zur 
Grenzfläche der Wolke existiert. Angewendet wird die Riemannsche Lösungs- 
methode für die Kontinuitäts- und Bewegungsgleichung. Es wird gezeigt, daß die 
Lösung von J.M. Burgers [Proc. Akad. Wet., Amsterdam 49,, Section 2 (1946)], 
nach der sich die Grenzfläche einer homogenen Gaswolke mit der dreifachen Schall- 
geschwindigkeit (im ungestörten Gas) in das Vakuum ausdehnt, ein in der Natur. 
nicht realisierter oberer Grenzfall ist. W. Fricke (Hamburg). 

Band, William: On the origin of the lighter elements. Phys. Rev., Lancaster 
Pa., II. S. 80, 813—818 (1950). 

Im Anschluß an eine Theorie von Mayer und Teller [Phys. Rev., Lancaster 
Pa., II. S. 76, 1226—1231 (1949)] über den Ursprung der Elemente, bei der die 
relativen Häufigkeiten der schwereren Kerne durch die Spaltung eines riesenhaften 
Polyneutrons von stellarem Ausmaß erklärt werden, entwickelt Verf. eine Theorie, 
‘ die auch die Häufigkeiten der leichteren Elemente erklären soll. Danach entstehen 
diese in einem Zwischenstadium der Sternentwicklung vor der Bildung des Neutronen- 

. kerns, wenn nämlich die Temperaturen bereits Kernreaktionen erlauben, die Aus- 
kondensation der Neutronen aber gerade erst beginnt. Unter sehr allgemeinen 
Annahmen wird die Verteilungsfunktion für atomkernartige Nukleonenaggregate 
vorgegebener Zusammensetzung quantenstatistisch für den Gleichgewichtsfall 
berechnet. Es ergibt sich eine einfache Formel für die relativen Häufigkeiten der 
leichten Elemente, die für kT = 5 MeV in groben Zügen den beobachteten Häufig- 
‘ keitsverlauf der Elemente bis — 80 wiedergibt. Entnimmt man hingegen die 
Gleichgewichtstemperäturen den beobachteten relativen Isotopenhäufigkeiten für 
je ein festes Element, so ergeben sich für die verschiedenen Kernsorten Temperaturen 
zwischen kT’ — 1 und 4MeV mit Bevorzugung der Temperaturen zwischen 2—3 MeV. 
Dieser Widerspruch wird zwar diskutiert, aber nicht erklärt. Erich Bagge. 
Gurevif, L. E.: Über die Evolution dichter gravitierender Systeme und die 
Bildung der Himmelskörper. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 70, 981—984 (1950) 
- [Russisch ]. 
Einige Abschätzungen werden vorgenommen über die Zusammenballung von 
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staub- oder gasförmiger Materie zu Sternen und Planeten, wobei Reibungskräfte 
die Hauptrolle spielen sollen. W. Fricke (Hamburg). 

Armellini, Giuseppe: Sopra Porigine del sistema solare. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 9, 135—141 (1950). 

Bericht über B. G. Fesenkov [Astron. J. Soviet Union 12, B4 (1945)] und 
Gegenüberstellung mit G. Armelleni [Atti Accad. Italia, Rend., Cl. Sci. fis, | 
mat. natur., VII. S. 4, 406—410 (1943)]. W. Fricke (Hamburg). 

Somigliana, C.: Le oseillazioni sismiche e le onde di Lord Rayleigh. Rend, 
Sem. mat. fis., Milano 19, 99—117 (1949). : 

In der Theorie der Rayleighwellen tritt eine Gleichung dritten Grades für die 
‚Fortpflanzungsgeschwindigkeit auf. Von ihren drei reellen Wurzeln wird immer nur 
.eine benutzt. Es wird gezeigt, daß die beiden anderen zu der longitudinalen und zu | 
der transversalen Welle gehören, die sich in dem Medium ausbreiten können. Die | 
"Theorie wird mit seismischen Beobachtungen verglichen. W. Kertz. 

Kejlis-Borek, V. L: Über die dynamische Charakteristik eines Herdes nach 
‚seismischen Beobaehtungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 70, 995—998 (1950) 
[Russisch ]. | 

Die von E.A.Naryskina angegebene allgemeine Lösung der Bewegungs- | 
gleichungen eines elastischen Halbraumes wird umgeformt und für die bei einem 
Nahbeben vorliegenden Verhältnisse spezialisiert. Es wird diskutiert, welche in- 
strumentellen Voraussetzungen erfüllt sein müßten, um an Hand dieser Lösung | 
‚aus seismischen Beobachtungen die genaue Lage des Herdes und vor allem eine | 
Abschätzung über den Grad des Zutreffens der in die Lösung hereingesteckten Vor- 
aussetzungen (homogenes, isotropes Medium, punktförmiger Herd, spezielles Kraft- 
zeitgesetz während des Bebens) zu ermitteln. W. Kertz (Göttingen). 

Stoneley, Robert: The seismologieal implieations of aelotropy in eontinental 
strueture. Monthly Not.astron. Soc., geophys. Suppl., London 5, 343—353 (1949). 

Es wird untersucht, welchen Einfluß es auf die seismischen Wellen hat, wenn 
man die Oberflächenschichten der Erde nicht als isotrop voraussetzt. Zu diesem 
Zweck werden elastische Wellen in einem ‚‚querisotropen‘‘ (transversely isotropie) 
Medium berechnet, bei dem die elastischen Eigenschaften symmetrisch zur verti- | 
kalen z-Achse verteilt sind. Die Geschwindigkeit einer Planwelle in einem solchen | 
querisotropen Medium ist abhängig von dem Winkel der Fortschreitungsrichtung | 
gegen die z-Achse. Es gibt weder reine Kompressions- noch reine Scherungswellen. | 
Rayleighwellen können an der Oberfläche von querisotropen Medien laufen, zeigen | 
‚aber eine andere Amplitudenabnahme mit der Tiefe als im isotropen Medium. Love- | 
wellen hingegen breiten sich im querisotropen Medium genau so aus wie im isotropen. | 
Einige Beobachtungen bei Nahbeben machen es wahrscheinlich, daß in den obersten 
Erdschichten eine Abweichung von der Isotropie vorliegt. Dann würde man bei | 
Anwendung der für die Isotropie entwickelten Rechenverfahren falsche Werte für | 
Herdtiefe und Dicke der Schichten erhalten. Insbesondere erklärt die Theorie des | 
querisotropen Mediums einen Unterschied der Ankunftszeit der SV- und SH-Wellen. 
Das sind transversale polarisierte Wellen in bzw. rechtwinklig zu der Ausbreitungs- | 
ebene. W. Kertz (Göttingen). | 

Golubeva, 0. V.: Zur Frage der Bewegung von Wirbelketten und Wirbel- ' 
quellen auf der Kugelfläche. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 65, 653—656 (1949) 
[Russisch ]. 

Mit Hilfe der Formeln der stereographischen Projektion werden die bekannten 
Ausdrücke für Wirbel in der Ebene auf eine Einheitskugel übertragen. Diese Wirbel | 
auf der Kugel werden als Projektionen von räumlichen Wirbelfäden aufgefaßt und | 
auf diese das Biot-Savartsche Gesetz angewandt. Dadurch gelingt es, die Bewe- | 
gungen zweier Wirbel von gleicher Stärke aber entgegengesetztem Vorzeichen so- 
wie die Bewegung einer Kette von Wirbeln gleicher Stärke und gleichen Vorzeichens 
auszurechnen. W. Kertz (Göttingen). 


